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Die Losungen miissen eingescannt iiber Ilias eingereicht werden. Sollten dabei Probleme auf-
treten melden Sie sich bei Inka Schnieders. Abgabeschluss ist am Dienstag, den 19.01.2021, um
12 Uhr.

Aufgabe 1:* Wir betrachten das Lorenz-System

' aly —x)
vyl =|cx—y—uzz
2 xy — bz

mit ¢ € (0,1) und a,b > 0. Zeigen Sie mithilfe einer Lyapunov-Funktion, dass der Gleichge-
wichtspunkt (0, 0,0) global asymptotisch stabil ist.

Hinweis: Verwenden Sie eine Lyapunov-Funktion der Form V (z,y,2) = c12? + coy® + c32? fiir
geeignet gewdhlte c1,co,c3 > 0.

Losung 1: Sei zunéchst V(z,y, 2) = c12% + coy® + 322 mit ¢y, ¢o, c3 > 0. Wir mochten die Kon-
stanten so wihlen, dass eine Lyapunov-Funktion entsteht. V' ist eine C'*-Funktion, V'(0,0,0) = 0
und V(z,y,2z) > 0 fiir alle (x,y,2) € R3\{(0,0,0)}. Es muss also nur noch die Bedingung

V(z,y,z) <0 fiir alle (z,y,2) € R® sowie 1./(a:,y, z) < 0 fiir (x,y,2) € R3\{(0,0,0)} erfiillt
sein. Es gilt

. 2c1x aly — x)
Vi(z,y,z) = |2cy | - | cx —y—az
2032 xy — bz

= 2aciry — 2ac12° + 2ccory — 2c2y2 — 2c0nyz + 2c30yz — 2bcs 22

Wahlen wir ¢; = 1, ¢y = ¢35 = a, dann finden wir

V(z,y,2) = 2azxy — 2ax* + 2cary — 2ay* — 2baz*
=2a(—2” — y* + (c+ Dzy — b2°) = 2a(— L (2 — y)* — 527 — Loy? — b2?)

2
< 2a(—15% — 547 — b2%) < 0

fiir alle (z,y,2) € R3\{(0,0,0)}. Damit haben wir eine Lyapunov-Funktion und der Gleichge-
wichtspunkt ist global asymptotisch stabil.

*Unbewertete Zusatzaufgabe



Aufgabe 2 (4+4+4 Punkte): Wir untersuchen das Problem

2'(t) = 3y(t)(z(t) — 1),
y'(t) = —z(t)(2(1) — 1),
2(t) = —z(t)3(x(t)® + y(t)* + 1).

a) Linearisieren Sie das System um den Gleichgewichtspunkt (0,0,0). Erhalten Sie aus der
Linearisierung Informationen iiber die Stabilitét des urspriinglichen Problems?

b) Zeigen Sie mithilfe einer (quadratischen) Lyapunov-Funktion, dass (0,0,0) ein stabiler
Gleichgewichtspunkt ist.

c) Beweisen Sie, dass es sich nicht um einen asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunkt
handelt.

Hinweis: Setzen Sie z = 0.

Losung 2: a) Setze

3y(z —1)
f(I,y,Z): —.I'(Z-l)
22+ 1y + 1)
Es gilt
0 3(z—1) 3y
Vi(,y,2)=—-(x-1) 0 —

—2x2%  —2yzd  —322(x®+y*+1)

Das linearisierte Problem um (0,0, 0) ist
x 0 0
y =11 0 0 {y@®)
z 0 0 O

Die Eigenwerte sind A, = 0, Ay = iv/3, A3 = —i/3. Man erhilt also keine Informationen
iiber die Stabilitat des urspriinglichen Problems.

b) Es gilt fiir V : R* — R mit
V(z,y,2) = 2"+ 2" + 3y,

dass V eine C'-Funktion ist, V' (0,0,0) = 0 und V(x,y, z) > 0 fiir (z,y, z) € R*\{(0,0,0)}.
Auferdem finden wir

. 2 3y(z —1)
V(z,y,2) = | 6y | - —z(z—1) =6wy(z — 1) —6ay(z — 1) — 224 (2® + 9> + 1)
2z —B@? 4+ +1)

=-2(1+2+4*) <0

fiir alle (x,y,2) € R3. Also ist V eine Lyapunov-Funktion und der Gleichgewichtspunkt
(0,0,0) stabil.



¢) Wie im Hinweis sei z = 0. Dann miissen wir noch das folgende Problem l6sen:
G0)-C) - 6
y'(t) () 10 ) \y)
(i3 3B\ [(—iv3 0 73
S\ 1 1 0 iv3)\-35

Die Losung ist gegeben durch

DO = DO | —
~
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==
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(ggg) B (—@1\/5 Z\l/g) (COS(\/gt) _()iSin(\/gt) cos(v/3t) J(r)z'sin(\/gt)) (—i/ig i) (2)

B cos(v/3t)  —v/3sin(v/3t) (cl)
- \/igsin(\/gt) cos(v/3t) Ca

Es gilt, dass wir den Anfangswert (2(0),y(0)) = (c1,c2) beliebig nahe an (0,0) wéhlen
kénnen. Die Losung ist jedoch periodisch und es gilt nicht

lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t—o00

Der Gleichgewichtspunkt ist also nicht asymptotisch stabil.



Aufgabe 3:* Betrachten Sie

Ist die Funktion
V(z,y) = 2 4 2%y?

eine Lyapunov-Funktion fiir den Gleichgewichtspunkt (0,0)? Wenn ja, welche Aussagen kénnen
Sie iiber die Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes (0,0) treffen? Wenn nein, verdndern Sie die
Funktion so, dass Sie eine Lyapunov-Funktion erhalten.

Losung 3: Nein, die Funktion ist keine Lyapunov-Funktion. Es miisste dafiir in einer Umgebung
U des Punktes (0,0) gelten, dass V(x,y) > 0 fiir alle (z,y) € U\{(0,0)}. Jedoch gilt fiir alle
Punkte der Form (0, y), dass V(0,y) = 0.

Wir kénnen das Problem beheben, wenn wir die Funktion
V(z,y) =a* + 2% +y°

wihlen. Diese Funktion ist C", es gilt V(z,y) > 0 fiir alle (z,y) € R2\{(0,0)} und V(0,0) = 0.
Aufserdem finden wir

2 2z + 2zy? —x% — 2xy?
14 — .
— _2:(:4 o 4x2y2 o 2x4y2 o 4x2y4 + 2y2x2 o 2y4 + 2y2x4 o 2y4x2

= 2% — 2% — A2yt — 2yt — 2yMa? < =22 —2y!

und daraus folgt V (z,y) < 0 fiir alle (x,y) € R? sowie V(x,y) < 0 fiir alle (z,y) € R2\{(0,0)}.
Der Punkt (0,0) ist asymptotisch stabil.



Aufgabe 4 (8 Punkte): Betrachten Sie das Problem

0= (1) )70+ 0+ 0P

Geben Sie in Abhéngigkeit von b € R an, ob das System in (0,0) instabil oder stabil ist.

Hinweis: Fir das kritische b hilft die Funktion
V((I?l,.TQ) = 4_11(3(371 — (E2)2 + (:cl + .T2)2) = JZ% — X129 + l’g

Losung 4: Wir kénnen das Probelm wie folgt umschreiben:

(:cﬁ(t)) _ ( 21 (t) + 22(t) + by (t) + 21 () (21(£)* + 22(1)?) ) = f(z1(8), 22(1)).

xh(t) —x1(t) + 229(t) + bxo(t) + 2o (t) (21 (£)* + 22(1)?)
Es gilt
(14 b+ 327+ a3 14 22129
Vf(«Tl;mQ) — ( _1_{_21.11.2 2—|—b+x% +3$% 5
also

146 1
Vf(o,()):(_l 2+b>'
Diese Matrix hat die Eigenwerte

M=b+3 i N=b+d4il

Fiir b < —2 gilt Re(\;), Re(A2) < 0, also ist der Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil. Fiir
b > —g gilt Re(A1), Re(A2) > 0, also ist der Gleichgewichtspunkt instabil.

Fur b = —% verwenden wir die Funktion aus dem Hinweis. Fiir V : R?2 — R mit

V(xy,z0) = %(3(:51 —29)2 + (21 + 22)?) = 23 — 2119 + 23

folgt
o V(0,0) =0,
o V(xy,x9) > 0 fiir alle (z1,22) € R*\{(0,0)}

o (22 — 2 To — %:pl + z1 (2% + 23) B 9 oy, o o
o V(ry,z9) = <2$2 - $1) (—961 g tay(a? 1 a2)) T 2(z] +23) (27 4+ 25— x122). Wegen

(2 +23) > §(a? + 23 — 212,) folgt

V(ZEl,fL’Q) Z %V(ZE17$2)2. (1)

Sei nun (x1(t), zo(t)) eine Losung mit (x1(0),22(0)) = (d,6) mit 6 > 0 beliebig klein. Es gilt
V(21(0), 29(0)) = 6. Mit (1) folgt, dass V(z1(t), z2(t)) > U(t) fiir t > 0, wobei U die Losung
des folgenden Problems ist:

362 .
3_4571" Da hmtT% U(t) = o0 und

V(zy(t), z2(t)) > U(t), ist auch V(z1(t), x2(t)) unbeschrankt. fiir steigendes ¢. Mit der For-
mel fiir V' folgt sofort, dass dann auch |z;(t)| — oo oder |z5(t)| — co. Da wir é beliebig klein

wahlen konnen, folgt damit die Instabilitit des Gleichgewichtspunktes im Falle b = —g.

Dieses Problem konnen wir lésen und finden U(t)



