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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Differentialgleichungen und klassische L6sungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine Funktion, nennen wir sie
u: ) CR"— R, der Form

F(:E,u,Vu, Vzu,.‘.,vmu) =0. (1.1)
Hier ist 2 ein Gebiet, das heift, eine offene zusammenhédngende Teilmenge von R”, und
f) el b, 02
a_gglu 81’% U 0x10Tn u
Vu = : ., Vu= : : ,  USW.
i 92 92
Oy, u 0z10Tn U o2 u

Die hochste Ableitung die in (1.1) erscheint, nennt man die Ordnung der Differentialglei-
chunyg.

Oft hat eine Variable eine besondere Rolle, ndmlich die Zeit, und die wird iiblicherweise
mit ¢ notiert. Fiir die Ableitung verwendet man neben % auch ;.

Die Frage ob und wenn ja, welche Losungen eine solche Differentialgleichung hat, ldasst
sich meistens nicht sinnvoll beantworten, wenn nicht passende Rand- oder Anfangswerte
gegeben werden. Ein Theorem wie das von Picard-Lindelof fiir gewohnliche Differential-
gleichungen, welches fiir alle partiellen Differentialgleichungen eine Losung bietet, gibt
es nicht. In einer Vorlesung partielle Differentialgleichungen wird man dann auch nicht
versuchen, die Theorie fiir alle zu bringen, sondern man wird sich mit den Typen, die in
den Anwendungen auftauchen, beschéftigen. Wir werden dann auch, bevor wir néher auf
die verschiedenen Typen eingehen, im néchsten Kapitel erst einige dieser Anwendungen
vorzustellen.

Bevor wir mit einigen Modellen anfangen, soll man etwas sagen zu ,,Ldosung”.
Definition 1.1 Eine Funktion u : Q) — R, fiir die gilt:

o uec(C™Q), und

o u erfillt die Gleichung (1.1),

nennt man eine klassische Losung von (1.1).
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1.2 Ré&aume stetiger und differenzierbarer Funktionen

Wir wiederholen die Definitionen von C™(€2) und die einiger verwandten Funktionenriu-
me.

Definition 1.2 Sei () ein Gebiet in R™. C™(2) ist die Menge aller Funktionenu : 2 — R,
die m-mal differenzierbar sind und alle diese Ableitungen sind stetig.

Bemerkung 1.2.1 Man definiert C*(Q2) := [ C™(9).

meN

Wenn u : Q — R* m-mal differenzierbar ist, sagt man auch u € C™(Q2). Nur wenn
man explizit machen méchte, dass man Funktionen mit Werten in R* hat, wird O™ (€2; R¥)
geschrieben.

Auch begegnet man C™(Q). Die Definitionen dieser Riume sind etwas weniger gera-
deaus.

Definition 1.3 Sei ) ein Gebiet in R™.

1. Man definiert C°(Q) = C(Q) als die Menge aller stetigen Funktionen u : Q — R.

2. Fir m > 1 wird C™(Q) idterativ definiert als die Menge aller stetigen Funktionen
u: ) — R mit:

o u, € C"™(Q), (u, ist die Einschrinkung von u auf Q) und

e ¢s gibt gi,..., g, € C™ Q) mit g; (v) = B%iu (x) firxz e Q.

Wenn  beschriinkt ist, ist Q kompakt und existiert sup,cq [u(z)| wenn u € C 0(Q2).
Fiir beschrinkte Gebiete € und u € C™(€2) ist [|[|gm (g, durch

[l o Zs p|Vu(x (1.2)
k=0 e

also wohldefiniert. (C ™(Q), ||‘”Cm(§)> ist ein normierter Vektorraum.

Bemerkung 1.3.1 Wenn klar ist, welches Gebiet gemeint ist, schreibt man auch

sup [u(z)| = [Jull
e

Ubrigens ist ||-||, auch eine Norm fiir den Raum L>(S)) der beschrinkten Funktionen auf

Q.

Bemerkung 1.3.2 Auf nicht abgeschlossenen oder unbeschrdnkten Gebieten gibt es un-
beschrinkte stetige Funktionen. So wie C™(Q) hier definiert ist, kann man (1.2) also nicht
als Norm fiir C™(Q2) verwenden. Das gleich trifft zu fir C™(§2) mit Q) unbeschrankt.

Proposition 1.4 Set m € N und sei Q@ C R"™ ein beschrinktes Gebiet. Dann ist
cm™(Q), || ||Cm(Q)) ein Banachraum.
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Beweis. Wir betrachten vorerst den Fall m = 0. Sei {uy},y eine Cauchy-Folge in
<CO(§), ||'||00(§)>‘ Dann gilt:

1. Der Grenzwert @(x) := limy_.o ug(x) existiert fiir jedes z € Q, denn {uy(z)},oy ist
eine Cauchy-Folge in R und R ist vollstandig.

2. Gleichméfige Konvergenz: Sei N, > 0 derart, dass ||ux — u,|| < e fir k,m > N..
Fiir jedes x gibt es N, . derart, dass |u,,(z) — @(x)| < € fir m > N, .. Man nehme
nun m, = max (N, ., Nc) + 1 und finde

u () — ()| < Ju(x) =, ()] + [um, (2) —alz)] < 2e.
WEeil dies fiir beliebiges x gilt, folgt & > N. impliziert |u, — @l < 2e.

3. Der Limes ist stetig: Sei € > 0, nehme m geniigend groB so dass ||& — u,[|, < € und
nehme 6., > 0 derart, dass | — y| < d.,,, impliziert |u,(x) — u,(y)| < €. Es folgt

ja(z) — a(y)| < |a(x) = um(@)] + Jum (@) = wm(y)] + Jum(y) —a(y)] < 3e.

Es gibt also @ € C°(Q) derart, dass ||uy — @l|,, — 0 fiir & — oco. Die Aussage fiir
m = 0 ist bewiesen.

Sei nun m > 1 und {uy}, .y eine Cauchy-Folge in (Cm(ﬁ), “Hcm(§)>. Aus dem ersten

|
Teil dieses Beweises wissen wir, dass es fiir jede Ableitung! (a%)a mit |a| < m eine stetige
Funktion g, € C°(Q) gibt mit

i |[(2) -
kg{.lo or Uk — Ga

=0 und klim |lue = gollco) = 0, dann folgt, dass gleichmé-

= 0.
()

@)

W i
Big fiir [a,a + he;] C 2

ug (@ + he;) —ug (a) —  go(a+ he;) — go(a) und
ug (@ + he;) —ug (a) = 0 uy, (z) dz; — gi (x) dx;.
[a,a+he;) axl [a,a+he;]

Der Hauptsatz fiir Integrale liefert

0
ox

-go() = gi () fir x € [a,a + hey].
Ahnliches gilt fiir jede Ableitung und die Kombination ergibt g, = (a%)a u, dass heift
khjgo [Jue — 7chm(ﬁ) =0,

oder anders gesagt, {uy},.y ist eine konvergente Folge in Cc™(Q). [ ]

'Wir haben hier die Multiindez-Notation verwendet: o € N bedeutet a = (a, . .., @, ) und man setzt

() - G) ) ()

Man schreibt aufilerdem || = o + ag + -+ + @y
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Bemerkung 1.4.1 Man begegnet auch C™(Q) mit m € N und v € (0, 1]:

9\ 9\
_ — 2 u(r) — (%) u
C™(Q) =que C™(Q); sup ()" () (2x) )] < oo fir |aj=mp.
rF#Yye) ’l’ - y’
So sind C*'(Q) die Lipschitz*-stetigen Funktionen auf Q.
Man nennt C°7(Q) mit v € (0,1) die zum Ezponenten v Holder>-stetige Funktionen.

Die Vektorraume C™7()) werden Holder-Raume genannt.

Schlulendlich gibt es noch einige Funktionenmengen, die sich mit besonderem Beneh-
men am Rand beschéftigen.

Definition 1.5 Man definiert C§*(Q) als die Teilmenge von C™(Q) der Funktionen u mit
VEu(z) = 0 fir x € 0Q und k < m.

Bemerkung 1.5.1 Sei 2 beschrankt. Dann ist C"(2), als eine abgeschlossene Teilmenge

von C™(RQ), beziiglich der ||-|| m ) -Norm ein Banachraum.

Definition 1.6 Man definiert C§°(2) als die Teilmenge der Funktionen u € C*°(Q) mit
kompaktem Triger.

Gelegentlich findet man auch C™ (Q2) und C (Q). Mit ¢ (Q) meint man die Teil-

menge der Funktionen u € C™ (Q), beziehungsweise C'° (Q), mit kompaktem Trager.

1.3 Intermezzo zu glatten Riandern

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen hat man neben dieser Differentialgleichung oft
Anfangs- oder Randwerte an einigen Punkten zu erfiillen. Bei partiellen Differential-
gleichungen in n Dimensionen werden Anfangs- oder Randwertbedingungen typischer-
weise auf (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert. Haufig hat man zu tun mit
Gebieten, die Ecken oder Kanten haben. Solche Gebiete geben spezifische Probleme, die
kaum in einer Anfangervorlesung angesprochen werden koénnen.

Beispiel 1.7 Wir definieren die Function u, fir o € (0,2m) mit Hilfe von Polarkoordi-
naten x = rcosy, y = rsin g

Uq (7 COS @, 7sin ) = 7o sin (zg0> firr €[0,1] und ¢ € [0,q].
a
Der Differentialoperator A = 92 + 5’; in Polarkoordinaten wird A = %87«7’87« + T%@i und es
folgt

(Aug) (rcos g, rsing) =

1 1 x
= (=070, + =02 ) resin (zgp> =
r r2 ¥ o
1

= —E‘)Tzrg sin <Z<,0> + —7‘5_2% cos <E¢> =
T« a

2 T 2 us
= <z) ra—2gin (zgp> — <E> re2sin (E¢> =0.
«Q « o «Q

2Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, Bénkein 1832 - Bonn 1905
30tto Ludwig Holder, Stuttgart 1859 - Leipzig 1937
4Sei A € R™ und u € C(A). Der Triger von u ist die abgeschlossene Teilmenge von R™ definiert durch:

support(u) = {x € A;u(z) # 0}.
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Auflerdem gilt

. . ™
Uq (COS p, 8in ) = sin (—gp) ,
«

Ug (2,0) = uqy (rcosa, rsina) = 0.
Wir haben eine Losung vom Randwertproblem

Au, =0 in Qq,
Uy = Sin (ggo) auf 0€q.

Hier ist Q, = {(rcosp,rsing);0 <r <1 und 0 < ¢ < a} und 09, der Rand des Gebie-
tes.

Trotz der Tatsache, dass der Sinus eine unendlich oft differenzierbare Funktion ist, ist
die Losung nicht unbedingt differenzierbar. Die Differenzierbarkeit in 0 héingt ab von der
Offnung «:

(Orun) (1 cos(p), rsin(yp)) = grg’l sin (ggo)

und nur fir a < ezistiert (Oyuq)(0) wenn v = (cos (3a) ,sin (3a)).
Skizzen zu diesen Funktionen u, findet man in Abbildung 1.1

Abbildung 1.1: Funktionen u, mit o =1,2,...,6.

Das Beispiel zeigt, dass bei Ecken eine Losung nicht unbedingt differenzierbar sein
muss. Es bedeutet auch, dass man um Ergebnisse genau formulieren zu kénnen, die Re-
gularitéit des Randes genau klassifizieren soll.

Fiir den Rand des Gebietes 2 C R™ schreibt man 0f2. Dieser Rand ist definiert durch
00 = {x € R™; fiir alle ¢ > 0 gilt B.(x) N Q # 0 und B.(z) N Q° # 0} .

Definition 1.8 Sei Q2 C R"™ ein Gebiet. Man sagt 02 € C™, wenn man fir jedes Kom-
L N M
paktum K, endlich viele (lokale) kartesische Koordinatensysteme {yy),yg), . ,yﬁf)}
i=1
und Funktionen @ € C™ (R"~1) hat derart, dass es

e offene Blocke BY = {y e R™; al(j) < yl(j) < b,(j) mit 1 <k < n} mit 1 <1< M gibt,
die 00 N K tberdecken, und

e 0N BO = {4 >0 (448", o) sy € BO} 0 BO.

Die Blocke kénnen also rotiert sein beziiglich der Standardbasis. Man nimmt sie offen
damit diese Blocke sich notwendigerweise {iberlappen miissen und sich keine Singularitéten
bei der Verkniipfung verstecken konnen. Aus der zweiten Bedingung folgt auflerdem, dass
das Gebiet Q mit 9Q € C° lokal immer an einer Seite des Randes liegt. Ein typisches Bild
findet man in Abbildung 1.2.
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Abbildung 1.2: Mit Hilfe von lokalen Koordinaten auf Blocke B®W und Funktionen ¢
wird die Regularitdt von 02 definiert.

Abbildung 1.3: Ein Gebiet, dass nicht unsere C°-Bedingung erfiillt. Beim ,Doppelspitz”
liegt Q) nicht an einer Seite vom Rand.

Beispiel 1.9 Fiir einen (Hyper)Kubus Q@ = (0,1)" in R™ mit n > 2 gilt 90 € C*.

Beispiel 1.10 Fir eine (Hyper)Kugel Q = B1(0) in R™ mit n > 2 gilt 0Q € C*. Man
braucht mindestens n + 1 Blocke B,

Beispiel 1.11 Nicht jedes Gebiet hat ein C°-Rand. Siehe Abbildung 1.3.

Noch etwas miiite man noch festlegen. Wenn man eine Funktion hat, die nur auf dem
Rand definiert ist, wann kann man eine solche Funktion differenzierbar nennen?

Definition 1.12 Sei Q C R” ein Gebiet mit 9Q € C* und sei m < k. Sei {w(i)} eine
Menge endlich vieler Funktionen wie in Definition 1.8. Dann nennt man u € C™(052),

wenn ) ) ] ) ] ]
(ygl)v s ;yr(zlll) = u (yg&)? s 7y7(7,1113 @) (yil)a L 7y7(:11>) S Cm7
fiir jedes dieser ®.

Bemerkung 1.12.1 Man kann zeigen, dass diese Definition nicht abhdngt von der ge-
wdhlten Menge {1/1(i)}, wenn diese den Rand wie in Definition 1.8 beschreiben.

Bemerkung 1.12.2 Die Definition wird angepasst wenn es einen Teil des Randes be-

trifft.
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1.4 Linear und nicht-linear

Wir nehmen an, dass die Differentialgleichungen in den folgenden Definitionen alle von
Ordnung m sind.

Definition 1.13 Partielle Differentialgleichungen der Form

> ano) (5) wlo) = 1 (13)

aeN"™
la|<m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man linear.

Diese Differentialgleichung heifit linear, weil der Differentialoperator

L= ) aq(z) (%)a

aceN™
o] <m

linear ist: Wenn Lu; = f; und Lus = f5, dann gilt fiir beliebige ¢, cs € R, dass
L (ciuy + coug) = c1fi + o fo.

Die einfachste Anderung, die uns eine nicht-lineare Differentialgleichung liefert, ist die
folgende:

Definition 1.14 Partielle Differentialgleichungen der Form

5 ano) (5) wlo) = sl (1.4)

aeN"™
o <m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man semilinear.

Es ist das Recht des Buchhalters wenn er sagt, dass linear ja auch semilinear sei. Eine
folgende Erweiterung ist:

Definition 1.15 Partielle Differentialgleichungen der Form

Z o (2,4, Vu,... V" ') (5%) u(x) = f(x,u, Vu,... V" ) (1.5)
aeN"™
|a|=m

mit a, und f gegeben und u gesucht, nennt man quasilinear.

Die restlichen partiellen Differentialgleichungen nennt man véllig nichtlinear.

1.5 Schwache Ableitungen

Fiir punktweise definierte Funktion ist die Definition einer partiellen Ableitung eindeutig.
Gelegentlich wird man aber eine Definition brauchen fiir die Ableitung einer Funktion,
die nur als Aquivalenzklasse festgelegt ist. Wir erinnern an die LP(2)-Raume.
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Definition 1.16 Seip € [1,00|. Dann ist L?(2) der Raum der Lebesgue-messbaren Funk-
tionen f, fiir die gilt: HfHLp(Q) < 00 mit

171 :{ (ol f@)IPdz)'"  firp e [1,00),
D@ 7 esssup{|f (2)|;2 € Q) fiir p = oo,

Definition 1.17 Sei f eine Lebesque-messbare Funktion. Man sagt O, f existiert als
schwache Ableitung in L}, (Q) wenn es g € L}, (Q) gibt mit

/Q (f (2) B (2) + g (x) 0 () dz = O fiir alle € C(S).

Wenn f auf Q) eine klassische Ableitung nach z; hat, dann folgt aus einer partiellen
Integration, dass

/Q (f (2) Ourip (2) + B f (1) 0 () iz = 0 fir alle € O ().

Definition 1.18 Sei k € N und p € [1,00]. Man definiert den Sobolev®-Raum W*? ()
als die Menge (der Aquivalenzklassen) der Funktionen u : Q — R derart, dass u und deren
schwache Ableitungen der Ordnung o mit |a] < k in LP(QQ) liegen.

Bemerkung 1.18.1 (Wk’p (Q), H'Hwk,p(g)> mit Norm

()=

1/p
p

dx

T— /

| <k

1st ein vollstdndiger Banach-Raum.

1.6 Schwache und distributionelle L6sungen

Wie man bei gewohnlichen Differentialgleichungen schon gesehen hat, kommt man mit
klassischen Losungen nicht immer aus. Man erinnere sich an das Reibungsproblem bei
zum Beispiel einem bremsenden Fahrzeug. Man konnte da nur eine Loésung definieren,
wenn man an einzelnen Stellen zuliess, dass da die Differentialgleichung nicht erfiillt ist.

Beispiel 1.19 Die Reibungskraft fiir zwei sich tbereinander bewegende feste Korper ist
anndherungsweise nur abhdngig vom Vorzeichen der relativen Geschwindigkeit:

—c firv >0,
F(v)= 0 firv=0,
¢ firv<DO.

Sei v die Geschwindigkeit des Fahrzeugs und m die Masse, so gilt fir die Beschleunigung

v

mv' = F (v).

5Sergei Lwowitsch Sobolew, 1908-1989, war ein Russischer Mathematiker der arbeitete auf Partiellen
Differentialgleichungen, Funktionalanalysis, Numerischer Mathematik und ... Uranisotopenanreicherung.
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Es gibt keine klassische Liosung. Wenn man jedoch die Integralform der Gleichung be-
trachtet:

m (u(t) — v(0)) = /0 F (v(s)) ds

dann findet man die folgende Losung wenn v(0) > 0:

~ v(0) = £t firt €[0,t],
u(t) = { 0 fiir t >t - ¢ 'mw(0).

Fiir t =ty ist v nicht differenzierbar und deswegen ist v keine klassische Losunyg.

v(0)

tl t—
Abbildung 1.4: Skizze zu einer Geschwindigkeit t — v(t) aus Beispiel 1.19.

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen hat man also gelegentlich den Losungsbegriff
erweitern miissen und das hat man gemacht indem man die Differentialgleichung ersetz-
te durch eine Integralgleichung. Bei partiellen Differentialgleichungen ist die Sache etwas
schwieriger, denn in welche Richtung soll man integrieren? Wie soll man von einer parti-
ellen Differentialgleichung héherer Ordnung zu einem System erster Ordnung kommen?

Auch hier gibt es kein Losungsmittel, das alle Flecken rausbringt und wir miissen uns
einschrinken und brauchen dafiir eine zweite Klassifizierung der Differentialgleichungen.

Fiir (semi)lineare partielle Differentialgleichungen kann man, wenn die Koeffizienten
a, geniigend glatt sind, den Losungsbegriff relativ leicht erweitern.

Definition 1.20 Man nennt u € C(2) eine distributionelle Losung der Gleichung (1.4)
wenn

[ X @ (w@e@) - sene@ | =0 @)

a€eN?, |a|<m

fiir alle ¢ € C§°(Q).

Bemerke, dass diese Definition nur Sinn macht wenn a, geniigend glatt ist, a, €
C™(£2). Wenn dies gilt, dann ist (—2)" (as (z) ¢ (z)) und das Integral wohldefiniert. Es
ist iibrigens nicht notwendig, dass u € C'(2). Es reicht wenn fiir diese Funktion ein Integral
definiert ist.

Es gibt auch den Begriff schwache Losung. Dabei werden nicht alle partielle Ableitun-
gen zur Testfunktion ¢ gebracht sondern nur die Hélfte.

Definition 1.21 Man nennt u € C™(Q) eine schwache Lisung der Gleichung

>, (2)" aa (2) (2) ul2) = f(z,u)

a,BeEN™ |al,|B|<m
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wenn

/Q > (@) 0@) aas @) (-2) ¢ @) = flewe (@) | do=0 (17)

a,BEN™, |al,|5|<m
fiir alle ¢ € C§°(Q).

Bemerkung 1.21.1 Die Spaltung zwischen den Ableitungen o und 3 ist nicht eindeutiq.
Fiir einzelne Probleme soll man genau definieren was mit einer schwachen Lésung gemeint
15¢.

Um zu zeigen, dass klassische Losungen auch schwache oder distributionelle Losungen
sind, brauchen wir eine Version des Hauptlemmas der Variationsrechnung:

Lemma 1.22 Seiu € C(§2). Wenn

/ u(z)p(x)de =0 fir alle p € C5°(),
Q
dann gilt u = 0.

Beweis. Wenn u # 0, dann gibt es 9 € Q mit u (xy) # 0. Nehmen wir an, dass u(zy) > 0,
dann folgt aus der Stetigkeit von w, dass es eine Umgebung B.(x) gibt derart, dass
u(x) > ¢ == ju(xo) > 0 fiir © € Be(x0). Nehmen wir ¢ € C§° (B:(z0)) mit ¢ > 0 in
B.(xg) und ¢ > ¢; > 0 in B, 9(x0), so folgt

/ u(z)p(x)dr > 0,
Q

ein Widerspruch. ]
Dass es eine solche Funktionen ¢ in dem letzten Beweis gibt, moge das Beispiel

1

el=l’= fiir ||z|| < e
- (r) = ’ 1.8
ve () { 0 fir ||z|| > e, (18)

deutlich machen. Man kann zeigen, dass auf dem Kreisrand ||z|| = ¢ diese Funktion nicht
nur stetig ist sondern, dass da auch alle Ableitungen existieren. Man verwende dazu, dass

lim p (t) e~ = 0 fiir jedes Polynom p.

t—o00

Abbildung 1.5: Skizze zu der Testfunktion ¢, aus (1.8) mit € = 1.

Das folgende Ergebnis zeigt die Verbindung zwischen klassischen und schwachen Lo6-
sungen.
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Proposition 1.23 Fiir semilineare Gleichungen gilt:

e Klassische Losungen sind distributionelle Losungen.

o Wennu e C™(Q) eine distributionelle Lisung der Gleichung (1.4) ist, so ist u eine
klassische Ldsunyg.

Bemerkung 1.23.1 Schwache Losungen liegen zwischen distributionel und klassisch und
ein dhnliches Ergebnis gilt.

Beweis. Durch partielle Integration findet man, wenn der auswértige Normalenvektor
U= (1,...,v,)auf Q2 wohldefininiert ist und wenn die Ableitungen von f und g beziiglich
x; stetig sind, dass

/Qf(:l:)a%g(:c)d:c = ., f(x)g(x) nido, — /Q (%f(:v)) g(x)dzx.

Wenn g(x) = 0 oder f(x) =0 fiir x € 02, dann entféllt der mittlere Term und es folgt

| s@iateris = [ (<) )i (19

So kann man (1.6), wenn u € C™(2) und ¢ € C§°(2) angenommen worden ist, auch
schreiben als

/Q Y (@) () u(@) — flwu) | ¢ (x)de=0. (1.10)

aeN"| |a|<m

Zum Beweis soll man bemerken, dass ¢ einen kompakten Triger K C {2 hat. Man kann
zeigen dass es 2* gibt mit

K cQ, QfC Qund 00 € O,

Im Integral (1.10) kann man € durch Q* ersetzen und ofters (1.9) anwenden.
Das bedeutet klassische Losungen sind distributionelle Losungen und, mit Hilfe des
obigen Lemmas, distributionelle Losungen in C™(€2) sind klassisch. |

1.7 Kriterien von Hadamard

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung braucht n unabhéngige Bedingun-
gen um hochstens eine Losung zu haben. War es bei einem Anfangswertproblem einer
gewoOhnlichen Differentialgleichung noch relativ einfach Bedingungen anzugeben wo es ge-
nau eine Losung gibt, ndmlich die Bedingungen aus dem Satz von Picard-Lindeldf, war es
bei Randwertproblemen schon schwieriger. Und bei Randwertproblemen war die Existenz
bei linearen wiederum einfacher als bei nicht-linearen.

Fiir partielle Differentialgleichungen wird es sehr vom Type abhédngen, welcher Art
von Anfangs- oder Randwerte genau eine Losung geben werden. Aber auch hier wird das
Ziel sein, Bedingungen zu suchen derart, dass die Differentialgleichung mit festgelegten
Anfangs- oder Randwerten die Kriterien von Hadamard® erfiillt:

6 Jacques Salomon Hadamard, 1865 — 1963, Franzosischer Mathematiker, hat seine Spuren hinterlassen
in vielen Teilgebieten der Mathematik.
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o Findeutigkeit: Das Problem hat hochstens eine Losung.
e Fuxistenz: Das Problem hat mindestens eine Losung.

e Robustheit: Wenn man das Problem ein wenig dndert, &dndert sich die Losung auch
nur wenig.

Die dritte Eigenschaft wird auch als Stabilitdt oder stetige Abhdingigkeit der Eingangs-
daten benannt.

Wenn ein Problem diese drei Eigenschaften hat, nennt man es wohlgestellt. Manchmal
sagt man auch wohldefiniert.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 2

Modelle

Dieses Kapitel versucht eine Verbindung herzustellen zwischen physikalischen Voraus-
setzungen und mathematisch formulierten Problemstellungen. Solche Modellierungsvor-
giange sind eine Kunst an sich und bewegen sich auflerhalb der iiblichen Mathematik bei
der man versucht aus einigen Axiomen eine zweifelsfreie Theorie aufzubauen. Modellierung
fangt an mit Beobachtungen, Experimenten und Vermutungen, wie der Zusammenhang
zwischen Ursache und Ergebnis erklart werden kann. Die Mathematik an sich kann nicht
erkldren wieso ein solches Model korrekt wére. Wenn aber die mathematischen Schlufifol-
gerungen zu unerwarteten Ergebnissen oder sogar zu einem Widerspruch fithren wiirden,
miifite man sich ernsthaft Sorgen machen iiber die Richtigkeit des Models.

2.1 Transportgleichung

Man stelle sich vor, dass sich eine Fliissigkeit oder ein Gas unter dem Einflufl einer Stro-
mung bewegt. Diese Stromung ist gegeben durch ein Vektorfeld, dass die lokale Geschwin-
digkeit ¥'(,t) der Teilchen beschreibt. Die Variable z € R? oder R? beschreibt die Stelle
und t die Zeit. Man mochte wissen wie die Dichte p = p(z,y,t) ist. Sei Q () eine be-
schrankte Menge dieser Fliissigkeit. Wenn man At weiter in der Zeit ist, hat diese Menge
sich etwas deformiert zu €2 (t + At) unter Einflufl des Vektorfeldes. Sieche Figur 2.1.

~ ® % ¥ % ¥ ¥ % ¥ ¥ ¥ % % ¥ ¥
-~ % % ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
- = = - w W W W % % % % % Vv %

“« 4« « <« =%« =« = = =w W W W - W ¥

YR
Y VA A K AFF AV FFFF IS
Y A A A A A AAFA VA FY
YA AAAAAAAAA A
YA AAAAAAAA A A
VA AAAAAAAAAA AT

Abbildung 2.1: Von t zu t + At hat Q(t) sich bewegt nach Q(t + At).

13
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Weil die Masse erhalten bleibt, gilt

/ p(x,t—l—At)dx:/ p(z,t)dx.
Qt+A1) Q(t)

Diese Identitdt benutzt man wie folgt fiir die Ableitung der Differentialgleichung:

1
Oz—(/ p(w,t—l—At)dx—/ p(x,t)dx)z
At Q(t+At) Q(t)

t+ At) — t 1
Q) At At \Jowramow — Jow\owtar
Es gilt
t+ At) — t
lim plat+ A1) = plw, )d:c: Op (x,t) dx (2.1)
Ath Q(t) At Q(t)

und fiir das Ein- und Ausstromen:

lim — / —/ )p(x,t—l—At)d:c:—/ p(x,t) U(x,t) Vdo,.
Atlo At < Qu+ANQ(E)  J\Q+AL o90(1)

Hier ist 09Q2(t) der Rand von  (¢) und v der auswiértige Normalenvektor. Weil

/ p(z,t) U(x,t) Vdo,. = / V-(p(z,t) U(x,t)) dx (2.2)
o0(t) Q(t)

folgt
0
/ (—p (x,t) + V- (p(x,t) 17(:r,t))) dx = 0. (2.3)
Weil diese letzte Gleichung fiir jedes Teilgebiet (t) gilt, hat man
Oup (2.8) + V- (p(w,1) 7(2,1) = 0. (2.4)

Physikalisch beschreibt diese Gleichung die Erhaltung der Masse.

Wenn o gegeben ist, ist (2.4) eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir die unbe-
kannte Dichte p. Man nennt eine solche Differentialgleichung eine Transportgleichung.

In der Ableitung dieser Differentialgleichung haben wir einen Integralsatz benutzt. Zur
Erinnerung:

Lemma 2.1 Sei  C R" ein beschrinktes Gebiet und derart, dass der auswdrtige Nor-
malenvektor v = (vi,...,vn) auf OQ wohldefiniert ist. Dann gilt fir u € CH(;R),
7€ CHUR™) und w € C*(Q;R™) folgendes:

/(fg,u(a:)d:c:/ u(z) vidoy,
o o0

/V-ﬁ(a:)dx:/ v (x) - vdoy,
Q o9

/ Aw (z)dr = Vuw (z) - vdo, = / 2w (z) do,.
Q o0 )
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2.2 Warmeleitungsgleichung

In vielen Fillen wird ¢ in (2.4) bestimmt durch die Dichte p. Wenn es sich um eine
Fliissigkeit in einem pordsen Medium handelt, gilt das Gesetz von Darcy:

p(z,t) U(x,t) = —cVP(z,t)

wobei P der Druck ist. Wenn Druck und Dichte proportional sind, P = ¢;p, findet man
mit (2.4) und ¢ = ¢yc, dass

Op (z,t) ==V - (p(x,t) U(x,t)) = —cV-VP(r,t) = —calp(z,t).

Ahnliches gilt fiir die Wirmeleitung. Das Wiérmeleitungsgesetz (das Gesetz von Fou-
rier) besagt
T(x,t)v(x,t) = —cVT(2,1).
Nennt man ¢ die Wéarmekapazitit, so gilt fiir die Energiedichte p = ¢;T". Auch hier folgt
mit (2.4):
oT (x,t) = =V (T (z,t) U (x,t)) = cV - VT (2,1)

und die Wiéarmeleitungsgleichung
T (x,t) — ¢ AT (z,t) = 0.

Sorgt zusatzlich eine Warmequelle f (x, ) im Innern fiir eine extra Zufuhr, dann bekommt
man die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

0
ET (x,t) — k AT (z,t) = f (x,1). (2.5)

Wenn wir die Warmeverteilung in einem isolierten Korper ) betrachten, dann soll
keine Wéarme herein oder hinaus stromen. Das bedeutet, dass am Rande gilt

VT (z,t)-v =0 fiur z € 9Q und ¢ > 0.

Diese Randwertbedingung ist nach Neumann benannt worden. Sie kann man auch schrei-
ben als

0
%T(x,t):OfﬁrxeﬁQ und ¢ > 0.

Wenn man die Temperatur am Rande vorschreibt, heifit das eine Dirichlet Randwertbe-
dingung.

Das Rand-Anfangswertproblem fiir die Temperaturverteilung eines isolierten Korpers
ist das folgende Problem:

ST (x,t) — k AT (z,t) =0 fiir (z,t) € Q x RT,
2T (z,t) =0 fiir (x,t) € 0Q x RY, (2.6)
T (2,0) = To(z) fir x € Q.

Lemma 2.2 Sei T € C? (Q x RY) eine Lésung von (2.6), so gilt

/QT(x,t)d:v:/QT(x,O)dx.

Bemerkung 2.2.1 Dies ist ein Erhaltungssatz. %T (x,t) = 0 bedeutet, das keine Wirme
herausfliefst und die totale gespeicherte Wirme erhalten bleibt.
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Beweis. Betrachtet man

so folgt
, 0 0
I'ty = — | T(x,t)de= | =T (x,t)de =4k [ AT (x,t)dx
— ok VT(a:,t)w/dax:k/ O ety doy =0
o0 a0 OV
und /() ist konstant. n

Statt zu isolieren, kann man auch das Problem betrachten wo die Temperatur am
Rand festgehalten wird, sagen wir auf 0:

OT (x,t) — k AT (z,t) =0 fiir (z,1) € Q x R,
T (z,t) =0 fir (z,t) € 002 x RY, (2.7)
T (x,0) = Ty(z) fir x € Q.

Lemma 2.3 Sei T € C? (Q x RY) eine Losung von (2.6) oder (2.7), so gilt

/QT2 (x,t)dx < / T2 (x,0) dx.

Q
Beweis. Betrachtet man
B(t) = / T2 (2,1) da,
Q
so folgt

E'(t) = /%T2 (x,t)de = 2/T($,t) %T (x,t)de = Qk/T(a:,t) AT (z,t)dx
Q Q Q
- Zk/ T(x,t)VT(x,t)-Vdaw—2k/VT(x,t)~VT(x7t) dz
oN Q
= —Qk:/ VT (z,t)]> dz < 0.
Q

Man bemerke, dass

/ T (z,t) VT (x,t) - v do, = / T (x,t) ET (x,t) do, =0
Ele! e} v
gilt sowohl fiir (2.6) als auch fiir (2.7). |

Korollar 2.4 FEs gibt hochstens eine Lisung T € C? (ﬁ X R(T) fiir das Anfangs/Randwert-
problem (2.6). Dies trifft auch zu fir Problem (2.7).

Beweis. Wenn (2.6) (oder auch (2.7)) zwei verschiedene Losungen 77 und 75 haben,
betrachte man 7' = T} — Ty. Die Function T erfiillt das Anfangs/Randwertproblem mit
T = 0 am Anfang und am Rand. Aus Lemma 2.3 folgt

og/T2(x,t)dxg/:f’2(x,0)dx:0
Q Q

und dann auch 7' (z,t) = 0 fir (z,t) € Q x R, ein Widerspruch. n
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Die Warmeleitungsgleichung ist verwandt mit der Gleichung fiir die Strémung durch
ein pordses Medium. Weil der Druck als Funktion der Dichte schneller als linear zunimmt,
namlich P = u™, wird die dazu gehorige Differentialgleichung

a m
P (x,t) — k A (u(z,t))™ = 0. (2.8)

Man nennt (2.8) die Pordse-Medien-Gleichung.

2.3 Die Laplace Gleichung
Die Differentialgleichung
—k Au(z) = f(z)

nennt man die stationdre Wdrmeleitungsgleichung oder Poisson Gleichung. Fiir einen
Potentialfluss hat man die Gleichung

Au = 0. (2.9)
Hier ist u das Potential und v = Vu die Geschwindigkeit. Diese Gleichung beschreibt
eine Stronung wo die Dichte/Wérme nicht Zeitabhéngig ist.

Die Differentialgleichung in (2.9) heifit die Laplace Gleichung. Eine Funktion u € C%(Q)
die (2.9) erfiillt, nennt man harmonisch auf €.

2.3.1 Harmonische Funktionen

Aus der Vorlesung Funktionentheorie soll man sich an einige schone Ergebnisse fiir harmo-
nische Funktionen in 2 Dimensionen erinnern. Eine solche Eigenschaft von harmonischen
Funktionen lésst sich auch in hoheren Dimensionen zeigen:

Proposition 2.5 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen) Wenn u € C?()
und Au = 0 in §, dann gilt fir jede Kugel B,(x¢) = {x € R™;||z|| < r} mit B,(xy) C £,
dass

/ (u(z) —u(xg))do, = 0. (2.10)
OB, (x0)

Bemerkung 2.5.1 Benennt man den Fldacheninhalt der Kugel mit Radius 1 mat

Wn :/ 1 dog, (2.11)
0B1(0)

dann kann man (2.10) wie folgt schreiben:

/ u(x) doy = 1" w, u(x0).
0B, (z0)

Anders gesagt, u (xo) nimmt den Durchschnittswert auf dem Kugelrand 0B, (xy) an. Eine
Kugel mit Radius r hat dann Flicheninhalt r" ‘w,.
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Bemerkung 2.5.2 Die Gleichung in (2.10) kann man auch wie folgt formulieren

1 /
u(x) = u(y)do,. 2.12
@)= Gt [, 0oy (212)
Wenn (2.12) gilt fir alle r < R so gilt auch

wr)= s [ w (213)

fiir alle v < R und umgekehrt. Von (2.12) zu (2.13) kommt man durch [;* ™ ‘u(z)dr
mit u aus (2.12) zu integrieren. Die umgekehrte Richtung folgt aus 0, (r"u(z)) mit u aus
(2.13).

Beweis. Wir werden den Satz beweisen fiir g = 0. Fiir n > 3 und x # 0 gilt folgendes

A]:c\z_”:V~V|x|2_”:(2—n)V-ﬁ:(2—n)( - x'x>_

So finden wir mit partieller Integration einerseits

/ \% (|x|2_" —r*") - Vu (z) do
Br(0)\B:(0)

und andererseits

/ »(0)\Be(0)

\Y
Y o .
= / (]:U\Q —1”2’") ) do, — / ]x\2
(B (0)\B:(0)) ' OB (0

/ 0 2u( do, — &2~ / ) do,.
dB-(0) v BBE(O)

Zusammen folgt

2—n
Tl_”/ u(x) dax—el_”/ u(x) do, = c /
2B,(0) 8B.(0)

oy — - Vu(z) do,. (2.14)

9B (0) |917 |
Wir betrachten die einzelnen Terme aus (2.14)

Well ”” - Vu (x) beschrénkt ist, sage wir der Betrag ist kleiner ¢, so findet man
/ — - Vu (1) do,| < cyw,e" .
dB.(0) |x |
Also gilt
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Auch gilt, weil u € C'(B, (0)), dass

[ @ - u) do,
9B (0)

S/ lu(x) —u(0)| do,
0B:(0)
< 02/ 2| doy < g™ w,

9B¢(0)

und es folgt, dass

lim 51_”/ u(x) do, =lim <sl_”/ u(0) do, + O (s)) =w, u(0).
8B.(0) el0 9B-(0)

el0

Mit (2.14) findet man nun fiir € | 0, dass

7“1”/ u(z) doy, = wy, u(0),
9Br(0)

und somit das gewiinschte Ergebnis fiir n > 2. Fiir n = 2 ist das Ergebnis in der Vorlesung
Funktionentheorie bewiesen. Man kann auch den obigen Beweis wiederholen mit |z|>™"
ersetzt durch In |z|. u

Aus Proposition 2.5 folgt dass, wenn man auf dem Rand 0B, (x) eine harmonische
Funktion u dndert, auch u (z¢) sich aendert. Man findet sogar folgendes starke Ergebnis.

Korollar 2.6 Wenn u € C*(Q) harmonisch ist auf Q und ein Eztremum innerhalb von
Q) hat, so ist u eine Konstante.

Beweis. Nehmen wir an, u hat ein Maximum in zy € €2. Weil 2 offen ist, gibt es ry > 0
mit By, (xo) C £ und fiir jedes r € (0,ry) gilt

1 1
—~ / u(z)do, < —1/ u(zg)do, = u (xg) .
T Wn J B, (20) " Wn J B, (20)

Diese Ungleichung ist streng und gibt einen Widerspruch, wenn wu nicht identisch wu ()
ist auf 0B,(xo). Es folgt also, dass u konstant ist auf B,, (z9). Man wiederholt diese
Argumente fiir jedes , € B, (x0), ©2 € By, (x1) usw. Die Annahme, dass 2 offen und
zusammenhéngend ist, erlaubt es uns ganz 2 mit Kugeln zu iiberdecken. Auf jede Kugel
in ) ist u konstant, also ist u auch konstant auf €. [

u(zg) =

2.4 Die schwingende Saite

Nehmen wir zur Modellierung an, dass diese Saite aus einer Reihe kleiner Massen besteht,
die elastisch verbunden sind. Wir nehmen an, dass die Spannung in der Saite konstant
ist. Sei u(z,t) die vertikale Auslenkung an der Stelle z zur Zeit ¢. Betrachten wir das
Teil zwischen xy — %Aw und z; + %Am, dann wirken durch die Spannung S die folgenden
Kréfte auf dieses Teil:

: —— (w120
rechts — 1 )
Ut (00 + 300, 0)? \ e (T4 2000)

links — 1 .
Ut (00— 3o, )? \ e (01— 2000)
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Addiert man diese beiden Kréfte und entwickelt man nach Az, so folgt:

1
T

— - wg (21,6)2
Frochts + Hinks = S a 1;;('1;5,7&1) 2 Ax + O ((ALE)Q) .
* l—i-um(xl,t)2

Abbildung 2.2: Krdfte wirkend in einer schwingende Saite.

Wir vereinfachen die Herleitung durch die Annahme, das diese Saite sich nur vertikal
bewegt. Aus dem zweiten Gesetz von Newton', F' = 9, (mv), folgt fiir das Teil der Saite
zwischen x; — %Ax und z; + %Ax dass

x1+%Am
o, S ug (1, 1) Az + 0 ((Ax)?) =0, </ \/ 1+ ug (z,8)p O (x,t) dx) :

14 uy (21,1)? 1=y

Dividiert man durch Az und nimmt den Grenzwert fiir Ax | 0, dann folgt

o (220 o (o o))

1+ ug (1, t)2

Fiir u, (21, t)2 < 1, also fiir kleine Auslenkungen vernachlédssigt man diesen Term und
man findet mit ¢* = S/p, dass

U (7,1) — gy (2,1) = 0. (2.15)

2.5 Die Wellengleichung

Wenn man eine kompressible Fliissigkeit oder Gas betrachtet, hat man erstens den Er-
haltssatz aus (2.4):

Op (z,8) +V - (p(z,t) U(x,t)) =0. (2.16)

Wir betrachten nun den Fall, wo der Druck p proportional zur Dichte p ist:
p (1) = c plo,1) (2.17)
und verwenden wieder das zweite Gesetz von Newton: F' = % (mv) mit der Kraft F' und

dem Impuls mv. Die zugehorige Kriaftegleichung, Impulséinderung von U = Druck auf oU,
wird

(9t/Up(:c,t)17(:c,t)d:c: —/BUp(:v,t) v doy, (2.18)

!Lex II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam
qua vis illa imprimitur.

Gesetz II. Die Anderung einer Bewegungsgrofie ist der eingepriigten Bewegungskraft proportional und
er folgt der Geraden, entlang welcher diese Kraft eingeprigt wird.
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fiir ein beliebiges Gebiet U C (). Mit wohldefiniertem auswirtigem Normalenvektor folgt
aus dieser letzten Gleichung:

/Uat (p(m,t)ﬁ(x,t))d:p:—/UVp(x,t) dx.

Kombiniert man (2.19), (2.16) und (2.17), dann folgt

Dann gilt auch

1

Die Differentialgleichung
Op (t,x) — cAp(t,z) =0 (2.20)

nennt man die Wellengleichung.

2.6 Die Membran

Ahnlich wie bei der Saite ist bei einer elastischen Membran die Kraft gleich der Spannung
multipliziert mit der Kriimmung. Nur ist nicht so ganz klar welche Kriimmung wir nehmen
miissen, denn Funktionen (x,y) — u (x,y) kénnen sich in zwei Richtungen ,kriimmen”.
Einen etwas einfachere Ansatz ist folgender. Statt das Kriftegleichgewicht darzustellen
betrachten wir die Energie. Wir nehmen an, dass bei einer eingespannten Membran die
Energie proportional zum Flacheninhalt ist.

Wenn wir die Membran parametrisieren durch

(z,y) € QA (z,y,u(z,y)) € xR,

dann wird diese Energie als Funktional der Funktion u wie folgt:

elastlsch / A/ 1 +u2 + U2d 1’ y (221)

Lésst man auflerdem Kréfte zu, die mit Dichte f (z,y) an der Stelle (z,y) vertikal eine
Kraft ausiiben, hat man zusétzlich einen Potentialterm durch Kraft mal Weg:

potentlel /f Uu d .Z' y

Die totale Energie ist

Bropo (1) ;:/Q( Lkt~ f ) d(z,y)

Das Prinzip der kleinsten Wirkung, auch Hamiltonisches Prinzip? genannt, wird ange-
wendet. Dieses Prinzip sagt, dass die Funktion, die das passende physikalische Verhalten
reprasentiert, dieses Funktional (Die Physiker wiirden sagen: diese Wirkung) minimiert.
Mathematisch heiffit das, dass das Funktional gréfler wird, wenn wir die Losung u storen
mit e¢:

Eiotar (4 + £0) > Fyoar (u) fiir alle ¢ € R und ¢ € C*(Q).

2Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865)
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Wenn die Funktion € — Fio (u + £¢) differenzierbar ist, dann gilt

(gEtotal (u+ 5gb)> = 0 fiir alle ¢ € C*(Q). (2.22)
de le=0

Fiir u, ¢ € C1(9) ist (2.22) gleich

Vu-Vo -
/Q (m—f ¢) d(z,y) = 0.

Wenn auflerdem gilt, dass u € C?(9), dann kénnen wir fiir ¢ € C}(Q) partiell integrieren

und es folgt
Vu
[ () s

Weil dieses Integral gleich 0 ist fiir alle solche ¢, findet man

R

Auch hier vereinfacht man fiir u? + “5 < 1 die Gleichung zu —Au = f.

Beispiel 2.7 Fiir konstante f € [0,2], Q@ = By (0) und h > 0 so dass fv/'1+ h? =2 gilt,

kann man zeigen, dass

w(z,y) =1+ —a2—y?—h

die Differentialgleichung (2.23) lost. Fir f > 2 kann man zeigen, dass es keine Lisungen
gibt! Es gibt auch Membrane, die sich nicht durch (z,y,u(x,y)) parametrisieren lassen.
Zum Beispiel kann man zeigen, dass

(p,0) — (Rcoscpsine,Rsingpsin@,Rcos@+\/R2 — 1)

mit (p,0) € [0,2x] x [0,arcsin (1/R)] eine Oberfidche parametrisiert, die man auch als
Lésung zulassen sollte. Diese Losung ldsst sich nicht als Funktion von (x,y) schreiben.

Abbildung 2.3: Finige Losungen zu Beispiel 2.7 mit f gleich 4, .8, 1.2 und 1.4.

Die Skizzen in Abbildung 2.4 lassen sich nicht durch (z,y,u (x,y)) parametrisieren.
Statt dessen kann man (7 (p,0) cospsin®,r (¢, 0)sin psind,r (¢, 0) cosf) versuchen. lie-
fern auch beim Funktional keine Minima. Sie sind zwar stationédre Punkte fiir dieses Funk-
tional, sind aber kein Minimum sondern ein Sattelpunkt.

Seifenblasen versuchen ihren Flacheninhalt zu minimieren und haben darum die in
(2.21) genannte Energie. Sie haben aber nicht die oben genannte potentielle Energie. Sie
minimieren (2.21) unter der Nebenbedingung, dass ihr Volumen konstant ist.
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Abbildung 2.4: Einige Membrane die sich nicht durch (z,y,u(x,y)) parametrisieren las-
sen; f ist gleich 1.4, 1.2, .8 und .6. Wie man erwarten sollte: Kugeloberfldchen.

2.7 Der schwingende Balken

Die Energie einer aufgespannte Saite zwischen (0,0) und (¢,0) ist proportional zu der
Zunahme der Lange durch die Auslenkung:

L ¢
Eelastisch,S (u) = 3/ (\/ 1+ U?E — 1) dr =~ / %S ui dz.
0 0

Wenn man statt einer Saite einen Balken betrachtet, der an beiden Enden in die verti-
kale Richtung zuriick gehalten wird, wird die elastische Energie durch das Quadrat der
Kriimmung verursacht:

L2 ¢
1 T ~ 1 2
Eastisen,B (1) = 50 / (—dx ~ / 50 Uy, dx
0 0

fiir kleine Auslenkungen. Hat man zusétzlich eine Kraft, die Saite oder Balken lokal seit-
wiérts biegt, findet man

l
Brotas (1) = / (s — f u) da,
0

l
Bros (1) = / (o2, — f u) d.
0

Testen mit ¢ unter Anwendung des Hamiltonischen Prinzips und durch partielle Integra-
tion folgt

fir S: —sug, = f,

fir B: oUgper = f.

Wenn wir das zeitabhéngige Problem betrachten und die Kraftdichte durch die vertikale
Beschleunigung verursacht wird, finden wir die linearisierte Gleichung eines schwingenden
Balkens:

U (2, 1) — OUggz (2, 1) = 0. (2.24)



24

Kapitel 2, Modelle



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 3

Erster Ordnung:
Transportgleichungen

3.1 Lineare und semilineare Transportgleichungen

3.1.1 Mit konstanten Koeflizienten

Eine sehr einfache Differentialgleichung aus dieser Klasse ist
- Vu(z) = f(x) fir x € R™. (3.1)

Hier sind 7 € R™\ {0} und f : R®™ — R gegeben und u ist gesucht. Wir betrachten eine
Kurve

Dann gilt
gu(x(t) =7 Vu(z(t))

und wenn wir uns auf eine solche Kurve beschrénken, kann man (3.1) leicht losen. Fiir
U(t):=u(z(t)) und F (t) := f(x(t)) wird die Differentialgleichung

Also hat man

Zuriickgefiihrt auf (3.1) folgt

u(x0+t17):u(xo)+/0f(:vo+s17)ds (3.2)

und diese Funktion erfiillt die Differentialgleichung auf der Geraden durch z( in der Rich-
tung v. Kennt man u (z) auf einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, die mit
jeder Geraden {zo+t U;t € R} hochstens einen Punkt gemeinsam hat, dann hat man
eine Losung der Differentialgleichung auf Q = {xq +t ¥;z0 € M und t € R}.

Etwas haben wir nicht beachtet. Wenn « € M +— u(x)|5; nicht differenzierbar ist, kann
man auch nicht erwarten, dass Vu fiir v in (3.2) definiert ist. Im schwachen Sinne ist es
trotzdem eine Losung.

25
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Abbildung 3.1: Die Werte vorgeschrieben auf der grinen Kurve geben eine Ldsung auf
dem hellgrinen Gebiet. Man kann u nicht beliebig vorschreiben auf der Fortsetzung (die
rote Kurve).

Beispiel 3.1 Wir suchen eine Lédsung von

{ Uy (may) T Uy (xay> =1,
u(z,0) = 22

Die Differentialgleichung kann man schreiben als

(})-vu(x,y)zy
()= (5 )+ (1)

und setzt man U (t) = u(x(t),y(t)), dann bekommt man die gewdhnliche Differential-
gleichung

Betrachtet man die Kurven

00 = o e0p) = ( ] ) Vuletorn0) =1
mit der Anfangsbedingung U(0) = u (2(0), y(0)) = u (x0,0) = a2. Man findet
U(t)=U(0) +t =g + t.
Also gilt

u(z(t),y(t) =U(t) =25 +1
z(t) = xo +t und y(t) = t.
Es folgt u (zo + t,t) = 2 +t und man findet eine Lisung auf ganz R?, nimlich

u(z,y) = (x—y)° +v.
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3.1.2 Allgemeine (semi)lineare Transportgleichungen

Die Differentialgleichung die gemeint ist, ist die folgende:
U(z)-Vu(x) = f(z,u(x)) fir z € R". (3.3)

Hier ist 7 und f gegeben und wir nehmen an, dass v € C* (R"; R") und f € C! (R" x R; R).
Zusétzlich soll eine Randwertbedingung erfiillt sein:

u(x) = ug(x) fiir v € M (3.4)

mit M eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Das Problem (3.3)-(3.4) 16sst man in zwei Schritten.

e Man I6se erstens 2’ (t) = ¢'(x (t)). Wenn x +— v (z) die Lipschitzbedingung erfiillt,
gibt es fiir jedes g € M genau eine Losung von dem Anfangswertproblem

{ 7' (Z)(g) U_(Z(Et)) : (3.5)

Dies folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof. Die Losung t — z (¢; ) ist stetig
differenzierbar.

Die Losungen von (3.5) nennt man die charakteristischen Kurven fir (3.3). Aus der
Eindeutigkeit und der Tatsache, dass 2’ (t) = ¥/ (x (t)) autonom ist, folgt:

Lemma 3.2 Seiv € C' (R™;R™). Wenn zwei charakteristische Kurven t — z,(t) undt —
xp(t) zu der (semi)linearen Transportgleichung (3.3) sich schneiden, sind sie identisch”
es gibt T € R mit x, (t) = xp(t +T) fiir alle t € R.

e Seit — x(t;x) eine Losung von (3.5) und schreibe U (t) = u (z (t; x¢)). Definiere
F(t,u) = f (z (t;x0) ,u). Wenn u (3.3) erfiillt, dann gilt
U'(t) =2 (t;20) - Vu (x (t;20)) = U(x (t;20)) - Vu (2 (¢ 20)) =
= [ (t;x0) ,u(x (t20))) = F (LU (1))
Wenn (z,u) — f (z,u) die Lipschitz-Bedingung erfiillt, erfiillt (¢,u) — F(t,u) die

Lipschitz-Bedingung. Auch hier kann man den Satz von Picard-Lindel6f anwenden
um genau eine Losung zu finden zu

("0t

Schreibe fiir diese Losung t +— U (t; uo (z0)).

et (3.6)

Fiir die Funktion u die (3.3)-(3.4) l6sen soll, findet man

u(x (t; o)) = U (t;up (x0)) -

Es ist noch nicht klar, ob w so tatséchlich wohldefiniert ist in einer Umgebung von M. Die
Funktion kénnte mehrfach oder sogar iiberhaupt nicht definiert sein. Wir brauchen dafiir
die folgende Bedingung.
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Bedingung 3.3 Sei M eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und sei v €
C! (R™;R"™) ein Vektorfeld. Wir schreiben U () fiir ein Normalenvektor an M in x € M.
Man sagt die Transversalitdtsbedingung ist erfullt wenn

U(z)-v(x) #0 fir allex € M. (3.7)

Proposition 3.4 Sei M eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und sei
7 € C'(R™) derart, dass die Transversalititsbedingung (3.7) erfillt ist. Sei auferdem
f€CH (R xR) und ug € C*(M). Dann gibt es lokal genau eine Lisung x — u (z) von

7(z) Vu(x) = f(z,u(x)),
{ u(x) =ug (x) firxe M. (3.8)

Bemerkung 3.4.1 Die Ldsungen lassen sich sogar definieren auf dem ganzen Gebiet,
dass diese charakteristischen Kurven tberdecken. Bei diesen Kurven kann mehreres pas-
sieren: sie hauen ab nach oo, sie hdufen sich in einem Punkt; sie kommen zuriick zu der
Mannigfaltigkeit und auch Kombinationen sind moglich. Genaueres erfahren Sie in einer
Vorlesung Dynamische Systeme.

Beweis. Weil M eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ ist, gibt es in der
Néhe von z); ein lokales Koordinatensystem fiir M

U:B (0)cR*™ - M CR"
Durch die Bedingung in (3.7) gibt
(yb s 7yn*17t) — W (yh st 7yn71) +twv (\I] (yb cee 7yn71))

ein lokales Koordinatensystem fiir R in der Nédhe von x,;. Nun betrachten wir

(yla oo ayn—bt) =X (t7\Ij (917 s 7yn—1)) . (39>
Weil
Vo GV (Y- Un-1))0e = Ve W tna), s
0
al’(t;qf(yl,...,yn_l))'(o AAAAA 00y v (Tm)

und diese Ableitungen stetig sind, ist auch (3.9) lokal ein wohldefiniertes Koordinatensys-
tem. Anders gesagt, die Funktion u mit

u(z (W () = Ut Y (y)

ist wohldefiniert. Wegen Lemma 3.2 und der Transversalitdtsbedingung ist u sogar ein-
deutig definiert auf Q = {x (t; ¥ (y));t € [0,Ty(,) und y € M }. Hier ist Ty, € (0, oc]
entweder definiert durch das maximale Existenzinterval oder durch die Bedingung
z (Tw(y); ¥ (y)) € M.

Die Konstruktion zeigt uns, dass die Differentialgleichung erfiillt ist und weil jeder
Punkt in einer kleinen Umgebung eindeutig iiber eine charakteristische Kurve zuriick zu
fithren ist auf ein Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung, ist diese
klassische Losung lokal eindeutig. [ ]
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Beispiel 3.5 Finde die Losung von

U’I (I’,y)‘i_y uy (I’,y) :27
u(z,1)=x+1.

Die Differentialgleichung kann man schreiben als

<;)-Vu(a:,y):2.

Wir suchen erst die charakteristischen Kurven:
(v )= (oto)
Yy (1) y(t)
(x(t) > _(xo—i—t)
Y (t> yoet '

Wihlen wir die Konstanten derart, dass firt =0 genau (s, 1) erreicht wird, folgt

()= (dt),

Nun setzen wir U (t) = u (z (t),y (t)) und suchen die Lésungen von

U'(t)=2
{U(O):s+1

ndamlich U (t) = 2t + s+ 1. Es folgt

und finden

u(s—i—t,et) =2t+s+ 1.
Gehen wir zuriick zu den Standardkoordinaten folgt
u(z,y) =z +1+1Iny fir (r,y) € R x R,

Fiiry <0 ist die Losung nicht bestimmt.

3.2 Quasilineare Transportgleichungen
Gemeint sind Differentialgleichungen der Form

Wenn versucht wird, hier diese Methode mit den charakteristischen Kurven anzuwenden,
bemerkt man, dass diese Kurven abhéngig sind von der Losung u. Das bedeutet, dass
man das Finden dieser Kurven nicht mehr abtrennen kann von dem Ldsen entlang dieser
Kurven. Trotzdem gibt es die Mdéglichkeit beides gleichzeitig zu tun! Man betrachte das
folgende System von n + 1 Gleichungen

{ 2(t) = 7 (x(t), U (
u)=r
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%/ //

Abbildung 3.2: Skizzen zu Beispiel 3.5. Links die charakteristischen Kurven und rechts
die Losung. In rot ist die Bedingung u(x,1) = x + 1 dargestellt.

Hat man Anfangswertbedingungen u (z) = ug(z) fiir x € M eine (n — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit, bekommt man fiir jedes xqg € M das folgende Anfangswertproblem:

d'(t) = v (x(t),U (1)),
Urt) = f(x(t),U (1)),
z(0) = zo und U (0) = ug (o) .

Wenn ¢ und f differenzierbar sind, kann man den Satz von Picard-Lindel6f anwenden um
eine eindeutige Losung zu finden bei jedem xg € M. Schreiben wir fiir die Losung

t— <$ (t; xo, up) , U(t;zo,u0)>
Wenn u () wohldefniniert ist durch

u (z (t; o, up)) = U (t; 20, up)
dann gilt

' (t; 20, uo) - Vu (z (t; 20, u0)) = U’ (t; 20, u0) = f (@ (t; 70, u0) , U (1))
und folgt fiir x = x (¢; xg, up)
v(z)-Vu(x)=f(r,u(z)).

Auch hier gilt ein dhnliches Ergebnis wie in Proposition 3.4:

Proposition 3.6 Sei M ecine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™. Sei ' €
CH(R™R™), f e CH(R™ xR) und ug € C* (M). Wenn v und ug derart sind, dass

U (z,up (x)) - 7 (x) #0 fiir alle x € M, (3.10)
dann gibt es lokal genau eine Losung x — u(x) von

{ o) Vule) = o) a11)

) =wug (z) fiirx e M.
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Beweis. Dieser ist dhnlich wie der fiir Proposition 3.4. ]
Beispiel 3.7 Wir betrachten
{ u(z,0) = 37 — arctan . (3.12)

Um dieses System zu losen mit dem obigen Ansatz betrachtet man

1
U'(t)=0  mit U(0) = 37 — arctan s.

Es folgt wenn wir nach t integrieren und anschlieffend die Anfangswerte einsetzen, dass

U(t) = U(0) =37 — arctans,
y() = y(0)+t=t,
) +

(
z(t) = z(0 /0 U(t)dr = s+t (3w — arctanss)

und

Ut) =u(z(t),y(t) =u(s+t (37 —arctans) ,t) = %71’ — arctan s. (3.13)

Wenn wir versuchen die Lésung in x und y darzustellen, dann folgt t = y und s sollen

wir lésen aus
T=Ss+Yy (%ﬂ' — arctans) .

Das ist nur moglich wenn y < 1, denn nur dann ist die Funktion s — s — yarctans

monoton.
e 7777 \
7 ‘
s "z
e
2777 |
77 4 -
7 3
77 |
Z ’/ 77 \‘
1k “ 2
| uxy)

Abbildung 3.3: Skizzen zu Beispiel 3.7. Links die teilweise sich tiberschneidenden cha-
rakteristischen Kurven und rechts eine Skizze zu den Parametrisierungen (s,t) +—
(z(t; s),y(t; s),U(t; s)). In 1ot ist die Bedingung u(z,0) = im — arctanz dargestellt. Die
Mannigfaltigkeit (s,t) — (z(t;s),y(t;s),U(t; s)) lasst sich nur bedingt als Graphen einer

Funktion (z,y) — u(z,y) darstellen.



32 Kapitel 3, Erster Ordnung: Transportgleichungen

3.2.1 Stoflwellen

Bei quasilinearen Transportgleichungen gibt es also Probleme, weil charakteristische Kur-
ven abhéngen von der Losung selber. Das bedeutet, dass die Differentialgleichung fiir
die charakteristische Kurven nicht autonom ist und die Lésungen zu den verschiede-
nen Anfangswerten sich schneiden konnen. Bei einer autonomen Differentialgleichung mit
Lipschitz-Bedingung ist solches nicht moglich. In diesem Abschnitt werden wir erkléren
wie man bei einem solchen Fall vorgeht. Wir werden uns beschréinken auf zwei Dimensio-
nen und sogar auf Anfangswertprobleme der Gestalt:

(e rio, <o firt>0mdr ek (3.14)

u(z,0) =wuo(z) firzeR.

Kommen wir zuriick auf Beispiel 3.7. Die Differentialgleichung u u, + u, = 0 nennt
man die unviskose Burgersgleichung!. Ublicherweise wird sie geschrieben als

u + 3 (u?) =0, (3.15)
wobei t die Zeit- und x die Raumvariable ist. Sie wird als ein einfaches Modell fiir eine
eindimensionale Strémung gesehen wie zum Beispiel fiir die Verkehrsdichte im Straflen-
verkehr. Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass sich dieses Modell an bestimmten
Stellen nicht mehr eindeutig fortsetzen ldsst. Man hat nun zwei Moglichkeiten: Entweder
verwirft man dieses Modell als nicht tauglich oder man erweitert den Losungsbegriff, das
heiflt, man lédsst allgemeinere Losungstypen zu.

Eine erste Moglichkeit die man fiir (3.14) in betracht zieht, ist wenn man statt (3.15)

die viskose Burgersgleichung betrachtet:
Uy + % (uQ)z = ElUgy, (3.16)

mit 0 < ¢ < 1. Diese Gleichung ist zweiter Ordnung und passt nicht in dieses Kapitel.

Die zweite Moglichkeit wére zum Beispiel distributionelle Losungen zu betrachten.
Wir passen die Definition von distributionelle Losung an fiir beschrénkte Funktionen und
nehmen zusétzlich die Anfangswertbedingung mit herein:

Definition 3.8 Wir nennen u € L™ (R X R+) eine Integrallosung von (3.14), wenn

/ (u g + F (u) ;) dedt + / up () @ (2,0) dx =0 fir alle p € CF° (Rx [0,00)).
R+ xR R
(3.17)
Dieses Integral ist so gewéhlt, dass die Integralgleichung fiir klassischen Losungen

erfiillt ist. Denn fiir u € C'(Rx [0,00)) und ¢ € C®(Rx [0,00)) gilt mit partieller
Integration nach t beziehungsweise nach x, dass

/ u @y dedt = — / up (x) ¢ (x,0) doe — / u p dxdt,
R+ xR R R+ xR

/ F (u) pdxdt = —/ F (u), pdzdt,

Rt xR Rt xR

und (3.14) liefert (3.17). Und umgekehrt, wenn u € C! (Rx [0, 00)) ist und (3.17) erfiillt,
dann folgt sowohl die Differentialgleichung im klassischen Sinne als auch die Anfangswert-
bedingung.

! Johannes Martinus Burgers (1895-1981), Technische Hogeschool Delft, 1940.
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Die Frage ist nun, ob diese Definition auch reicht, um eine Losung auszuwéhlen die
fast iiberall eindeutig definiert ist. Oder, anders gesagt, welche characteristische Kurven
sollen wir in dem mehrfach belegten Gebiet folgen? Eine verniinftige Losung scheint zu
sein, dass wir annehmen, dass es eine trennende Kurve gibt. An dieser trennenden Kurve
wird die Losung einen Sprung haben.

e e
= 7 =
7
s
707
77
I
7
7 74
7 4

WA

/ ‘ ‘ J//

Y 7 77 7 7 7]

Abbildung 3.4: Welche Unstetigkeitskurve ist die richtige?

Nennen wir das Gebiet links von der Stofiwelle €2, und rechts €2,.. Die Trennkurve
nennen wir S und wir nehmen an, dass sie C! ist. Links und rechts haben wir klassische
Losungen u, und u,. Es folgt

O:/R+/R(ugot+F(u)gpx)dxdt:
-/ (et F () ) + /[ ot F () ) dec

L (T s [ ()

z/so <F(“5):5(“T) ) ido.

Weil dies fiir alle Testfunktionen ¢ gilt, folgt

(Pl =Fw)) g

Uy — Uy

Wir kennen so die Richtung von S. Eine Parametrisierung von S findet man durch

s ( FaGE) = Flu GEN Y oo
o= ("I LGS ) mro=s @

wenn Sy der Anfang der Unstetigkeitskurve ist. Statt (3.18) kann man auch wie folgt
parametrisieren

(M) _ [ oo ) mie (TO) 2
<t’(¢))—< (())1 (7(r)) mit (t(O) )—So (3.19)
und man findet die Kurve (z(t),¢) durch
F (ug (x(t), 1)) — F (ur (x(1), 1))
we (z(t), t) —u, (x(t),t)

Die Geschwindigkeit der Unstetigkeit an der Stelle S = z (¢) ist vg = z’ (). Anders gesagt,
es gilt:

2 (t) =
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Bedingung 3.9 (Die Rankine-Hugoniot-Bedingung) ? *
(ue —u,) vs = (F(up) — F(uy)) . (3.20)

Diese Bedingung soll wie folgt gelesen werden. Das Teilgebiet, wo die Unstetigkeitskur-
ve liegen sollte, also das Gebiet wo mehere charakteristische Kurven aufeinander treffen,
wird durch charakteristischen Kurven von rechts und durch charakterischen Kurven von
links beschrieben (und sogar auch noch durch charakteristischen Kurven dazwischen).
Man definiert da u, durch die charakterische Kurven von links und wu, durch die charak-
teristischen Kurven von rechts. Auf dem Teilgebiet ist nun sowohl u, als u, definiert und
so auch die Bedingung in (3.20).

Beispiel 3.10 Wir kommen zuriick auf Beispiel 3.7. Welche Unstetigkeitskurve erfiillt

die Rankine-Hugoniot-Bedingung? Fiir das Randwertproblem (3.12) gilt F (u) = u? und

-2
folgt

1,2 1,2

y Uy — Uy up+u,

s = = .
Uy — Uy 2

Wir konnen zeigen, dass die Unstetigkeitskurve durch (x (t),t) mit  (t) = 37t parame-
trisiert wird. Denn an der Stelle (%mﬁ,t) mit t > 0 treffen sich die linke und die rechte
charakteristische Kurve fiir

5 = —s0=p (1)

wobei p (t) die positive Losung von p = tarctan u sei. Es gilt, dass

/ Up + Uy
t = —
v (1) =1

Die passenden Bilder stehen in Abbildung 3.5. Die Kurve {(z (t),t);t > 1} ist eine Stofs-
welle.

_1 1 _1
= 5T — 5 (arctan s, + arctan s,) = 3.

==

7 7 3

Abbildung 3.5: Die Unstetigkeitskurve, die die Rankine-Hugoniot-Bedingung erfillt. Ver-
gleichen Sie mit Abbildung 3.3

2Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), Franzosischer Mathematiker und Artillerieoffizier.
3William John Macquorn Rankine (1820-1872), Schottischer Physiker, Bauingenieur und Dichter:

The Three Foot Rule

When I was bound apprentice and learnt to use my hands

Folk never talked of measures that came from foreign lands

Now I'm a British Workman, too old to go to school

So whether the chisel or file I hold, I'll stick to my three-foot rule.

Some talk of millimetres and some of kilograms
And some of decilitres to measure beer and drams
But I'm a British Workman, too old to go to school

So by pounds I'll eat, and by quarts I'll drink, and I’ll work by my three-foot rule.

A party of astronomers went measuring the Earth

And 40 million metres they took to be its girth

Five hundred million inches though, go through from pole to pole

So let’s stick to inches, feet and yards and the good old three-foot rule.

The great Egyptian pyramid’s a thousand yards about

And when the masons finished it they raised a joyful shout

The chap that planned that building, I'm bound he was no fool

And now ’tis proved beyond a doubt he used a three-foot rule.

Here’s health to every learned man that goes by common sense

And would not plague the workman by any vain pretence

But as for those philanthropists who’d send us back to school

Oh! bless their eyes, if ever they tries to put down the three-foot rule.

J. M. RANKINE
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3.2.2 Verdiinnungswellen
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Losungen, wie sie in Definition 3.8 definiert sind, erlauben es; Anfangswerte g in L*™ (R)

zu nehmen. Betrachten wir das Problem

R
mit fi
e ={ 0 Moz 62

Die Losung mit Hilfe der charakteristischen Kurven findet man durch

' (t) =U (t) mit x(0)=s,
T'(#)=1 mit T(0) =0,
U'(t)=0 mit U(0) = ug (s),
ndamlich
U (t) = Uo (8) )
z(t) = s+tug(s),
T(t) = t.

Fiir s < 0 finden wir z(¢) = s und so folgt u(z,t) =0 fir z < 0 und ¢t > 0. Fiir s > 0 gilt
x(t) = s +t, und es folgt u(z,t) =1 fiir x > ¢ > 0. Also

u(:v,t):{

Diese Methode gibt uns aber keine Losung auf der Menge
{(z,t);t>0und z € [0,1)}.

0 firz<OQundt>0
1 firz>tundt>0

Mathematisch gibt es viele Moglichkeiten, dieses Dreieck zu fiillen. Wir geben mal drei

an:
0 firzx<tundt>D0,
D ulwt) = { 1 fiirx >tundt >0, (3.23)
/0 fﬁrx<%tundt20,
2wl = { 1 fiir 2> 1t und ¢ > 0, (3:24)
0 firz<Oundt >0,
3) u(x,t) =< x/t firze (0,t) undt >0 (3.25)

1 firz>tundt>0.

Keine dieser drei Funktionen ist eine klassische Losung. Die erste hat ein Problem auf der
geraden = = t; die zweite auf r = %t; die dritte sowohl auf z = 0 als auch auf = = ¢. Die
Funktionen in 2) und 3) sind beide Integralldsungen. Welche wiirde physikalisch passen?

In der Physik gibt es die sogenannte Entropie-Bedingung. Grob kann man diese Bedin-
gung wie folgt beschreiben: Man meide Unstetigkeitskurven wenn sie nicht notwendig sind.
Wenn die Geschwindigkeit 2'(t) einer charakteristischen Kurve (x(t),t) rechts von einer
Unstetigkeit grofler wire als die Geschwindigkeit einer charakteristischen Kurve links von
dieser Unstetigkeit brauchte man keine Unstetigkeit, sondern hétte es durch eine Funktion
wie in (3.25) 16sen konnen. Wenn fiir

die Funktion F' (u), eine Unstetigkeit in S hat, sagt man:
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%

-2 -1 1 2 3

Abbildung 3.6: Wie fillt man das leere Dreieck?

W22 7 w22,

1 2 3 1 2 3 ‘ 1 2 3

Abbildung 3.7: Einige Moglichkeiten; die in der Mitte und rechts wdren mathematisch
vertretbar; physikalisch sinnvoll ist wegen der Entropie-Bedingung nur die rechte Ldsung.

Bedingung 3.11 Die Entropie-Bedingung ist erfillt fir eine Losung von (3.14), wenn
an einer Unstetigkeitsstelle S gilt

F'(ug) > F'(u,). (3.26)
Wenn S = {(o(t),t);t € (t1,t2)}, dann ist mit (3.26) gemeint, dass

F'( lTin(l)u(x,t)) > F'( llin(q)u(x,t)) fir alle ¢ € (t1,t2) .
zlo(t zlo(t
Die Geschwindigkeit der charakteristischen Kurve an der Stelle (x, ) ist iibrigens F'(u (x, 1)),
denn wenn (z (7),t (7)) eine charakteristische Kurve ist, gilt

() _ ( Fu(z(r),t(1)))
(v )= ()
und folgt ¢t = 7 und 2/(7) = F' (u (z (1), 7)).

Fiir eine streng konvexe Funktion F' ist F” eine streng wachsende Funktion und be-
deutet (3.26) u, > u,. Man sieht nun auch sofort, dass diese Entropie-Bedingung fiir
einen Unterschied sorgt beziiglich die Zeit-Richtung. Bei charakteristisch Kurven war es
nicht wesentlich in welcher Richtung man entlang geht; die Rankine-Hugoniot und die
Entropie-Bedingung sind richtungsabhéngig.

Definition 3.12 wu is eine physikalische relevante Lisung von (3.14),

o wenn u konstant ist entlang charakteristischen Kurven mit Ausnahme von Unste-
tigkeitskurve(n) S, und
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e wenn es eine Unstetigkeitskurve S gibt, ist da die Rankine-Hugoniot Bedingung und
die Entropie-Bedingung erfillt.

Bemerkung 3.12.1 Diese Bedingungen liefern das folgende:

o Wenn die anfdangliche charakteristische Kurven, ein Teilgebiet eindeutig beschreiben,
st die Losung konstant entlang jede dieser Kurven.

o Wenn ein Teilgebiet mehrfach durch charakteristischen Kurven beschrieben wird, ist
dieses Teilgebiet derart aufgeteilt, dass bei der Grenzkurve die Rankine-Hugoniot-
Bedingung und die Entropie-Bedingung erfillt sind. Das heif§t, die Grenzkurve wird
bestimmt von (3.20) und man darf bei dieser Kurve nur eine Unstetigkeit in der
von (3.26) festgelegter Richtung haben. Unstetigkeitskurven, die diesen Bedingungen
erfiillen, nennt man Stoffwellen’

o Wenn ein Teilgebiet nicht durch die anfinglichen charakteristischen Kurven be-
schrieben wird, sind da neue charakterischen Kurven zu definieren. Die Entropie-
Bedingung erlaubt nur Unstetigkeiten in eine Richtung und verhindert so das Entste-
hen von Unstetigkeitskurven am unteren Rand dieses Teilgebiets. Das bedeutet, das
man an der Stelle, wo dieses Gebiet sich auftut, nur eine stetige Verdiinnungswelle®
als Losung zulassen kann.

Bemerkung 3.12.2 Man kann zeigen, dass die Rankine-Hugoniot-Bedingung und die
Entropie-Bedingung, derartig sind, dass die die Losungen von (3.14) in der Abhdngigkeit
vom Anfangswert robust sind. Die genaue Beschreibung in welchem Sinne geben wir hier
nicht.

Die physikalische relevante Losung zu (3.21)-(3.22) hat eine Verdiinnungswelle. Diese
Losung ist die dritte Moglichkeit (3.25). Eine Skizze findet man in Abbildung 3.8.

Abbildung 3.8: Fine physikalische Losung zu (3.21)-(3.22).

4 Shock wave.

5Als Uberseztung von rarefaction wave.



38

Kapitel 3, Erster Ordnung: Transportgleichungen



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 4

Klassifizierung zweiter Ordnung

4.1 Die einfachsten Fille als Begriindung

Wir betrachten in dieser Abschnitt partiellen Differentialgleichungen rein zweiter Ord-
nung in zwei Dimensionen und mit konstante Koeffizienten. Das heifit, diese Differential-
gleichungen sind wie folgt:

AUy + 2DUgy + Cliyy + dug, + euy + fu = o, (4.1)

mit a,b,c,d,e, f € R. Eine solche Differentialgleichung ist rein zweiter Ordnung wenn
d=e=f=0
AUy + 2bUgy + ClUyy = @ (4.2)

Wenn wir 0, durch £ und 9, durch 7 in den zugehorigen Differentialoperator ersetzen,
finden wir das Symbol der Differentialgleichung. Fiir (4.1) beziehungsweise (4.2) ist dieses
Symbol

L(&n) = a&®+2bén+cn’ +dE+en+ f,
Lo(&m) = a&® +2bn+ cen’

Wenn a # 0 gilt, diirfen wir durch Skalierung a = 1 setzen in (4.1). Wir nehmen deshalb
an, dass a = 1. Auf dem Fall « = 0 kommen wir noch zurtick.
Seien nun 7y, 75 Losungen der algebraischen Gleichung

7% 4207 + ¢ = 0, (4.3)
namlich 7o = b+ \/bz——c, dann gibt es Grundsétzlich drei Moglichkeiten:
1. 1 #m eR.
2. =1 €R.
3. 7, € C\Rund 7y = 7.
ad 1. Wenn 7, # 75 € R folgt
(& = 7um) (€ — 7am) = € + 2060 + en’.

39
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Man kann (4.2) (mit @ = 1) umschreiben als

{Gonieze s

ein System erster Ordnung. Dieses System kann man in zwei Schritten als zwei
Transportgleichungen losen.

Wenn 7 # 75 kann man fiir (4.1) oy, 05 € R finden derart, dass
(& =m0+ 01) (€ — o + 09) = €+ 2bEn + en® + di + €€ + 0102,

Dann kann man (4.1) (mit a = 1) umschreiben als

(ax_oﬁay 8x—ofzé‘y>(z>+<f—aém i)(iﬁ)=(f§) (45)

Dieses System lésst sich nicht mehr 16sen als zwei aufeinanderfolgende Transport-
gleichungen aber kann man mit dhnliche Methoden angehen.

Wir kommen nun zuriick auf ¢ = 0. Fiir a = 0 (und b # 0) gilt dhnliches als soeben
beschrieben, denn

062 +2bén + cn? = (26 + en) m,

und man kommt wie vorher weiter, wenn man nun die Rollen von x und y vertauscht.
Wenn a = b =0 und ¢ # 0 ist man in der néchsten Kategorie.

ad 2. Wenn 771 = 7, klappt diese Aufspaltung nicht unbedingt. Fiir (4.2) findet man
(0, — 70,)°u = ¢ und dies ist cine gewohnliche Differentialgleichung. Fiir (4.1)
findet man
(0 — 10y + 01)° u+ (A0 — pudy + p)u = .

Wenn p # A1 kann man diese letzte Differentialgleichung nicht als System erster
Ordnung schreiben. Ein typisches Beispiel einer solchen Differentialgleichung ist

Ugy — Uy = .

ad 3. Wenn die Wurzeln von (4.3) nicht reell sind, scheint es zuerst hoffnungslos diese
Differentialgleichung zu spalten denn wie soll man mit komplexe Termen umgehen?

Ein typisches Beispiel ist
Uz + Uyy = . (4.6)

Das zugehérige Symbol ist L (€, 1) = £24n? = (£ — in) (€ + in). Lisst man komplexe
Zahlen zu, dann kann man (4.6) mit ¢ = 0 auch schreiben als

(0 — 10y) (0y +10y) u =10
und findet man Lésungen
u(z,y) =a(r+iy) + 4 (x —iy).

Die Verbindung zwei-dimensionaler harmonischer Funktionen mit holomorpher Funk-
tionen sollte nicht iiberraschen nach einer Vorlesung Funktionentheorie.

Wir werden drei typische Gleichungen zu diesen unterschiedlichen Féllen betrachten.
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4.1.1 Fall1: L=20; -0
Betrachten wir ug, — uy, = f. Diese Gleichung kann man auch schreiben als
(Op +0y) (0 —Oy)u=f (4.7)

und man konnte sie losen, indem man nacheinander den charakteristischen Kurven in
Richtung (1, —1) und in Richtung (1, 1) folgt. In dem neuen Koordinatensystem

r=s+tundy=s—t

wird dies etwas leichter. Setzen wir U (s,t) = u(s+t,s —t) und F (s,t) = f(s+1t,s — 1),
so dndert sich die Differentialgleichung (4.7) in

0;0,U = F. (4.8)
Es gilt ndmlich fiir V (s,¢) = v (s +t,s — t), dass

Jd(s+1t)
T+Uy<8+t78—t)

= v, (s+t,s—t)—v,(s+t,s—1),

d(s—t)

OV (s,t) = v, (s+t,s—1t) P

und dhnlich
OV (s,t) =v,(s+t,s—t)—v,(s+t,s—t).

Welche Art Randwertbedingungen wiirde eindeutig eine Losung bestimmen?
Betrachten wir den Fall Q = By (0). Fiir (4.8) finden wir

S

0 U (s,t) = 0U (¥(t),t) +/ F(o,t)do (4.9)
P(t)
und als néchstes
t t s
U(s,t) =U(s,p(s)) + OU (Y(1),T)dr +/ / F(o,7)dodr. (4.10)
o(s) e(s) J9(r)

Hier beschreibt ¢ = ¢(s) einen Randteil fiir ¢ als Funktion von s und beschreibt s = ¢ (t)
einen Randteil fiir s als Funktion von ¢. Um die Integrale in (4.10) festzulegen durch eine
Bedingung am Rande hat man die Mdéglichkeit ,,rechts unten” und ,links oben”; &hnlich
fiir (4.9) wird es ,links unten” oder ,rechts oben”. Betrachten wir den Fall ,unten”, dann

hat man ¢ (s) = —y/2 — s? und ¢ (t) = —y/1 — 2. Fiir ein Paar (z,y) werden die Inte-
gralkurven in Abbildung 4.1 skizziert. Schreiben wir I'i, gy = {(cos ¢,sin ) ;a < ¢ < 8}
Wenn man v auf der ganzen Kreisscheibe festlegen will, braucht man

o,U auf F[ o] und U auf F[ 3, 1]

3
1™y —im3
Aus Symmetriegriinden, man vertausche s und ¢, passt auch

U auf F[gw 7] und 0,U auf F[_%W%ﬂ].

474

Auf einem Rand wo U und 0,U bekannt sind, mit v ein nicht-tangentialer Richtung,
und wenn U € C!' gilt, kennt man alle Richtungsableitungen. So kann man sich sogar
iiberzeugen, dass auch folgendes passt:

3
17T

U auf F[ o und 0,U auf F[

Fmin)
Wenn man sich dieses Beispiel genau anschaut, kann man folgendes Ergebnis bekom-
men
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/////

Abbildung 4.1: Links: Fir (x,y) braucht man u, auf dem roten Randteil und u im grinen
Randpunkt. Rechts: Um u auf der ganzen Kreisscheibe festzulegen braucht man u; auf dem
roten Randteil und u auf dem griimen Randteil.

SN

Proposition 4.1 Sei Q ein Gebiet in R?* mit 9Q € C'. Man setzt

Ir = {x€09Q; es gibt zwei aufwirts gerichtete charakteristische Kurven in x},

I'e = {z€9Q; es gibt nur eine aufwdrts gerichtete charakteristische Kurve in x} .

Wenn die Randwerte es erlauben (stetig sind und mdgliche Kompatibilititsbedingungen
erfillen) kann man mit Hilfe der charakteristische Kurven, eine (distributionelle) Lisung

in C(§2) von

Upp — Ugpy = [ in €,
U = Ug auf 'r U Tg,
d,u = vy auf I'g,

konstruieren. Wenn die Randwerte zweimal differenzierbar sind und mdgliche zusdtliche
Kompatibilititsbedingungen erfiillen, ist diese Funktion u sogar in C?(Q).

Bemerkung 4.1.1 Kompatibilitidtsbedingungen maiissen erfillt sein wenn I'r oder T'g
nicht zusammenhdngend sind oder tangential an charakteristischen Kurven verlaufen.

Beweis. Die Konstruktion einer Losung entlang charakteristischen Kurven liefert die
Existenz einer schwachen Losung. Ist diese Losung eindeutig? Ja, ein direkter Beweis ist
sehr geometrisch. Es geht zuriick auf Uy, = F. Man sucht eine Zick-Zack-Kurve entlang s
konstant und ¢ konstant die auf dem roten Rand anféngt.

Und wieso ist die Losung in C%(Q) wenn die Randwerte es erlauben? Erstens soll ug
und vy geniigend glatt sein. Zweitens, wie man in Abbildung 4.2 sehen kann, ist ' und
auch I'¢ nicht unbedingt zusammenhingend. Um eine C?(Q)-Losung zu finden soll jeder
»Sprung” von einer Komponente I'r U I'g zu 0I'g und 0I' kompatibel sein. [

4.1.2 Fall 2: L =02+ 03

Statt (z,y) € R? werden wir wechseln zu (1, z2) € R?. Betrachten wir also die partielle
Differentialgleichung wu,,,, + 4,2, = f. Wie nehmen auch ein spezielles Gebiet, ndmlich
die Einheitskugel B; (0). Das heifit, wir betrachten

Au = f auf By (0).
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SRR
TN

eSS

SRR

Abbildung 4.2: Auf dem roten Rand I'g gibt man u und O,u an, auf dem grinen U'¢ nur
u, und man hat hichstens eine Ldsung.

Wir betrachten eine besondere Funktion auf B; (0) x By (0):

G (z,y) = ﬁ <log ( ) —log ([l — y||2)> : (4.11)

. FRAW
= iyl lyl) 2< vl ||y||>+<||y||’||y||>

2 2
= lylPllzll” =2z, y) +1

sieht man, dass G (z,y) = G (y, z). AuBerdem findet man, dass G unendlich oft differen-
zierbar ist sowohl in z als y wenn z & {y,y/ ||y||2} Auf By (0) x By (0) betrifft das nur
x #y. Es gilt

Weil

KN

ol =1

A:Clog(HI—yH) Va Vlog(||x—y||)=
2(@—y) 2 MA@ —y) - (z— )

lz—ylI> o —yl? |z —y|*
Weil ,
Y
log < z ||yl — Tl ) = log (||z — z||*) + log (|ly|*)

mit z = y/|jy||* ist auch diese Funktion harmonisch. Es folgt, dass = — G (z,y) harmo-
nisch ist auflerhalb von y. Weiter gilt

G (2,y) = 0 fiir [Jyl| = 1.

Sei u eine Losung von Au = f € C'(B; (0)). Dann gilt

/ G (2,) Au (y) dy = lim G (2,y) A () dy
B1(0) €10 J B, (0)\B: ()

~ lim ( / (6 ) D ) = 96 ) () oy + AG (2. 9) u () dy)
O(B1(0)\B:(x)) B1(0)\Be:(x)

- / ~0,,G () uly)do, —lim [ (G (2.9)0u(y) — 0,G (x.9)u () do,
dB1(0) el0 JoB. ()
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Fir y € 0B:(z) gilt
G (z,y) = O (loge)

und

1
0,G 2,y) = 51—y + O (1) = 5=+ O (1).

Es folgt fiir € | 0, dass
/ G (z,y)0u(y)do, = 2mcO (loge) — 0,
dB.(z)

/ —0,G (z,y)u(y)do, = 2me (_—1 +0 (1)) (u(z)+0 () = —u(x).
9Be(z)

2me

Zusammen wird es:

u(xr) =— /6131(0) 0,,G (x,y)u(y) doy — / G (z,y) Au(y) dy. (4.12)

B1(0)

Diese Formel liefert uns eine Eigenschaft einer Losung zu

{Au:f inBl((Z (4.13)

)
u=ug auf 9B;(0).
Wir fassen dieses Ergebnis zusammen in:

Proposition 4.2 Sei f € C(B; (0)) und ug € C(9B; (0)). Wenn u € C?*(B;(0)) eine
Lésung ist von (4.13) und G ist als in (4.11), dann gilt (4.12).

Die interessante Frage wére, ob man, fiir ug und f gegeben, eine Losung u von (4.13)
mit Hilfe von

w@ == [ 0,Gwpuwiy- [ Gayied. @
8B1(0)

B1(0)

finden wiirde. Das ist tatsachlich so aber braucht noch einen Beweis.
Eine zweite interessante Frage ist, ob es die einzige Losung zu (4.13) ist. Diese Frage
lasst sich sofort beantworten:

Proposition 4.3 FEs gibt hichstens eine Lisung u € C*(By (0)) zu (4.13).

Beweis. Wenn es zwei Losungen geben wiirde, nennen wir sie u; und us, dann ist w =
u1 — ug eine harmonische Funktion und gilt w = 0 auf 9B (0). Wegen”Korollar 2.6 hat
w kein Extremum innerhalb von Bj (0). Es folgt dass w < 0 auf By (0). Ahnliches gilt fiir

—w. Dann gilt also w = 0 auf B; (0) und wéren u; und uy identisch. ]

Bemerkung 4.3.1 Diesen letzten Beweis kann man verwenden fiir beliebige Gebiete.
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4.1.3 Fall 3: L=02-9,

Diese Gleichung erscheint bei der Warmeleitung. Weil y die Zeit darstellt werden wir ¢
statt y benutzen. Ein einfaches physikalisches Problem wire die Temperaturverteilung
in einem Stab. Wir nehmen an, dieser Stab ist isoliert aufler an den beiden Enden. Die
anfingliche Temperatur nehmen wir 20 und die Enden halten wir auf 0. Das Problem
wird:
(0 —0*)u=0 in (0,¢) x (0,7T),
u(z,0) =20 auf (0,7),
uw(0,t) = u(l,t) =0 auf (0,7).

Wenn man u (z,0) = sin (22z) statt 20 hétte, findet man als Lésung

k

u(x,t) = e (%)t gin ().

Man kontrolliert direkt, dass sowohl die Differentialgleichung als die Rand- und Anfangs-
bedingungen erfiillt sind. Hat man u (z,0) = Z,lfzsl cpsin (%2) folgt, weil die Differenti-
algleichung linear ist, als Losung

138
x\2
u(z,t) = che_(%) sin (222)
k=1
Als néchstes wenden wir an, dass
. 4 . ((2k+1)7 .
1 :ZWSIH (Tl‘) fir0<az</
k=0
und versuchen fiir die Losung
- 4 (ke 2k + 1)
£) = 20 () ~ 7 ). 4.15
u(z,t) ;(Qk—kl)we sm< 7 x) (4.15)

Konvergiert diese Reihe? Erfiillt sie die Differentialgleichung? Erfiillt sie die Rand- und
Anfangsbedingungen? Die Antwort ist zweimal positiv und einmal fast iiberall.

Abbildung 4.3: Eine Skizze der Funktion in (4.15)

Schreibt man

e 4 272 (2k+1)2 . 2]€—|—1 m
(% (Q?,t) = 202 m (6 ¢ t) sSin (%.’E) s (416)
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dann folgt e=* "™t < 1 fiir ¢t > 0 und zeigt man, dass die Reihe in (4.16) absolut konvergent
ist. Innerhalb des Konvergenzradius ist Ableiten nach z := e~¢ "™t wohldefiniert und
mit Hilfe der Kettenregel existiert auch die Ableitung nach ¢. Ahnliches gilt fiir hohere
Ableitungen und Ableitungen nach x. Weil man so der Limes in der Ableitungen und der
Limes in der Summe vertauschen kann fiir £ > 0, folgt aus

(at _ ai) 6_((219421)7\')275 sin (wx) _ 0,

dass die Differentialgleichung erfiillt ist fiir £ > 0. Diese absolute Konvergenz liefert auch
u(0,t) =0=wu(lt) firt > 0.

Die Stetigkeit von u bei ¢t = 0 ist nur erfiillt fiir z € (0,¢). Um dies zu zeigen verwendet
man ein Version vom Konvergenztest von Abel:

Lemma 4.4 (Abel) Sei {a,},.y C C. Wenn Y7 a, konvergiert, dann konvergiert
Yoo o anr™ firr € [0,1] und es gilt

o (o)
lim E a,r" = E Q.
rT1

n=0 n=0

Beweis. Wenn )  a, konvergiert, hat > °  a,2" einen Konvergenzradius R > 1 und
konvergiert > 7 a,r" fiir r < 1. Wenn ) a,, konvergiert, gibt es zu jedem ¢ > 0 einem
N. € N derart, dass |>_ 2\ a,| < ¢ fir alle N > N.. Dann folgt fiir m > N > N, dass

ian < ian— i a,| < 2¢. (4.17)
n=N n=N n=m+1

AuBerdem gilt es fiir m > N, dass a,m™ = a,7™ + a, Z;n:_; (rk“ — rk) und

m m m m—1
dar™ = > ar™+ > an Y (rFT =)
n=N n=N n=N k=n
m m—1 k
- Z anr™ + Z a, (r" — )
n=N k=N n=N
Es folgt
m m m—1 k
Z anr| < Z anr™| + Z a, (r'*t — ")

n=N n=N k=N n=N

m m—1 k
< Z a,|r™ + a, |rk+1 - r’“|
n=N k=N |n=N
m—1
< 2 Tm+225 ‘r’”l—rk‘ =2V < 2
k=N
und dhnlich wie in (4.17) hat man
oo
Z a,r"| < 4e. (4.18)
n=N
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Die Konvergenz von )\ a,r" ist also gleichméBig beziiglich r € [0, 1].
Betrachte das Polynom p(r) = 322, a,r". Nehme § > 0 derartig, dass |r — 1| < 0
impliziert
Ip(1) — p(r)| <e, (4.19)
so folgt aus (4.17), (4.18) und (4.19), dass

oo o
D =) aur”

n=0 n=0

< Te.

Das Lemma ist bewiesen. ]

4.1.4 Fall 4: L = 9%+ 9,

Wenn wir versuchen auf dhnlicher Art das folgende Problem zu lésen

(O, +0Hu=0 in (0,£) x (0,7),
u(x,0) =20 auf (0,7),
uw(0,t) =u(l,t) =0 auf (0,7),

bekommt man die Formel

e 4 (2ktnm)?y 2k+1)7w
u(x,t) =20 kZ:O L —ev sin (—g x). (4.20)

Auch hier miissen wir uns fragen, ob diese Reihe konvergiert?

1 3 6 15 25
25+ 25+ 25+ 25+ 25+
20+ 20+ 20+ 20+ 20+
15+ 15+ 15+ 15+ 15t
10+ 10+ 10 10 10
5 5 5 5 5
I I
1 3 6 15 25
25+ 25+ 25 251 25 |
20+ 20+ 20 20 f 20 |
15+ 15+ 15 15 15 |
10+ 10 10 10 10 |
5 5 5 5 5 |
I I

Abbildung 4.4: Wir vergleichen die Approzimationen fir t = .01 und n € {1,3,6,15,25}
aus (4.21) and (4.22).

In Abbildung (4.4) stehen Skizzen zu den ersten Termen aus (4.15) und (4.20):

U (2,8) =20 (21{;# (- &) tgin (Mw) (4.21)
k=0

+1)7T€
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- 4 @ht1)m2, 2k+ 1)
Up (I’, t) =20 Z me( ¢ ) tSlH <%LE) (422)
k=0

Es hat den Anschein, dass die Formel aus (4.22) nicht konvergiert fiir ¢ = .01. Kann
man sich mit analytischen Mittel iiberzeugen?

4.2 Partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

4.2.1 In zwel Dimensionen

Die allgemeine Form einer partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sahen wir
schon in (4.1):
AUy + 20Uzy + Clyy + dug + euy + fu = o, (4.23)

mit (a, b, c) # (0,0,0). Das Symbol ist
L(&,m) = a&® + 2bEn + en® + dE +en + f. (4.24)

Definition 4.5 Sei das Symbol wie in (4.24). Dann heifit (4.23)

o clliptisch, wenn es A € R gibt so dass L(&,m) = X die Gleichung einer Ellipse
darstellt;

o hyperbolisch, wenn es A € R gibt so dass L (§,n) = X die Gleichung einer Hyperbel
darstellt;

e parabolisch, wenn es A € R gibt so dass L (§,n) = X die Gleichung einer Parabel
darstellt.

Bemerkung 4.5.1 Wenn a,...,e von x und y abhdngt, dann kann es sein, dass der Typ
verschieden ist an verschieden Stellen. Hyperbolisch und elliptisch wird bestimmt durch
a,b,c

Lemma 4.6 Sei \ € R.

o i Wenn L(&,m) =\ eine Ellipse darstellt, dann gilt b* < ac.

ii. Wenn b? < ac gilt, dann beschreibt L (&,n) = X mit (&,n) € R? entweder eine
Ellipse, oder einen Punkt oder die leere Menge.

o i Wenn L(&,m) =\ eine Hyperbel darstellt, dann gilt b* > ac.

ii. Wenn b® > ac gilt, dann beschreibt L (&,n) = X mit (&,n) € R? entweder eine
(doppelte) Hyperbel oder zwei sich schneidenden Geraden.

o i Wenn L(&,n) =\ eine Parabel darstellt, dann gilt b* = ac und"

(emf(3)())

ii. Wenn b? = ac und (4.25) gilt, beschreibt L (€,n) = X eine Parabel.

1Span{<ﬁ7 J} = {6195+ eaier,co € R}.
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Fiir konstante Koeffizienten kann man (4.23) auch schreiben als

(v.(g g)v+(‘§)-v+f)u=s0.

Lemma 4.7 Seien pq, puo die Eigenwerte von ( Z I; )

o s >0 & (4.28) ist elliptisch.
o s <0< (4.23) ist hyperbolisch.

o uype =0 und (4.25) gilt < (4.23) ist parabolisch.

Beispiel 4.8 Die Tricomi-Gleichung u,, + xuy, = 0 st elliptisch fiir v > 0 und hyperbo-
lisch fir x < 0.

Beispiel 4.9 Die Differentialgleichung uzy + 2Ugy + Uyy + Uy + Uy = @ gehort nicht zu
einer dieser drei Typen, denn (4.25) ist nicht erfillt. Mit der Koordinatentransformation
s=x+4+y undt =x —y wird die Differentialgleichung 4uss + 2us = @ und die ist eine
gewdhnliche Differentialgleichung.

4.2.2 In héheren Dimensionen

Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in n Dimensionen kann man wie folgt
schreiben:
(V-MV+0-V+c)u=f, (4.26)

mit M eine symmetrische und reelle n x n Matrix, ¥ € R® und ¢ € R und f eine
vorgeschriebene Funktion.

Definition 4.10 Man nennt die partielle Differentialgleichung in (4.26)

e clliptisch, wenn alle Figenwerte von M entweder alle positiv oder alle negativ sind,

e hyperbolisch, wenn n — 1 unabhdngige Figenvektoren von M Eigenwerte mit dem
gleichen Vorzeichen haben und der letzte Figenvektor einen Eigenwert mit dem ent-
gegengesetzten Vorzeichen hat;

e parabolisch, wenn n — 1 unabhdingige Eigenvektoren von M Eigenwerte mit dem
gleichen Vorzeichen haben, der letzte Eigenwert 0 ist und ¥ ¢ Spaltenraum (M).

Bemerkung 4.10.1 Man erinnere sich aus der Vorlesung Lineare Algebra, dass eine
symmetrische und reelle n x n Matriz M einen Basis aus Figenvektoren besitzt. Man
sollte sich auch erinnern, dass fiir eine n x n Matriz die Determinante dem Produkt der
Figenwerte (mit algebraischer Multiplizitit) gleicht:

n

det (M) = [\ (M).

i=1

Es gilt dbrigens auch, dass Y .| M;; =: spur (M) =>"" N\ (M).
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Bemerkung 4.10.2 Lemma 4.7 zeigt, dass diese Klassifizierung auch gilt fir Differ-
entialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Dimensionen.

Bemerkung 4.10.3 Diese Aufteilung umfasst nicht alle Méglichkeiten. Die wichtigsten
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus physikalischen Modellen sind aber
erfasst.

Wenn die Differentialgleichung Koeffizienten hat, die nicht konstant sind, kann die
Klassifizierung ortsabhéngig sein. Dann wird klassifiziert, indem man den Parameter en-
friert. Das heifft, man nennt eine semilineare Differentialgleichung

> aij (2) Oa, Oy () + Z bj () Oy,u (2) = f (2, u) (4.27)

ij=1

elliptisch (beziehungsweise parabolisch, hyperbolisch) an der Stelle xy, wenn

L:= Z aij (%0) 0,05, + Z bj (o) O,
j=1

i.j=1

elliptisch (beziehungsweise parabolisch, hyperbolisch) ist. Bei einer quasilinearen Diffe-
rentialgleichung

n

Z aij (z,u(z), Vu(z)) 03,0:,u () = f (2, u(z), Vu(z)) (4.28)

1,7=1

wird dieses Einfrieren sogar von der Losung selber abhéngen. Man nennt (4.28) elliptisch
(beziehungsweise hyperbolisch) an der Stelle z(, wenn

n

I = Z aij (2o, u(wo), Vu(xo)) O, Oy,

3,j=1
es ist.

Beispiel 4.11 FEine einfache Differentialgleichung fiir eine stationdre Potentialstrémung
von einem Gas in zwei Dimensionen st

2

2 2
(c — uw) Ugpy — 2UpUylgy + (c

—u2) uyy = 0. (4.29)

Hier ist w das Potential und Vu die Geschwindigkeit. Weil

2 _ 2
et (085U ) = (@) () — (g = 2 - 9

—Uglly € —uy
ist (4.29) elliptisch fiir |Vul> < ¢ und hyperbolisch fir |Vu|> > ¢2. Bei einer solchen
Potentialstromung ist ¢ die Schallgeschwindigkeit in diesem Gas. Diese Gleichung trifft

auch zu wenn das Gas Luft ist. Uberschall- und Unterschallflug sind dann auch wesentlich
verschieden.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 5

Die Wellengleichung und
Distributionen

Eine typische hyperbolische partielle Differentialgleichung ist die Wellengleichung;:
Ut — C2AU =0. (51)

Die Variable ¢ repriisentiert meistens die Zeit; A = >°" | 02, ist die Summe der zweiten
Ableitungen beziiglich der Raumvariablen. In Raumdimension 1 beschreibt diese Glei-
chung zum Beispiel die Schwingungen einer Saite, in Dimension 2 die Wellen in einem
Teich und in Dimension 3 beschreibt sie, wie die Stimme eines Séngers sein Publikum

erreicht.

5.1 Die Wellengleichung in Raumdimension 1

Die Wellengleichung in einer Dimension haben wir schon betrachtet in Paragraph 4.1.1.
Die folgende partiellle Differentialgleichung ist gemeint:

U (7, 1) — gy (z,t) = f(2,1).

Diese Differentialgleichung ist hyperbolisch. Man kann durch Skalierung ¢ = 1 hinbekom-
men, so wie es in Paragraph 4.1.1 gemacht wird. Weil ¢ genau die Geschwindigkeit ist, mit
der die Wellen sich seitwirts bewegen, lasst man der Anschaulichkeit halber ¢ oft auch
stehen.

Die Funktion f ist gegeben, und man versucht, bei geschickt gewéhlten Anfangs- und
Randwerten die Existenz einer eindeutigen Losung zu zeigen. Das Anfangswertproblem

U (2,1) — Pugy(z,t) = f(x,t) fiir z € Rund t > 0,
u(z,0) = ug(x) fir z € R, (5.2)
ur(z,0) = vo(x) fir x € R,

ist ein solches Problem.

Proposition 5.1 (Die Formel von d’Alembert) Sei f = 0, ug € C?(R) und vy €
C!' (R). Dann hat (5.2) genau eine Lisung in C* (R x [0,00)), ndmlich

x+ct

u(z,t) = tup(z — ct) + suo(z + ct) + i/ vo(y)dy. (5.3)

r—ct

ol
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Abbildung 5.1: Skizze der Lisung nach d’Alembert von (5.2) mit ug(z) = e (in blau)
und vo(z) = m (in rot).

Bemerkung 5.1.1 Wenn ug € C' (R) und vy € C (R), dann liefert (5.3) immer noch
eine schwache Lisung u € C* (R X [0, 00)).

Beweis. Wenn f, ug und vy diesen obengenannten Funktionenrdumen angehoren, ist u
zweimal stetig differenzierbar. Die erste Anfangsbedingung folgt direkt:

u(z,0) = up(x).
Man findet
ug (x,t) = —3cug(x — ct) + seug(x + ct) + 3vo(x + ct) + vo(x — ct),
und es folgt
u (2,0) = vo(x).

Nochmals nach ¢ ableiten ergibt

ug (z,t) = 1uf(z — ct) + 2Pug(z + ct) + Levj(z + ct) — Levy(z — ct).

Die Ableitungen nach x sind
ug (z,t) = qup(z —ct) + sup(z + ct) + 5ovo(x + ct) — 5ovo(x — ct),
Upe (x,8) = Sug(z — ct) + up(z + ct) + vh(x + ct) — 5-vg(z — ct).

Die Differentialgleichung ist erfiillt, und u in (5.3) ist eine Losung.
Das diese Losung die einzige ist, findet man, durch Verfolgung der charakteristischen
Kurven. [

Proposition 5.2 (Prinzip von Duhamel) Sei f € C?(R x [0,00)), ug = vy = 0.
Dann hat (5.2) genau eine Lisung in C? (R x [0, 00)), ndmlich

t
u(x,t) :/ U(x,t;s)ds (5.4)

0

wobei U (-, +;s) fir s >0 die Lisung ist von

Us(x,t;8) — Upe(x,t;5) =0 fiirz € R und t > s,
U(z,t;s) =0 firx € R und t = s, (5.5)
Ui(z,t;s) = f(x,s) firx € R und t = s.

Bemerkung 5.2.1 Die Funktionen (x,t) — U (x,t;s) sind wohldefiniert fiirt > s. Dies
bedeutet auch, dass u in (5.4) wohldefiniert ist.
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Bemerkung 5.2.2 Die Differentialgleichung ist linear. Das bedeutet, dass die Summe
von (5.3) und (5.4) eine Losung liefert fir (5.2) mit ug, vo und f ungleich 0.

Beweis. Aus Proposition 5.1 folgt

x+c(t—s)
Uz, t;s) = 2%/ f(y,s)dy.

—c(t—s)

Wenn f € C* (R x [0,00)), dann ist auch (z,t,s) — U (z,t; s) zweimal stetig differenzier-
bar. Man findet!

t t
u (x,t) =U (x,t;t) —I—/ Ui (z,t;5)ds = / U (z,t;8)ds
0 0

und
t
ug (x,t) = Up(z,t;8),_, + / U (z,t;8)ds =
0
t
= flz,t)+ / Uy (1,1 5) ds =
0
= f(z,1) + Cugy (z,1) .
Weil
0 0
u(z,0) :/ U(z,0;s)ds =0 und u; (x,0) :/ Ui (x,0;5)ds =0,
0 0
sind auch die Anfangsbedingungen erfiillt. [ ]

Noch eine Bemerkung zu (5.3) und (5.4): In (5.3) steht, wie sich der EinfluB der
Anfangswerte ug und vy auswirkt. In (5.4) sieht man, wo f an der Stelle (z,t) seinen
Einfluss hat. Umgekehrt kann man sehen, wie der Wert von u (x,t) abhéngt von wy,
vp und f. Man nennt diese Teilgebiete EinfluBbereich und Abhéngigkeitsbereich. Fiir ug
sind es Kegelfliichen. Fiir vy und f sind es Einflufkegel? und Abhdingigkeitskegel®. Siehe
Abbildung 5.2.

5.2 Die 1d-Wellengleichung auf einem Intervall
Wie man in Paragraph 4.1.1 schon gesehen hat, kann man fiir beschréankte Gebiete eine

Losung finden, wenn man die Funktionen ug, vo und f geschickt fortsetzt. Wir betrachten
dies in den néchsten Beispielen.

IFiir g(t fo f (t, s) ds mit stetig differenzierbarem f gilt

t+h t
j()—mjl(/ fle+nsds— [ f(t,s)d8>=
) 1 [th f(t+h,s)—f(ts)
]l%(h/t f(t+hsd$+/ h ds | =

ft,t) /ftts

2Cone of influence
3Cone of dependance
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(x—ct,t) (x+ct,t) x,t)

(x,0) (x—=ct,0) (x+ct,0)

(x—ct,t) (X-+Ct,t) Xt

(x,0) (x—ct,0) (x+ct,0)

(x0)

(X—Ct,0) (x+ct,0)

Abbildung 5.2: Oben: Das Einflufigebiet und das Abhdngigkeitsgebiet zu ug. Mitte: Der
Einflufkegel und der Abhdingigkeitskegel zu vy. Unten: Der EinflufSkegel und der Abhdn-
gigkeitskegel zu f.

Beispiel 5.3 Betrachte das Anfangs-Randwertproblem

g (2, 1) — Puge(x,t) = f(a,t) fiirz >0 undt >0,

u(z,0) = uo(z) fir x >0,
Ut(l’ 0) = vo(z) fir x >0, (5.6)
u(0,t) =0 fiir t > 0.

Man definiere

fay = { 00, Jrezd

—x,t) firx <0,
_ B uo(z)  firx >0,
() = —uo(—z) firz <0,
_ B vo(x)  firxz >0,
Uo(w) = —vo(—x) firz <0,

und betrachte (5.2) mit diesen erweiterten rechten Seiten. Wenn f(0,t), ug(0) und vo(0)
nicht identisch 0 sind, sind diese erweiterten Funktionen nicht ldnger stetig. Und sogar
wenn diese Kompatibilitdtsbedingung erfillt ist, reicht es noch nicht fir die Differenzier-
barkeit. Sei @ (x,t) nun definiert durch (5.3) und (5.4). Dann folgt aus der antisymme-
trischen Fortsetzung von f, ug und vg, dass auch x — u(x,t) antisymmetrisch ist, das
heifst

u(z,t) = —u(—x,t).

Ist also die Kompatibilititsbedingung erfillt, findet man durch
u(x,t) = u(x, t)z>0

eine distributionelle Losung u € C ([0, 00) x [0,00)).
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Beispiel 5.4 Fir das Anfangs-Randwertproblem

u(,t) — Puge(z,t) = f(x,t) firz >0 undt >0,
u(z,0) = up(x) fiir x > 0,

u(z,0) = vo(x) fiir x > 0, (5.7)
uz(0,8) =0 firt >0,
findet man eine Lésung durch symmetrische Fortsetzung.
Beispiel 5.5 Fiir das Anfangs-Randwertproblem
U (x, 1) — Cuge(z,t) = f(z,t) fiirx € (0,0) undt >0,
u(z,0) = ug(x) fir x € (0,¢), (5.8)
ut(x 0) = vg(x) fir x € (0,4), '
u(0,t) =u(l,t) =0 firt >0,

findet man eine Losung durch periodische Fortsetzung. Man definiert

. B uo(z) fir xz € [0,0),
N { —ug(20 — x)  fiir x € [¢,20),

o(z) = (e — [%} 20).,

Hier ist [s] = max{k € N;k < s}. Auf dhnliche Weise werden f(-,t) und vy fortgesetzt.
Eine solche Fortsetzung findet man in Abbildung 5.3.

AN AWA R AVWA AW,
A\ Vo UV o U

Abbildung 5.3: Periodische Fortsetzung einer auf [0, L] definierten Funktion, die aufferdem
antisymmetrisch ist beziiglich 0 und L.

5.3 Intermezzo zu Distributionen

Die Physik hat der Mathematik die Dirac-0-Funktion* gebracht. Diese J-Funktion soll
folgende Eigenschaften haben:

/n d ()¢ (x)dr = ¢ (0) fir jedes p € Cp (R™).

Wenn § eine integrierbare Funktion wire, folgt aus dem Satz von Lusin, dass ¢ stetig
ist auf jedem beschrinkten Gebiet mit Ausnahme einer beliebig kleinen Menge. Wenn 9
stetig ist in x # 0, folgt mit dem Hauptlemma der Variationsrechnung (Lemma 1.22),
dass d(z) = 0. Es gilt also 6 = 0 fast iiberall. Dann folgt aber, dass [, 0 (x) ¢ (z) dz = 0,
ein Widerspruch.

Das bedeutet nicht, dass es diese Dirac-6-Funktion nicht gibt, sondern, dass wir et-
was mehr Sorgfalt walten lassen miissen, wenn wir dieses 0 definieren. Dazu brauchen wir
Objekte, die den Begriff der Funktion erweitern. Diese Erweiterung hat den Namen Distri-
bution bekommen. Ganz allgemein kann man eine Distribution auffassen als ein Element
eines Dualraums:

4Paul Adrien Maurice Dirac, 1902 Bristol (GB) — 1984 Tallahassee (USA), Nobel Preis in Physik 1933
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Definition 5.6 Der Dualraum B’ zum Funktionenraum B ist der Vektorraum der steti-
gen linearen Abbildungen von B nach R.

Es ist iiblich, den Namen Distribution zu reservieren fiir stetige lineare Abbildungen
auf speziellen Funktionenrdumen B.

Beispiel 5.7 Seiy € Q0 mit Q0 ein beschrinktes Gebiet in R™. Definiere 9, : C (ﬁ) — R
durch

Sy (0) = @(y) fir alle o € C (Q) . (5.9)
Diese Abbildung ist linear:
Oy (crip1 + capa) = (crip1 + cap2) (y) = crp1(y) + c22(y) = 1dy (1) + 26, (02)

und stetig:
18y (D) = ()] < elle@m) -

Das heifit §, € C (%),

Beispiel 5.8 Sei §) ein beschrinktes Gebiet in R". Jede Lebesgue-integrierbare Funktion
f auf Q mit ||f||L1(Q) < oo liefert eine Abbildung Fy auf C (Q) definiert durch

Fy(p) = / f(@)p(z)de. (5.10)

Die Linearitit folgt sofort. Fiir Stetigkeit betrachte man:

Fol < [ 1F@lle@lde < lelloqmy [ 17@]dn =17l Ieloe)-

Lemma 5.9 Wenn F eine stetige lineare Abbildung auf C [a,b] ist, dann ist F', definiert
durch

Fp) = —F (¢,
eine stetige lineare Abbildung auf C* [a,b].

Bemerkung 5.9.1 Ahnliches gilt in héheren Dimensionen mit partiellen Ableitungen.

Beweis. Die Linearitéit von F” folgt aus der Linearitit von F', die Stetigkeit von F’ aus
der von F: [F'()] = |F ()] < ||y < I¢llcngy fir alle ¢ € €1 [a, b]. .

Beispiel 5.10 Betrachtet man f: R — R, definiert durch f(x) = %sign (x), dann ist die
zugehorige Abbildung F auf Cy [—1,1] definiert als

0

Fo = [ 1@ewar=-1 [ ewars} [ v

-1

Es gilt fiir F' auf C' [-1,1] N Cy [—1,1], dass
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Bezeichnen wir mit C}} (R™) den Vektorraum der m-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen mit beschrinkten Ableitungen bis und inklusive Ordnung m, dann ist [|-||cm gn)
eine Norm auf C%' (R").

Definition 5.11 Die zwei wichtigste Klassen von Distributionen sind wie folgt:

e Betrachte C§° (R™), der Vektorraum der beliebig oft differenztierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager. Eine lineare Abbildung F : C§° (R") — R, die stetig ist
beziiglich einer ||-|| gmgny-Norm mit m € N, nennt man eine Schwartz-Distribution.

o SeiC25 (R™) := {u € C* (R") ; limjy oo 2*DPu () = 0 fiir alle Multiindizes a, B},
der sogenannte Vektorraum der schnell fallenden beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen. Eine lineare Abbildung F : C3% (R") — R, die fiir ein m € N stetig ist als

Abbildung von (C55 (R™),|-|I;) nach (R,]-|) mit der Norm ||-|7,, definiert durch

lull;, == ) sup |2 DPu ()|, (5.11)

nennt man eine temperierte Distribution. Die Stetigkeit bedeutet hier, dass es ¢ > 0
gibt mit
|F(u)| < c|lull;, fir alleu e o f. (R™).

Bemerkung 5.11.1 Es gibt keine verniinftige Norm auf C§° (R™), die diesen Vektorraum
vollstandig sein ldsst. Aber auch ohne Norm kann man diesem Vektorraum mehr Struktur
geben:

o Man kann Konvergenz in Cg° (R™) wie folgt definieren: Sei { fi},cn C C5° (R™) und
f € Cg° (R™). Dann sagt man ,fr, — f in C§° (R™)”, wenn es

1. eine kompakte Teilmenge K C R™ gibt mit support (fx) ,support (f) C K, und
2. fir jedes m € N gilt || fx — fllcm sy — 0 wenn k — oo.

Ahnlich kann man auch Cauchy-Folgen definieren.

e  Fine Menge M ist abgeschlossen” wird dann definiert durch ,konvergente Folgen in
M haben einen Limes in M7 und ,offen” als ,das Komplement ist abgeschlossen”.
Den Vektorraum C§° (R™) mit dieser Topologie nennt man D (R™).

e Mit Hilfe der Topologie kann man Stetigkeit von C3° (R™) nach R definieren: Das
Urbild jeder offenen Menge ist offen.

Die Schwartz-Distributionen sind die stetigen linearen Funktionale von D (R™) nach
R. Man schreibt D’ (R™).

Bemerkung 5.11.2 Ahnlich kann man Konvergenz in Ce5 (R™) definieren: fir jedes
m € N gilt || fr, — fll,, — 0 wenn k — oo. Hier ist ||-||,, als in (5.11). Den Vektorraum
o (R™) mit dieser Topologie versehen nennt man S (R™).

Die temperierte Distributionen sind die stetigen linearen Funktionale von S (R™) nach
R. Man schreibt &' (R™).

Reguldire Distributionen sind Distributionen aus D’ (R") oder &’ (R"), welche sich wie
in (5.10) mit Hilfe einer Funktion definieren lassen.
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/

T~ ‘

Abbildung 5.4: Darstellung einer Funktion aus D(R). Eine solche Funktion ist unendlich
oft differenzierbar und hat einen kompakten Trager.

T

Abbildung 5.5: Darstellung einer Funktion aus S(R). Fine solche Funktion ist unendlich
oft differenzierbar und schnell fallend.

Lemma 5.12 Sei f € C(R) N L' (R) und definiere fir ¢ in Cg° (R) oder C35 (R)

Fi(p) = / f(@)p(x)de. (5.12)

Dann ist Fy eine (regulire) Distribution in D' (R) und S' (R).
Wenn f € CY(R) und f, f' € L' (R), gilt auferdem, dass

(Fy)' = Fy.

Beweis. Es folgt

[Fr(@)] = < AUz ol

/R F(@)p(a)ds

und F eine (reguldre) Distribution in D’ (R) und &’ (R). Die zweite Behauptung beweist
man wie folgt. Wenn ¢ einen kompakten Triger hat, sagen wir p(z) = 0 fiir |z| > M,
folgt

Fy () — (Fy) (9) = / (F(@)ple) + fa)g (@) de =

R

B / (f'@)p(@) + fa)¢ (@) da = [fla)p(@)M_,, =

M

WEeil ¢ schnell fallend ist, verwenden wir, dass

<N

F(@)] = \ | s

und folgt aus lim, ., f(x)e(x) = lim,,_» f(x)e(x) =0, dass

Fy(9) = (Fp)' (p) = lim [f(2)p(2)];l_y, =

M—oo

Wir betrachten nochmals ¢, aus (1.8):

6”’3“21_52 fir ||z|| <e
e () = ’ 5.13
(=) { 0 fir ||z|| > e, ( )
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und setzen

Ve(z) = fii—(é?)cbc' (5.14)

Ein Bild zu diesen Funktionen findet man in Abbildung 1.5. Setze
U, (u) (y) = | . (y—2x)u(r)de fir u e Cp (R"). (5.15)
Rn

Fiir € > 0 ist die Abbildung V. : Cp (R") — Cp (R") wohldefiniert, und es gilt
u€ Cp(R") = V. (u) € C*°R")NCp(R").

Definition 5.13 Der Operator V. : Cp (R™) — Cg (R") aus (5.15) nennt man den Fried-
richs’schen Gldtter oder Mollifier.

Lemma 5.14 Seiu € Cg (R"). Es gilt

lim @ (u) (y) = u(y)- (5.16)
Fiir u € Cy (R™) gilt sogar
Ve (u) (y) = dyul < lulloy @ny & (5.17)

Bemerkung 5.14.1 Man kann dieses Ergebnis wie folgt lesen: {V. (+) (y)}.oq sind regu-
lare Distributionen, die die Dirac-0-Funktion an der Stelle y approximieren, wenn € | 0.

Bemerkung 5.14.2 Weil (5.16) gilt, sind V. (u) fir e > 0 unendlich oft differenzierbare
Funktionen die v € Cg(R™) punktweise approzimieren. Wenn u € Ck (R™) ist diese
Approzimation wegen (5.17) sogar gleichmdifsig.

Beweis. Da [, t.(x)dz = 1 und u stetig ist, gilt

Ve (u) (y) —uly)| =

[ ely =) () wly) dr| <

< | Wely—a) sup |u(z) —u(y)lde = sup fu(z)—u(y)| —0fire]0.
R™ z€B:(y) z€B:(y)

Wenn v € Ck (R"), hat man |u(2) —u(y)] < ||u||%(Rn) |z —y|, und es folgt die letzte

Ungleichung. [

Beispiel 5.15 Man konnte versuchen Distributionen als Anfangswerte zu zulassen. Wir
betrachten
(1) — Puge(z,t) = f(x,t) firt >0 und x € R,
u(z,0) = ug(x) fir x € R, (5.18)
ur(z,0) = vo(x) fir x € R,

und nehmen hier statt die Funktion ug die 6-Distribution 0, und setzen vo = f = 0. Man
bekime formell eine distributionelle Lisung u (-,t) = 30,— + 30,1« € D' (R). Hitte man
uy = Y., 0y, wirde man durch die Linearitit u(-,t) = 23, (6y—ct + Oyet) als Losung
haben. Fir eine allgemeine Anfangsbedingung ug(-) kann man formell schreiben (wir tun
mal als ob 0, eine Funktion wdre):

o) = / @) d
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Die Losung wdre
) = [ (8, )+ By ) o () dy
yeR
= / i (26, (x4 ct) + 36, (z — ct)) uo (y) dy = 2uo (x + ct) + Sug (z — ct). (5.19)
ye

Wenn auch dies ganze mathematisch erst noch mal zwielichtig ist, kann man leicht kon-
trollieren, dass das Endergebnis verniinftig ist. Fiir ug € C*(R) ist (5.19) tatsdichlich die
klassische Lésung, die wir schon vorher sahen.

Beispiel 5.16 Man betrachte f (x) = %|a:| Dann ist f" und f" micht iiberall definiert.
Definiert man Fy € D' (R) oder 8’ (R) durch

Fy(p) = / f (@) () dr.

dann folgt

Fi(g) = / Lign (z) o () dz,
Fi(p) = ¢(0).

Man bemerke, dass
f'(z) = 3sign (z) fir z #0.

Man zeigt diese Behauptungen durch partielle Integration:

F )=~k ) =~ [ Sl @ o= [ ad @yo— [ e @) o=

= lim <[%w ()], - /_(; 3% (2) dx) - W{g_n: <[%w ()], — /Om 2% (7) dfﬁ) =
:—/_ioégp(a:)dx—l—/ooo%gp(x)dx: [ sign (@) o (&) .

und

0 0
FY (o) = —Fl(g) = — / Lign () (1) de = [ 1¢' () de — / L/ (2) da =
0
= lim [%gp B

Im Sinne von Distributionen gilt also:
(3 H)/ = lsign(-) und (isign ())/ =4().

Beispiel 5.17 Sei f € L., (R") definiert durch

Dann st

Fy(g) = / 27" (2) de
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wohldefiniert fir ¢ € D' (R) oder S' (R). Es folgt

(AF)) (0) = Fy (8g) = [ 1o Mg (@) =tim | o' Mg (x) d =

el0 |z|>e

= lim (/m6 (|2 " Ve (z) = V|z[* "¢ (2)) - vdo, —i—/

|z|>e

Alz]* " ¢ (2) dx) =

~ lim (g“o (&) /| eemRl e L 0) _

2]

— —lim (2—n)|x| ™"z p(x)- _—xd% = (2 = n)wnp(0).

jo|=e ||

Wir nehmen w,, = faB 0) 1 do wie auf Seite 17. Dann gilt im Sinne von Distributionen:

Hier ist & das n-dimensionale Dirac-Funtional in 0:

() = (0) fiir p € S(R).

1(



62

Kapitel 5, Die Wellengleichung und Distributionen



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 6

Die Wellengleichung in mehr
Dimensionen

6.1 Kirchhoff fiir Raumdimension 3

Das Anfangswertproblem auf dem ganzen Raum ist

uge(x,t) — Au(x,t) = f(x,t) fiir t >0 und x € R,
u(z,0) = ug(x) fir x € R3, (6.1)
ug(x,0) = vo(x) fiir z € R3.

Wir versuchen anzugeben wie man zu einer Losungsformel kommt und betrachten
dazu erst den radialsymmetrischen Fall: u (1, z2, 23,t) = U (||, t). Weil in 3 Dimensionen
Au (|z]) = r720,r?0,u(r) =5 gilt, wird die Differentialgleichung wie folgt

1
(83 — c2ﬁ8ﬂ’2@) U(r,t) =0.

Setzen wir V (r,t) = rU (r,t) so folgt mit Hilfe von

1,1 1., /1 1
ﬁﬁrr @;V (r,t) = ﬁa,r <;V} (ryt) — ﬁV(r, t)> =

1 1
= ﬁ& (rV, (r,t) =V (r,t)) = ;Vrr (r,t),

dass

(02 — RO2) V (r,t) = 0.

Die Losungen dieser letzten Gleichung haben die Form
Virt) = (r—ct)+ ¥ (r+ct),

und man findet ) |
U(r,t)==-®(r—ct)+ -V (r+ct).
r r

Es bedeutet, dass wir formell Losungen von (5.1) finden, die wie folgt sind:

1
O (x| —ct) + =V

u(z,t) = 7

1
m (|| + ct) .
63
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Diese Funktionen erinnern uns an die mit Hilfe von charakteristischen Kurven definierten

Losungen in einer Raumdimension. Eine Funktion u (z,t) = ﬁ@ (|x] — ct) wére eine ra-
dialsymmetrische Welle, die sich mit Geschwindigkeit ¢ nach auflen bewegt. Analog einer

Raumdimension konnte man eine Distribution als generalisierte Losung ansetzen:

u(x,t) = |71|5(|x| —ct) = éé(m —ct).

Als Distribution wére das:
1
Fua (0) = [ 28 (lal = ct) p(a)de =
R3 ct

o(z)do, = ct /

|z|=1

1

== o (ctz)do, =: ct/ ¢ (ctw) dw.
c

|z|=ct wes?

Fiir w € §? schreiben wir weiter |w| = 1. Es gilt lim¢ o Fy(.4) (¢) = 0 und
ltifg OFup (@) = ltifg)l (¢ p(ctw) + ¢t w - Vi (ctw)) dw = 4me (0).

jwj=1

Ahnlich wire u (2,t) = 20 (Jo — y| — ct) eine Welle, die in y startet. Wie in einer Dimen-

=]

sion kann man vermuten, dass

1 1
w(t) = ¢ / 5 (|l — gl — ct) woly)dy /| i,
3 y—x|=ct

rs 4mct T dre?t

eine Losung wire fiir f = ug = 0 von (6.1).
Die folgende Proposition sagt sogar, dass man auch fiir ugy eine verwandte Formel
findet.

Theorem 6.1 (Die Formel von Kirchhoff) Sei f =0, uy € C? (R?) und vy € C? (R3).
Dann hat (6.1) eine Lisung in C? (R® x [0,00)), ndmlich
1 1
t) = d — d 2
! <I’ ) 47T02t /|y—:c|=ct . (y) o " at (47T02t /y—x=ct UO(y) Uy) (6 )

Bemerkung 6.1.1 Betrachtet man wiederum das Einflussgebiet und das Abhdngigkeits-
gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man zwei Kegelrdnde die schematisch
(die Bodenplatte soll R® darstellen) in Abbildung 6.1 dargestellt sind.

Bemerkung 6.1.2 Die Formel in (6.2) kann man auch wie folgt schreiben:

u(z,t) L /|— . (tvo(y) + uo(y) + Vue(y) - (y — x)) doy,

= Anct?

Beweis. Wir zeigen erst, dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Weil v, stetig diffe-
renzierbar und ug zweimal stetig differenzierbar ist, folgt

o fiir die erste Randwertbedingung:

1 t
lim / vo(y)do, = lim —/ vo(x + ctw)dw = 0,
ly—a|=ct lw]=1

tl0 dmct t10 47

) 1
ltllrgl Oy <—47rc2t L_mld uo(y)day> =
1

= lim — / (uo(x + ctw) + ctw - Vug(z + ctw)) dw = ug(x);
tl0 47 |w|=1
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Abbildung 6.1: Finfluss- und Abhdingigkeitsgebiet in 3 Dimensionen. Nach oben die Zeit;
in blau das dreidimensionale(!) R3fir t = 0.

o fiir die zweite Randwertbedingung:

) 1
1t1l161 Oy (47r02t /|y—z|=ct vo(y)day> = vp(x)

und

1
. 2 L _
it (g [, o)

3
1
= lim — 2ew - V t tE WOy, Or, tw) | dw =
t1l1%147r/|w|:1<cw uo(:v+cw)+cij:1ww] . Zw(z—l—cw)) w

2
= lim —C/ w - Vug(z + ctw)dw = 0.
|w|=1

t10 4

Beim letzten Schritt haben wir benutzt, dass

/ WOy, uo(x + ctw)dw‘ < &Eiuo(x)/ widw-l—/
Jwl=1 Jwl=1 |

w|=1

ct ||u||cz(m) dw =0 (t).

Bevor wir zeigen konnen, dass die Differentialgleichung erfiillt ist, brauchen wir das
folgende Lemma. ]

Lemma 6.2 Seiu € C? (BR (O)) mit Br (0) C R™ und n > 2. Dann gilt

;/ Mdy —
(n = 2)wn Jyyj<r wn |y["

1 1
= u(0) — v doy — ——— do,.
MO B fy O SR /|y|:R“(y) 7

Bemerkung 6.2.1 Firn = 3 folgt

—Au (y) 1 1
——=dy =u(0) — — Vuy'uda——/ u(y) doy,.
A|<R 47T|y| ( ) 4R ly|=R ( ) v 47TR2 ly|=R ( ) Y

Beweis. Man braucht Gauf,

/vAudx = / (v Vu — Vv u)do, +/ (Av) u dz,
Q o0 Q

die Tatsache, dass y — |y|*~" harmonisch auBerhalb 0 ist,

A" =v - V" =v-(2-n) |y "y) =2-n) (-nly " Py-y+nly ") =0
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und, dass y — |y|°~" integrierbar ist bei 0:

/ “Buld)y, 1im/ —Buls) gy -

i<k Yl =10 Je<py<r |yl

= lim ((/ —/ ) (- " Vu (y) + u (y) V ]y|2_") -vdoy, +
=i =k Jlyl==

+/ —A Y uly) dy) =
e<|y|l<R

= lim ((/M:R—/MZE) (— P Vuy) v+ uy) (2 -n) Iyl_"y-%) d0y> =

= /||R (_RZ*"VU (y)-v+u(y)(2—n) len) do, +

+ lig)l ("Vu(y) - v+u(y) (n—2)e'"") do, =
0 Jyl=e

—1/ n—2 .
= Vuy-l/da——/ u(y)do, +1im O (¢) + (n — 2) w,u(0).
oz [ Ve o, = [ oy £ RO E) + (0= 2) w0

Beim letzten Schritt ist verwendet worden, dass der Flicheninhalt von 0B.(0) gleich

wné?”_ ! ist. ]

Fortsetzung des Beweises von Theorem 6.1. .

Wir zeigen nun, dass der Differentialgleichung erfiillt ist und fangen an mit dem Teil,
der zu vy gehort:

1 it
QA;E—/ do, = Ay— / tw)dw —
¢ 42t ly—a|=ct voly)doy = A lw|=1 vol@ + ctw)d
= @ Ayvo(z + ctw)dw = i (Avg) (x + ctw)dw =
 Arw w|=1 ’ Ar Iw\*l 0 -
1
A = — A —
= - vo(z + 2)do, = /|Z By 47?\,2] vo(z + 2)do, =
1
—A = —A
/T / ym |Z\ vo(x + 2)drdo, = 0, / rE vo(x + 2)dz =
0 || |z]<
1
= at (—Uo( ) + m o VU()(.T + Z) v dO'z m /Zl_ct U()(.’L' + Z) da'z) = (*)

Beim letzten Schritt ist das Lemma verwendet worden. Es folgt weiter, dass

<*> — ia (/ —VUO(SL’ + Z) vdo, +/ LZUO(IL’ + Z) do_z)
|z|=ct |Z| |z|=ct ‘Z|

_ (M 5 |z|2V Y (|2] vo( + 2)) d02>
_ ( 5<Z|<ct|1|zy Y (2] oz + 2)) dz)
_ (m i /w ) ( / s Lo, (r vl +rw)) r%zr) dw)
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Are el0 w|=1

t
= 0? (E /w1 vo(z + ctw)dw)
— o / (v)d
= 9\ I Iy_x‘:ctvoy Oy | -

Fiir den zweiten Teil konnen wir uns nun kurz fassen:

1 1
A, —/ = *O; A, —/
D0 < y—r |y_m:du()(y)ciffy OIS B ‘y_mlzctuO(y)de
1
_ 292
- at at (47rc2t /y—x|ct uo<y)day> '

Der Beweis ist komplett. [

= 0} (L lim (ct vo(z + ctw) — € vo(x + ew)) dw)

Auch hier kann man fiir f das Prinzip von Duhamel verwenden. Da dieses Prinzip in
jeder Dimension gilt, betrachten wir gleich die allgemeine Version.

6.2 Ergebnisse fiir beliebige Dimensionen

Proposition 6.3 (Prinzip von Duhamel) Sei f € C*(R" x [0,00)), ug = vg = 0.
Wenn fir jedes s > 0 die Funktion

(z,t) — U(z,t;8) € C*({(n,t,8) ;2 €ER" und 0 < s <t < o0})
eine Losung ist von

Ug(x,t;8) — AU (x,t;8) =0 fiirx € R™ und t > s,
Uz, t;s) =0 firx € R™ und t = s, (6.3)
Uz, t;s) = f (2, 5) firx € R™ und t = s,

dann ist ,
u(x,t) :/ U (z,t;s)ds. (6.4)
0
eine Losung von
ug(z,t) — AAu(z,t) = f(x,t) firx € R" und t >0,
u(z,0) =0 fir x € R, (6.5)
u(x,0) =0 fir x € R™.

Beweis. Ahnlich wie in einer Dimension zeigt man:
t t t
83/ U(x,t;s)ds = 0, (U (x,t;5),_, —i—/ oU (x,t;9) ds) = 8t/ U (x,t;8)ds =
0 0 0

t t
= (OU (x,t;5)),_, —i—/ U (z,t;8)ds = f (z,5) —i—/ AU (z,t;5) ds.
0 0

Die Ableitung der Kirchhoffschen Formel mag radselhaft erscheinen. Wenn man hinter-
her zeigen kann, dass das Ergebnis stimmt, soll uns das eigentlich keine Sorgen bereiten.
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Trotzdem ist es verniinftig, dieser Ableitung etwas Beachtung zu geben. Die Idee ist wie
folgt gekommen. Die A-Differentialoperator ist drehungsinvariant:

A (uo R) = (Au) o R fiir beliebige Drehungen R

denn sei M eine orthogonale Matrix, so findet man

n

Aw(Mz)) = Y Z M j; My; (0x05u) (Mz) = Z (Z MﬂMm> (0pd;u) (Mz) =

i=1 jk=1 ]k 1
= D (MMT),, (9d5u) (M Z 01 (DrOyu) (M) = (Au) (M),

Proposition 6.4 (Euler — Poisson — Darboux) Wenn (t,z) — u(t,x) eine Lisung

15t von
ug(z,t) — AAu(z,t) =0 fiir x € R™ und t > 0, (6.6)
u(z,t) = g(x) und us(x,t) = h(z) firz e R", '
dann st [ (4.0)d
o Uy, t)do
Ulr,t) = 222) ! (6.7)
faBT(x) ldo,
mit f ( )d f d
09 ) do o
G(r) = 98- (z) * und H(r) = ol ! (6.8)
faBT(I) ldo, f@BT 1day
eine Losung von
Ug(r,t) — Ari=0,r"=10,U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0, (6.9)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr > 0. '

Bemerkung 6.4.1 Die Differentialgleichung in (6.9) nennt man die Fuler-Poisson-
Darbouzx Gleichung.

Diese Proposition liefert uns auch die Eindeutigkeit der Losung in Raumdimension 3.

Theorem 6.5 Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung in (6.1) hat hdochstens
eine Losung in C* (R3 x [0, 00)).

Beweis. Wenn (6.1) zwei Losungen hat, sagen wir u; und ug, dann 16st w = uy — us das
Randwertproblem mit f = uy = vy = 0. Nehmen wir an, es gibt w (i, ﬂ # (0. Ohne Verlust
der Allgemeinheit nehmen wir £ = 0. Weil A invariant unter orthogonalen Abbildungen
ist, folgt Uy — c?r=20,r20,U = 0 fiir

faBT day
faBr 0) 1d‘7y

U(r,t) =

Setzen wir
V(r,t) =rU(r,t)
so folgt
r20,720,U = r 20,70,V = r 20, (=V +10,V) = r 10*V
und weiter, dass V (r,t) eine Losung der Wellengleichung in einer Dimension ist mit
V(r,0) = Vi(r,0) = 0 fiir » > 0 und V (0,¢) = 0. Diese Losung ist eindeutig und da-
her gilt V (r,t) = 0 fiir alle r,¢ > 0 und auch U(r,t) = 0 fiir alle r,¢ > 0. Dann findet

man
1

1 -
0.7) = — MO, 1) do = —U(0,1) = 0,
w(0.1) 47/1\/1630(3)w( ) do A 00

und dies ist ein Widerspruch. [
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6.3 Poisson fiir Raumdimension 2

Eine Losungsformel wie die von Kirchhoff ldsst sich in 2 Dimensionen nicht direkt her-
leiten. Wenn man die Formel in drei Dimensionen verwendet fiir Funktionen die in einer
Richtung konstant sind, bekommt man eine Formel fiir das zweidimensionale Problem.
Anders gesagt, statt

ug(z,t) — Au(z,t) =0 fiir v € R? und ¢ > 0, (6.10)
u(z,0) = up(z) und w(z,0) = vo(x) fiir x € R? '
betrachten wir das #hnliche Problem in R3® mit ag(xy, 79, 73) = wug(r1,22) und

Oo(x1, e, x3) = vo(x1, 22). Die Kirchhoffsche Formel gibt uns eine Losung (1, z2, x3,t),
nédmlich

- 1 . 1 N
w(zy, o, x3,t) = o / Oo(y)doy, + O (47T(:2t / uo(y)day) .

ly—z|=ct ly—z|=ct
yER3 yER3

Weil @y und 9y jedoch nicht von x5 abhéngen, héngt auch @ nicht von z3 ab. Es folgt
aulerdem, dass

/ o (Y1, Yo, y3)do, = / uo(y1, yo)doy =
ly—z|=ct, yeR3 ly—(x1,22,0)|=ct, yeR3

= 2/ up(2)\/ 1+ |[Vw(z)[d=.
|z—z|<ct, z€R?

Hier beschreibt w die Hohe y3 der Sphére als Funktion von (21, 22), das heifit

(9173/2,93) = (21,2’2,’(0 (21722)) mit w (21’ 22) = \V/ c*t? — Z% — 5.

Die 2 folgt weil man zwei Halften hat. Mit dem {iblichen Gewichtsfaktor der Parametri-

sierung
\/ 1+ |Vw(z)]? 1+ oI a
wlz = =
c2t? — |z[2 2

A2t — |z

findet man:

Theorem 6.6 (Die Formel von Poisson) Sei vy € C?(R?) und vy € C?(R?). Die
Lésung von (6.10) ist fiir x € R* und t > 0

u(z,t) = 1

dme /z—a:<ct \/02t2 _ |Z

vo(2) o4 0, 1 uo(2)

|2 4me /|Z_x|<ct \/02152 — |z — x|2

dz

— X

(6.11)

Bemerkung 6.6.1 Betrachtet man wiederum das Einflussgebiet und das Abhdngigkeits-
gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man in Dimension 2 zwei gefiillte
Kegel die in Abbildung 6.2 dargestellt sind.

Bemerkung 6.6.2 Wenn man auch fir eine rechte Seite f (x,t) l6sen mdochte, kann man
wiederum das Prinzip von Duhamel verwenden.
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Bemerkung 6.6.3 Diese Idee in der Dimension abzusteigen wird Hadamard zugeschrie-
ben.

Bemerkung 6.6.4 Man kann die Formel in (6.11) wie folgt umschreiben;,

vo(y) + tuo(y) + Vue(y) - (v — )

dy.

(w.1) 711 /
u (x,
dme ly—z|<ct \/02152 ly x|2

Abbildung 6.2: Einfluss- und Abhdngigkeitsgebiet in 2 Dimensionen; die Zeit nach oben
und in blau (x,t) € R?* x {0}.

Die Eindeutigkeit der Losung in zwei Raumdimensionen folgt aus der Eindeutigkeit in
drei Raumdimensionen.

6.4 Raumdimensionen 4 und hoher

Wir betrachten erst die ungeraden Raumdimensionen. Wenn wir da Existenz, Eindeutig-
keit oder sogar eine explizite Formel fiir eine Losung gefunden haben, konnen wir mit dem
Absteigetrick von Hadamard auch die geraden Raumdimensionen angehen.

Wir definieren fir eine Funktion (z,t) — wu(z,t) die (6.6) erfiillt, wie in (6.7) die
Funktion (r,t) + U (r,t). Ahnlich werden auch G’ und H wie in (6.8) definiert.

Lemma 6.7 Sei n > 3 ungerade. Wenn (r,t) — U (r,t) eine 3 (n+ 1)-mal differenzier-
bare Lésung ist von

Up(r,t) — ri=0,r" 10, U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0, (6.12)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, '
dann, ist (r,t) — U (r,t), definiert durch
U(r,t) = (T_l&u)n%g (r" 72U (r, 1))
eine Losung von
) Uy 7“,15)—0282@(7",15):0~ firr >0 undt >0, (6.13)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, '

fir G(r) = (r19,)"T (r"2G (1)) und H (r) = (r~19,)"F (+"2H (r)).
Beweis. Schreibe k£ = % (n — 3). Man zeigt mit vollstdndiger Induktion nach k, dass

0 (r10n) P (1) = (r710,) T 0L f ().

r
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Daraus folgt

020 (r,t) = 202 (r10,) T (" 2U (1, 1)) =
=c (,mn (r710,) r ' 0,U (r,t) =
—(r'9,)" ”2(21”8T” 19,U (r,1)) =

= 07 (r_l('?r) =R (r" 72U (r,t)) = U (r,t).

Die zugehorige Anfangsbedingungen kontrolliert man sofort. ]

Man kann nun wieder raten, wie die Losungsformel in ungeraden Dimensionen sein
wird fiir die Wellengleichung;:

uy(x, t) — Au(z,t) =0 fiir t >0 und x € R",
u(z,0) = ug(x) fir x € R™, (6.14)
ut(x 0) = vo(z) fir x € R™.

Verwendet man den Absteigetrick von Hadamard, dann findet man auch eine Formel
fiir gerade Raumdimensionen.

Die Eindeutigkeit einer solchen Losung kann man mit Hilfe von Lemma 6.7 wie in
Theorem 6.5 beweisen.

Theorem 6.8 Sein € N, m = [2], f =0, up € C""?(R") und vy € C™™ (R).

e Wenn n ungerade ist, hat (6.14) die folgende Losung:

n—3 1 n—3 1
ww =0 (o) Ly [ wae o 070)T | [ was,

ly—x|=ct ly—z|=ct

. _ 1
Es gilt C,, = wn(n—2)(n—4)..5 3 1"

o Wenn n gerade ist, hat (6.14) die folgende Liosung:

day +

u(z,t) =D, | (¢ 16& /
\y z|<ct \/C2t2 ’y

+ 0 18 / d
t ( t \/Czt2 |y y

y—z|<ct

. 1
Es qilt D,, = onn(n—2)(n—4)..4 2"

Wie vorher w,, = f&Bl © ldo

Die Beweise dieser Formeln sind &hnlich wie die fiir die Formeln von Kirchhoff (6.2)
und Poisson (6.11).
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6.5 Gebiete mit Rand

Eine natiirliche Frage ist was passiert wenn man die Wellengleichung nicht auf ganz R"
sondern nur auf ein Gebiet 2 C R" losen mochte. Man kann zeigen, dass das folgende
Anfangs/Randwertproblem sinnvoll ist im Sinne von Hadamard:

ug(z,t) — AAu(z,t) = f(z,t) fiirt>0und z € Q,
u(z,0) = ug(x) fir x € Q,
ur(z,0) = vo(x) fir z € Q, (6.15)
u(z,t) = ¢ (x,t) fir (z,t) € 092 x R*.

Nur in einigen einfachen Fille, wie zum Beispiel beim Halbraum € = R*~! xR*, kann man
einen expliziten Formel fiir die Losung herleiten. Fiir allgemeinere Gebiete gibt es kaum
derartige explizite Formel und miissen wir andere mathematische Werkzeuge anwenden.
Aber auch ohne solchen Formeln kann man die Fragen von Hadamard zu ein solches
Problem angehen und fiir (6.15) Existenz, Eindeutigkeit und Robustheit zeigen.

Theorem 6.9 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet in R™. Dann hat (6.15) hdchstens eine
Lisung eine Lsung in C* (Q x [0, 00)).

Beweis. Wenn es zwei Losungen gébe, sagen wir vy und us, dann wére u = u; — us eine
Losung von (6.15) mit f = uy = vg = ¢ = 0. Betrachte die Funktion

E(t) = %/Q (uy (z,1)* + |V (z, t)|2) dx.
Man nennt diese Funktion die Energie. Es gilt
E'(t) = /Q (we (z,t) ug (2, t) + Vu (z,t) - Vg (2,1)) do =
= /Q (ue (z,t) ug (2, t) + Vu (2,t) - Vg (2,1)) do =

= Oyu (z,t) u (x,t) do, + / ug (z,t) (uy (z,t) — Au(z,t)) de = 0.
o0 Q

Im letzten Schritt verwenden man, dass uy (z,t) —c*Au (x,¢) = 0 und dass aus u (z,t) = 0
fir (z,t) € 9Q x RT folgt u; = 0 auf 00 x R*. Also gilt

E(t) = E(0) = %/Q (s (2,0)2 + & [V (2, 0)]%) dz = 0.

Hier verwendet man u (x,0) = u; (2,0) = 0. Weil in F (¢) die Summe zweier Quadraten
ist, folgt u; (z,t) = 0 = Vu (z,t) fur alle (z,t) € Q x RT. Wenn alle Ableitungen 0 sind,
ist die Funktion konstant. Weil © am Rand 0 ist, gilt © = 0 auf Q x R*. Es gibt also nur
eine Losung. n



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 7

Die Wirmeleitungsgleichung 1

Eine typische Frage bei der parabolischen Differentialgleichung (0, — A) u = 0 betrifft
die Losung des Anfangswertproblems
{ Owu(x,t) — Au(z,t) =0 fir (x,t) € Q x RY,

u (z,0) = up(x) fiir 7 € Q. (7.1)

Der Wert u (t, x) stellt die Temperatur an der Stelle z zur Zeit ¢ dar bei durch ug gegebenen

Anfangswerten. Wenn {2 = R” braucht man keine Randwerte. Wenn es einen Rand 0
gibt, kann man aus physikalischen Griinden vermuten, dass ein solcher Rand die Losung
mitbestimmt. Es wire moglich den Fall zu betrachten, dass der Rand isoliert ist, und dies
wiirde bedeuten, dass keine Warme herausfliesst: d,u (x,t) = 0 fiir € 0. Statt eines
isolierten Randes konnte man am Rand die Temperatur festlegen: u (z,t) = ¢ (z,t) fir
x € 0. Im Gegensatz zu der Wellengleichung werden wir bei der Wérmeleitungsgleichung
sehen, dass dieser Einfluss vom Randverhalten sich mit unendlicher Geschwindigkeit im
Gebiet verbreitet. Physikalisch widerspricht es der Annahme, dass sich nichts schneller als
die Lichtgeschwindigkeit verbreiten kann.

7.1 Diffusionskern

Die Warmeleitungsgleichung in Raumdimension 1
(0, — ) u(z,t) =0 (7.2)

hat die folgende Skalierungseigenschaft. Wenn (x,t) +— u (x,t) eine Losung ist, dann ist
(z,t) — u(cx, *t) fiir jede ¢ € RT auch eine Losung. Weil dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, konnte
man vielleicht sogar ¢ = t~'/? nehmen und es wire

(2,8) — u (%1)

eine Losung. Dann héitte man eine Funktion die nur von einer Variablen abhéngt, ndmlich
£ = % Setzt man

v() =u(§1)
so folgt fiir v die folgende Differentialgleichung;:
I _ 2 T — !/ T —T o 17} x
o=@ =)o (3) =v (&) 5z~ (30)
1
= (VO (9),

1
t

73



74 Kapitel 7, Die Wéarmeleitungsgleichung I

und diese gewohnliche Differentialgleichung kann man 16sen:

26V (O +0" (9 =0,
o ((g = —1¢ (oder v/ (£) = 0),
In|v' (§)] = —3€* + e,

1
V(&) = cpe” 1€

und man findet .
z
u(x,t) =v (%) 202/\/26_15 d§ + cs.

Wenn wir ¢y = \/% und c3 = 0 setzen® folgt

0 firx <0,
U(z):=limu(z,t) =4 3 firz=0,
1o 1 firz>0

Im Sinne von Distributionen gilt 9,U = ¢ und mit einer Verschiebung
0,U (- —y) =0y.
Dies 1488t uns vermuten, dass man eine Losung von

O (z,t) — O*u(x,t) =0 fiir (x,¢) € R x RT,
u(z,0) = up(x) fir x € R,

bekommen konnte durch

z—y
1
u(x,t) :/uo(y)ﬁx _\/27/ vt e~ 18 d¢ | dy.
R —o0

Es gilt

z—y
Vi Ll _
1 13 — _1
ax am /_oo ¢ ! dé V 47t € 4
und das folgende Theorem.

Theorem 7.1 Wenn uy € C, (R) (beschrinkt und stetig), dann ist v : R x Rt — R
wohldefiniert durch

(z—y)?
u(x,t) = \/%m /Re it ug(y)dy firt > 0.

Es gilt:

!Die Standardrechnung mit Polarkoordinaten:

0o Lo 0o poo . L w/2 poo -
/ e 18 de = 2\// / e~ 1%%e" 1V dady = 2\// / re” 1" drdyp = V4.
—0 o Jo 0 0
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o u erfillt die Differentialgleichung in (7.3);

1 _ .
o t%lu(a: t) = up(x);

o uc(C®(RxRY) und

o fiir u, fortgesetzt durch ug firt =0, gilt u € Cy, (R x [0,00)).

Bemerkung 7.1.1 Die Funktion (z,t) — (4t)""? e~ 1@/t nennt man die Fundamen-
tallosung oder Diffusionskern fir die Warmeleitungsgleichung in Raumdimension 1.

Bemerkung 7.1.2 FEs gibt zwei wesentliche Unterschiede zu der Wellengleichung.

1. Die Losung der Wdrmeleitungsgleichung hat unendliche Ausbreitungsgeschwindig-
keit.

2. Auch wenn ug nur stetig ist, ist u (-, t) firt > 0 unendlich oft differenzierbar. Bei
der Wellengleichung ist die Losung u(-,t) genauso oft differenzierbar wie ug (und
einmal weniger als vg).

Beweis. Gleichméfig beschrankt folgt aus

2

= [ ] < g [ hulods = .

Stetigkeit und Differenzierbarkeit jeder Ordnung folgt fiir £ > 0 und z € R aus den
Eigenschaften von exp (—1 (z — y)? / ¢) und dominierter Konvergenz, (Grenzwert und In-
tegral kann man vertauschen). Also gilt uw € C* (R x R™).

Die Differentialgleichung folgt aus

(z—y)?

02 \/E/ 4t y)dy = / (075 - 85) \/ﬁe_ it ug(y)dy = 0 fiir t > 0.
R

Fiir die Stetigkeit bei ¢ = 0 bemerkt man, dass

1 S o)y — 1 i Vi)de
4t = — 4 —
tllrglm/e uo(y)dy = tllrgﬁ/Re ug(x — EVT)dE

1
Mit \/+47r Jz e_ZSQdf =1 folgt es, dass

(o) =unle) = e [ (e — €0~ (o)) .

Schreiben wir [, = f‘£|>t,1/4 + f‘5|<t,1/4, dann folgt fiir ¢ | 0

-

1
L —5¢ _ _ 4 L
\/E/|€|>t e 1 <U0(9€ V) uo(x)) df‘ < ‘/EHUOHOO/tie 1€4¢ = 0,

1

und wegen der Stetigkeit von ug, dass

«/wa /g B e_i? (uo(x — 5\/5) — uo(x)) df’ < sup {|u0 () — up(z)|; |y — x| < 751/4} =0
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Es gilt also lglr(r)l u(z,t) = up(z) und diese Konvergenz ist gleichméBig auf beschrénkten

Intervallen (und sogar gleichmifig auf R wenn ug gleichméBig stetig ist). Weil
Ju (2, ) = uo(y)| < [u(x,t) = uo(x)[ + [uo () — uo(y)]
folgt wiederum mit der lokal gleichméfigen Stetigkeit von ug dass

lim wu(z,t)=u
iy (0D = 1ld)
>0

und so auch die Stetigkeit der Erweiterung von w (-, ) bei ¢t = 0 mit wuo. ]

Beispiel 7.2 Man bekommt eine Losung
we O™ (R x RY) NCY (R x [0,00) \ {(~1,0),(0,0), (2,0)})

von (7.8) mit
fir © € (—oo0, —1),

up(z) =

s-en(57) -4 (57) 457

2 [ .
erf(§) = ﬁ/o e % ds.

Obwohl diese Funktion nicht-stetige Anfangswerte hat, ist sie fir t > 0 sogar unendlich
oft differentierbar. Skizzen zu dieser Funktion findet man in Abbildung 7.1.

O~ N O
::E’?
3
&
m
|
=
=

durch

mit

Abbildung 7.1: Die Funktion aus Beispiel 7.2 aus zwei Richtungen

Fiir die Warmeleitungsgleichung in mehr Dimensionen

{ o (z,t) — Au(z,t) =0 fur (z,t) € R* x RT,

u (z,0) = up(x) fiir x € R, (7.4)

hat man:

Theorem 7.3 Wenn ug € Cy, (R™) (beschrinkt und stetig), dann ist u : R* x RT — R
wohldefiniert durch

u(x,t) = W/R e 4 wuy(y)dy firt > 0. (7.5)

Es gilt:
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o u erfillt die Differentialgleichung in (7.4);

o ltlfonu(xvt) = U()(I'),'

e ueC™®(R"xR") und
o fiir u, fortgesetzt durch ug firt =0, gilt u € C, (R™ x [0, 00)).
Bemerkung 7.3.1 Die Funktion p definiert durch
pn (z,t) = (4mt)"? emalel’/t (7.6)

nennt man die Fundamentallosung oder Diffusionskern fir die Warmeleitungsgleichung
in Raumdimension n.

—n/2

Beweis. Wir zeigen, dass (z,t) — (4nt) e~/ fiir ¢ > 0 die Differentialgleichung

erfiillt:
0y (72 P I) — /2t (e L et e H,
A <t_n/26_%‘$|2/t> =V- —%m /21— glel*/t — y=n/2-1 (—%n + ix T t_l) emalel/t

Der Rest des Beweises ist ahnlich wie in einer Dimension. ]

Wir betrachten anschlieSlend die Wérmeleitungsgleichung mit einer Warmequelle f:

Owu (x,t) — Au (z,t) = f(x,t) fir (z,t) € R x RT, (7.7)
u(x,0)=0 fir z € R™. '
Dazu nehmen wir die Losungen U (-, -; s) von
U (z,t;8) — AU (x,t;8) =0 fiir x € R" und t > s, (7.8)
Ulx,s;s) = f(x,s) fir x € R™. '
Man bekommt eine Losung von (7.8) durch eine Zeitverschiebung in (7.5):
) z—yP?
. =1 4(t—s
U w,t55) = e | T fus)i. (7.9

Ahnlich wie fiir die Wellengleichung hat man:

Theorem 7.4 (Duhamel) Sei f € C? (R" x [0,00)). Fiir die Funktion u : R"XR* — R
definiert durch

t
u(x,t) :/ U (z,t;s)ds,
0
mit U wie in (7.9), gilt
e u erfillt die Differentialgleichung in (7.7);

o ltllrglu(a:,t) =0y

o ue C?(R" x [0,00)).
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Beweis. Weil f € CZ (R" x [0,00)) findet man U (-, -; s) € CZ (R" x [s,00)) und es folgt?

¢ ¢ ¢
3t/ Uz, t;s)ds =U (x,t;5),,, +/ U (z,t;8)ds = f (z,1) +/ U (z,t; 8) ds.
0 0 0

Man bekommt
t t
(0, — A)/O Uz, t;s)ds =U (z,t;5),, —i—/o (0, — AU (z,t;8)ds = f (x,t)

und aus der Beschrédnkheit von f, die zur Beschranktheit von U fiihrt, dass
t

lim [ Ul(x,t;s)ds =0.
t10 J,

Die letzte Aussage folgt aus U (-, +;s) € CF (R™ X [s,00)). |

7.2 Mittelwert und Maximum

Fiir harmonische Funktionen ist in Proposition 2.5 gezeigt, dass im Zentrum einer Kugel
der Mittelwert iiber der Kugeloberfliche angenommen wird. Ein Ergebnis &hnlicher Art
gilt fiir die Warmeleitungsgleichung. Weil ¢t und x sich nicht gleich verhalten, ist das
Ergebnis komplizierter.

Definition 7.5 Wir definieren eine Wirmeleitungskugel” W (x,t,r) C R™ x R durch

~

ja—y|?
Wz, t,r) = {(y, s) ER" x R: s <t und (47 (t — s))"? edlt—9) < T”} : (7.10)

Bemerkung 7.5.1 Sei p, der Diffusionskern. Dann gilt:

lz—y|?

(A (t = s))? el <" & 1<rp,(z—y,t—s).

Bemerkung 7.5.2 FEinige Eigenschaften von W (x,t,r).

o OW (x,t,r) € C™ firr > 0. Fine Wirmeleitungskugel ist ein konvezes Gebiet mit
als dem hoechsten Punkt (x,t). Anders gesagt, (x,t) liegt in der Mitte oben auf
W (x,t,r).

2Sei v € C1 ({(s,t);0 < s <t < o0}). Dann gilt fiir die rechte Ableitung von fotv(s,t)ds, dass:

o < /tv(s,@ds) _ hm( T (s, 4 B)ds — f5v<s,t)ds> .
0

h10 h

1 [tth t — t
. </ U(S’Hh)dﬁ/ o(s,t+h) — v(s, )d8>:
rlo \ h J, 0 h

¢
=w(t, t) —|—/ 0; v (s,t) ds.
0

Ahnliches gilt auch fiir die linke Ableitung.
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Abbildung 7.2: Fine Wirmeleitungskugel W (z,t,r) mit dem Punkt (z,t) in rot.

o Fir (y,s) € W(x,t,r) gilt
1
t——r*<s<tund |xv—y| <cpr
4m

mit ¢, = (2%6)"/2. Das letztere folgt aus

o |z —y|? lz—y[*
1 |ZE y| e At—s) (471' (t _ S))”/Q ed(t—s) <

TR

2 n n/2
supa’e” ™ " = (—) r'.
/200 o2me

lz—y

o Weiter gilt
(y,s) € W (z,t,7r) & (ry,rQS) eWw (7“90,7"215, 1) .

Lemma 7.6 Sei W (0,0,r) wie in (7.10). Es gilt

—// |y| —5dyds = 1.
W (0,0,r)

Beweis. Der Ausdruck héingt nicht von r ab, denn es gilt

1
" J Jw(0,0,r) 4s? W (0,0,1) W (0,0,1) 4s?

Wir substituieren ¢ = —s und y = 2\/52. Es folgt:

ez,
// W (0,0,1) |y| dyds_/ER"/ | ( \/_) dodz =
2”"1‘1 1 —7‘_@72|Z| /n 2 n o0
zeRn T 0 mEn r=0

_ Wn /Ooe_t tn/2 dt = ;‘)n F<n_+2):1.
t=0

7Tn/2n T /2TL 2

[N
3
+
—

U

S
|

Fiir den Flacheninhalt w,, der Einheitssphére in R™ gilt ndmlich w,, = nr"/? /T (”T“) [ |

Theorem 7.7 (Mittelwerteigenschaft fiir die Wirmeleitungsgleichung) Wenn die
Funktion v € C*(U), mit U C R™ x R" ein offenes Gebiet, die Wirmeleitungsgleichung
Owu (x,t) — Au(z,t) = 0 auf U erfillt, dann gilt

1 jz — yl*
t) = — dyd
u(,t) yP //W(z’tvr)U(y,S) s yds

fiir jede Wirmeleitungskugel W (x,t,r) C U.
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Beweis. Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass x = 0 und ¢ = 0.

Wir betrachten
1
=—n// u(y, 5) 'y’ Y dyds =
4r™ J Jw0,0.r)

1 // 2y Irol® o 1 // 2y lyl”
= — u(ry,r's) ——=r""“dyds = — u (ry,r°s) —-dyds.
4r™ J Jwo,0,1) ( ) (r2s)® 4 ) w0 ( ) s°

Es gilt

o (r) = 1// (y -Vu (ry,'r’2s) + 2rso,u (ry,’r2s)) |y| —5dyds =
4 ) Jw0,u)

_ ! ly[* |y| B
- //wmvoﬂ(w Vi (y, s) + 5 -0 (y. ) | dyds = ()

Schreiben wir

!y\

n
¢ (y7 S, T) = IOg (Tnpn (ya _S)) = nlogr - E IOg (_47T8) 4s

so folgt Vi (y,s,r) = £ und 9,0 (y, s,7) = —3ns™' — & ly|” s72. Bemerke, dass

Y (y,s,r) =0 auf OW (0,0,7).

Wir finden wenn wir nach y, nach s und wieder nach y partiell integrieren, dass

*) B r”1+1 //VV(QO,T) <|;ly8|2 y-Vu (ya ) +y- Vo <y7 5, T) dsu (yv S)) dyds =
2
= Tnlﬂ //W(OO ) (%y Vu(y,s) =¥ (y,s,7) (ndsuly,s)+y- Vou (%S))) dyds =
= // oo, (<|y| + 05t (y, 5, 7“)) y-Vu(y,s) —n(y,sr) 8su(y,8)> dyds =

= 5 - A =
[ (e T =0 0 ) () s

A —
= //I/V(O()r (VY (y,s,7) - Vu(y,s)+ ¥ (y,s,r) Au(y,s))dyds = 0.

Also gilt
|y|
= lim _lm— ,S) ——dyds = u (0,0
o) =Tmo(p) =tim o [ () s = w00
wegen der Stetigkeit von w. [

7.3 Maximumprinzip und Eindeutigkeit

Fiir harmonische Funktionen folgt aus Korollar 2.6, dass eine harmonische Funktion ihr
Maximum nur auf dem Rand annehmen kann. Auch fiir Losungen der Warmeleitungsglei-
chung gilt ein dhnliches Ergebnis.
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s

Abbildung 7.3: Q x (0,T) und sein parabolischer Rand 0p(2 x (0,T))

Definition 7.8 Sei 2 C R"™ offen. Man definiert den parabolischen Rand von Q x (0,T)
durch
Op (2 x (0,7)) = (2 x {0}) U (092 x (0,7)).

Theorem 7.9 (Das starke Maximumprinzip fiir die Wirmeleitungsgleichung
auf beschriankten Geb&ete) Sei ) C R™ offen, beschrinkt und zusammenhdngend. Sei
ueC?(Qx(0,T)NC (Q x [0, T]) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Dann gilt:

e max {u(z,t);(z,t) € 2 x [0,T]} = max {u(z,t);(z,t) € Ip (2 x (0,T))}.
o Wenn es (xg,ty) € Q x (0, T) gibt mit
u (2o, to) = max {u(z,t); (z,t) € A x [0,T]},
dann ist u konstant auf Q x [0, to].

Beweis. Wir setzen M = max {u(z,t);(z,t) € 2 x [0,7]} und nehmen an, dass es
(2o, t0) € Q x (0, 7] gibt, mit u (xg,ty) = M. B
Dann gilt fiir jede Warmeleitungskugel W (xg, to, ) C € x [0,T7], dass

1 |20 — ?J|2
M = wu(xg,t // u(y,s) ——=dyds <
( 0 0) 4TTL W(z‘o to 7“) ( ) (tO - 8)2

|l“0 |
< ————dyds = M.
47»’)7, // xotoT‘ tO_S)

Gleichheit tritt nur auf, wenn u (y, s) = M fiir (y,s) € W (x, to, 7). Wir kénnen r so gross
nehmen, dass 9p (Q x (0,T)) von W (zo, to, r) beriihrt wird. In diese Beriihrungstelle (Z, ?)
gilt u (:i, t) = M und die erste Aussage ist bewiesen.

Sei (24, t.) € Q x (0,t0) und sei x (+) : [t., to] — Q eine Kurve die z, mit x, verbindet.
Dann verbindet ¢ +— (z (t),t) den Punkt (x,,t,) mit (xg,to). Setze

ty = sup{t € [t.,to];u(x(t),t) < M}. (7.11)

(Xo.to)

(X(t),t1)
(Xart)

Es gibt W (x (t,),t1,7) € Q x [0,T] mit » > 0 und ¢ > 0 derart, dass (z (t),t) €
W (x(t),t,r) fiir t € (t; —e,t1). Weil u(x(t1),t;) = M folgt aus dem ersten Teil des
Beweises gilt, dass u (x,t) = M auf W (z (¢1) ,¢1,r) und dies ist ein Widerspruch zu (7.11).

Also gilt u (z,t) = M fiir (z,t) € Q x [0,t]. u
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Korollar 7.10 (Eindeutigkeit auf beschrinkten Gebiete) Sei ) ein offenes und be-
schrinktes Gebiet in R™ und sei T' > 0. Das Anfangs-/ Randwertproblem

(0 — A)u(z,t) = f(x,t) fir (z,t) € Q2 x(0,T),
u(z,0) = up(x) fiir x € Q,
u(z,t) = ¢ (x,t) fir (x,t) € 02 x (0,7,

hat héchstens eine Losung u in C? (Q x (0,T)) N C (2 x [0,T]).

Beweis. Wenn es zwei Losungen u; und us gibt, wende man Theorem 7.9 an auf w =
uy — ug und auf —w fiir jede Zusammenhangskomponente von € x [0, 7. |

Theorem 7.11 (Ein starkes Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung
auf R" unter einer Wachstumsbedingung) Sei T > 0 und sei u € C* (R™ x (0,7))N
C (R™ x [0,T]) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung die die folgende Bedingung er-
fullt: Es gibt C' € A derart, dass

u(z,t) < CeAlel’ fir (z,t) € R" x [0,77].

Dann gilt
sup {u (z,t);(z,t) € R" x [0,T]} = sup{u(z,0);z € R"}.

Beweis. Nehme an, dass es (y,t;) € R” x (0,7) gibt mit
u(y,t;) > M :=sup{u(x,0);z € R"}.

Wir nehmen an, dass 4At; < 1. Dann gibt es € > 0 mit 44 (¢; + ¢) < 1. Man definiere fiir
0 > 0 die Funktion

_ J o — y|?
vs (2,1) = u(z,1) et P <m

und man nehme ¢ so klein, dass

1)
U&(y,tl)zu(y,tl)—m > M.

Es gilt (0; — A) vs (z,t) = 0 fiir (z,t) € R™ x (0,¢; + ¢). Nehme Q = B, (y).
Wir haben
vs (2,0) <wu(z,0) < M fir z € Q,

und fiir (z,t) € 0 x (0,11) gilt

) r2

v t) =ul(nt) = o P (4(t1 +a—t))
) r?

(ty +e—t)"” o (4(t1+6—t)>

2 0 2
SCGXP(A(|Q|+T))—meXp (ﬁr)

IN

IN

< Cexp (A |:)3|2) —

t1+€

Weil A < m folgt vs (x,t) — —oo fiir (z,t) € 9B, (y) x (0,t1) wenn r — oco. Wir

konnen dann r derart grol nehmen, dass

vs (x,t) < M.
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Mit Theorem 7.9 gilt
M < sup{vs (z,t); (z,t) € 2 x (0,t1)} =sup{vs(z,t); (x,t) € Op (2 x (0,t1))} < M,

ein Widerspruch.

Wenn die Annahme 4A¢; < 1 nicht erfiillt ist, teilt man das Intervall (0,¢;) auf in
kleinere Intervalle und zeigt das Maximumprinzip nacheinander auf (0, %tl), (%tl, %tl),
USW. ]

Korollar 7.12 (Eindeutigkeit auf R" bei einer Wachstumbedingung) Sei T > 0.
Seiue C*(R" x (0,7)) NC (R™ x [0,T]) eine Lisung von

{ (O — AN u(z,t) = f(x,t) fir (z,t) e R" x (0,7,
u(z,0) = up(x) fir z € R",

die die folgende Wachstumbedingung erfillt: Es gibt C und A derart, dass
lu(z,t)] < cel”’ fiip (x,t) € R" x [0,T].
Es gibt hochstens eine solche Ldsung.

Beweis. Man wende Theorem 7.11 an auf die Differenz zweier Losungen. ]
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 8

Die Wiarmeleitungsgleichung 11

8.1 Eindeutigkeit auf beschrinkten Gebieten

Die Eindeutigkeit fiir das Anfangs-/ Randwertproblem lésst sich bei beschrinkten Gebie-
ten Q mit 9Q € C! einfacher zeigen. Wenn

(0 — A)u(z,t) = f(x,t) fir (z,t) € Qx(0,T),
u(x,0) = ug(x) fir x € Q, (8.1)
u(x,t) =@ (x,t) fir (x,t) € 02 x (0,7,

zwei Losungen in C? (Q x [0, T]) hat, nenne sie u; und uy, dann kénnen wir

E(t) :/Qw(x,t)zdx (8.2)

mit w = u; — uy betrachten. Es folgt, dass

E'(t) = /9210 (x,t) Oww (z,t) dx
= /Qw (z,t) Aw (z,t) dx
- —2/ IV (x,t)]* de < 0.

Wir haben die Differentialgleichung und partieller Integration verwendet. Weil w (z,t) = 0
on 0 x [0,7] sind die Randterme gleich null. Weil £ (0) = 0 und E (t) > 0 fiir alle
t € 10,T7] gilt, folgt
0< Elt)<E()=0.

So folgt F (t) = 0 und die Eindeutigkeit.

Diese Energiefunktion E konnen wir auch verwenden um Eindeutigkeit der Anfangs-
werte zu zeigen. Dieses Problem ist wesentlich anders, denn eine Losung riickwérts zu
finden ist im Allgemeinen nicht moglich.

Theorem 8.1 Sei f und ¢ in (8.1) gegeben und ug unbekannt. Wenn uy, uy € C? (Q x [0, T])
Lésungen von (8.1) sind (ohne ug vorzuschreiben!) und

Uy (JZ,T) = U2 (I,T),
dann gilt u; = uy auf Q x [0, 7).
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Beweis. Wir betrachten F (t) aus (8.2). Es gilt
B'(t) = —4 /Q Voo (2,1) - Vo (,t) dr —
:4/9Aw (x,t) Oww (z,t) dx:4/Q|Aw (z,0)]* da.

Auch gilt mit Cauchy-Schwarz, dass

E’(t):2/ﬂw(x,t) Aw (z,t) dx§2(/9w(x,t)2dx)é (/ﬂAw(x,t)de)%.

Wir finden, dass
E't)) < E)E"(t).

Wegen unserer Annahme gilt £ (7) = 0. Wenn E (t) = 0 auf [0,7] wiren wir fertig.
Nehmen wir also an, es gibt ein Interval [ty,%s] C [0,7] mit E (t) > 0 fiir t € [ty,t2). Weil
E (t) > 0 gilt auf dieses Intervall, ist log (£ (t)) wohldefiniert. Es folgt, dass

d\’ d (E'(t)\ E'®)E(t) — E'(t)?
(&) o= 5 (5g) - 2o

Dann ist ¢ +— log (F (t)) convex auf [t1,t2) und
log (E((1—s)t; +st)) < (1 —s)log(E (t1)) + slog (E (t)) fir s € [0,1].
Anders geschrieben wird es
E((1—s)t,+st) < E(t) " E)® firse[0,1].
Weil E stetig ist, folgt
E((1—s)ty +sty) < E(t)' ™ E(t2)° = 0 fiir s € (0,1].

Dies ergibt einen Widerspruch. [ ]

8.2 Regularitat

Wir haben gesehen, dass die Losung der Warmeleitungsgleichung in R™ x (0,7") (mit
f = 0) unendlich oft differenzierbar ist, sogar wenn x +— wu (z,0) nur stetig ist. Dies gilt
auch fiir die Wéarmeleitungsgleichung in 2 x (0, 7") mit 2 C R™. Obwohl wir keine explizite
Losung zur Verfiigung haben und sogar noch nicht mal die Existenz einer Losung gezeigt
haben, kénnen wir doch diese Regularitéit zeigen.

Theorem 8.2 Seiu € C? (2 x (0,7))NC (Q x [0,T]) eine Losung von (8.1) mit f (x,t) =
0. Dann gilt w € C* (2 x (0,7)).

Beweis. Sei (zg,t9) €  x (0,T). Wir zeigen diese Regularitét in (xg,%y) und definieren
dazu die Zylinder

Z (xg, to,r) = {(:E,t);|$—x0] < rund tg—r? <t<t0}.
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Abbildung 8.1: Die Zylinder aus dem Beweis zu Theorem 8.2.

Nehme an Z (xg, to,70) C 2 x (0,7") und setze
Zy = Z (wo,t0,10) » Zo = Z (w0, to, 3r0) und Zs = Z (w9, to, 370) -
Sei x € O (R™ x R) so definiert, dass

1 fir (x,t) € Zs,
X (z,t) =< ... fir (z,t) € 21\ Za,
0 fir (z,t) & 74,

und definiere (et u(at) fir (o.0)
) x(@,t)u(z,t) fir (z,t) € 2y,
v(z.t) = { 0 fiir (z,) & Z1.

Bemerke, dass v € C? (R" x (0,7)) N C (R" x [0,T1]) gilt,
v(z,0)=0 (8.3)
und auBerdem

(O — A) v (x,t) = Opx (x,t) u(z,t) — Ax (z,t) u(z,t) —2Vx (z,t) - Vu(z,t) = f(x,1)

Weil x (z,t) =1 auf Zy und x (z,t) = 0 auf Z;fiir
f(x,t) =0 fir (z,t) € Zy U Z;

und es gilt, dass f € C* (R™ x [0,T]). Mit Duhamel findet man eine Losung von (8.3-8.4)
und weil diese beschrénkte Losung eindeutig ist wegen Theorem 7.12, folgt

1 — |z —y|
v (z,t) // S t—s))"/2 p<4(z€—s) >f(y,s)dyds.

Fiir (z,t) € Z3 gilt x (z,t) = 1 und also auch

2
w (@, 1) ://( T 1 S>>n/2 eXp< 4‘5_38/)‘ )f(y, s)dyds fir (z,t) € Zs.
Y,8)E€EL1\ 42 -

Es sei bemerkt, dass (z,t) € Zs und (y,s) € Z; \ Z, bedeutet, dass man die singulére
Stelle im Integral, ndmlich (y, s) = (z,t), fern bleibt. Es gilt also, dass

1 - ’x_y’2 %)
(x,t) — (i s))n/2 exp (Zl(t——s)) e C™(Zs).

Mit dem Satz zu Majorisierter Konvergenz ldsst sich Differenzieren und Integrieren ver-
tauschen und es folgt, dass auch u € C* (Z3). |
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8.3 Existenz auf beschriankten Gebieten

Wir werden hier skizzieren wie man die Existenz einer Losung zu

(O — A)u(z,t) =0 fir (z,t) € Qx(0,7),
u(x,0) = up(x fir x € Q, (8.5)
( t)=0 fur (z,t) € 02 x (0,7),

bekommen kann. Man versucht Losungen zu finden fiir

(O — A)u(z,t) =0 fir (x,t) € 2 x (0,T), 8.6
{ w(z,t) =0 fir (o) € 00 x (0,T), (8.6)

die folgende Form haben:
u(z,t) = X(x)T(t). (8.7)

Fiir eine solche Losung gilt
X(2)T'(t) — AX (2)T(t) =0

und wenn u nicht trivial ist, findet man

T'(t)  AX(x)
()  X(z)
Das bedeutet wiederum, dass
()  AX(z)
()  X(z)

Man findet eine passende Funktion u wie in dem Seperationsansatz (8.7), wenn man eine
Losung hat vom zugehorigen Eigenwertproblem.

Definition 8.3 Sei 2 C R"™ ein beschrinktes und zusammenhdngendes Gebiet. Man
nennt

—AX (z) = XX (z) firz € Q,
X(z)=0 fir x € 09,

wo sowohl die Funktion X € C?(Q) N Cy(Q) als auch die Konstante A € R gesucht wird,
ein Eigenwertproblem. Fir ein Paar (X, ), das dieses Problem erfillt, nennt man X
eine Eigenfunktion und A\ den zugehdrigen Eigenwert.

(8.8)

Bemerkung 8.3.1 Meistens reicht es wenn die Figenfunktion nur im schwachen Sinnen
das Eigenwertproblem (8.8) erfiillt. Das heift, man sucht X € W,*(Q) derart, dass

/QVX(x) -Vo(z) = AX (z)p(x)dz =0 fir alle ¢ € C°(Q).

Wenn das Gebiet keinen glatten Rand hat kann es sein, dass es nur schwache Lisungen
qibt.
Definition 8.4 Der Raum Wy (Q) ist definiert als der Abschluff von C° (Q) in der
llwr.2 () -Norm:

mit || fllwrz) = 1l 2@y + IVl 220
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Bemerkung 8.4.1 Man hat C* () NC, (Q) C Wy? (Q). Wenn Q mehrdimensional ist,
sind Punktionen in W, (Q) im allgemeinen nicht mal stetig.

Wie bei Eigenvektoren kann man auch eine Eigenfunktion mit einer Zahl multiplizieren
und es bleibt eine Eigenfunktion mit dem gleichen Eigenwert. Es ist auch hier {iblich, diese
(abhéngigen) Eigenfunktionen als eine Eigenfunktion zu benennen.

Beispiel 8.5 Das Eigenwertproblem

—X"(x)=2X (z) fir0<x<1,
X(z)=0 fir x € {0,1},

hat als Losungen {(Xg, \i); k € Nt} mit
Xy, (z) = sin (krz) und A, = k*72

Man kann folgendes zeigen: {\/iXk; k e N*} ist ein vollstdndiges orthonormales System
in L*(0,1). Orthonormal in L? (0,1) bedeutet

(vaxovaxy={ g Wiy

fir (f,g) = fol f(x)g(x)dx. Vollstindig bedeutet, dass es fiir jede uy € L*(0,1) eine
Approzimation im L*(0,1)-Sinne gibt:

lim Huo — Z::1 <\/§Xk7u0> \/§Xk()‘

n—oo

= 0.
L2(0,1)

Wenn X, eine Eigenfunktion mit Eigenwert ) fiir (8.8) ist, dann hat man auch eine
Losung von (8.5) mit u (z,0) = Xj(x), ndmlich

u(x,t) = e M X (2).
Man sieht sofort, dass

(0 — A)u(x,t) = =M ¥ X (2) + Mpe M X (2) = 0,
u (SL’, 0) = e_kkOXk<x> = Xk<x>7

u(x,t) = e M Xy (z) 0.

\xe{0,1} lze 0.1} -

Fir u (x,0) =Y ,_, ¢ X, (¢) findet man als Losung dieser linearen Differentialgleichung

n

u(z,t) = Z cre” M X (2).

k=1

Ohne Beweis beschreiben wir, wie man allgemeine Anfangswerte mit einem solchen
Ansatz angehen kann.

Behauptung 8.6 Ist folgendes erfiillt:

1. { Xy }pen it ein vollstindiges orthonormales System von Eigenfunktionen in L* ()
die (8.8) im schwachen Sinne erfiillen;

2. { M} pen hat hochstens endlich viele negative Eigenwerte;
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3. ug € L? (Q),
dann gilt:
e Die Funktion u (-,t) € L? (Q) st fiir t > 0 wohldefiniert durch

w(e,t) = lim D" e (X up) Xi(a);

o t—u(,t)€L®((0,T);L*(Q));

o limy g [Ju (- 1) — ol 291y = 0:

Wenn zusdtzlich gilt, dass ug € VVOL2 (), dann folgt
o t—u(t)e L ((0,T); Wy (Q);

e u ist eine schwache Lisung der Differentialgleichung (0, — A)u = 0.
Das heif$t hier, fir alle ¢ € C3° (Q x (0,T)) gilt

/0 /Q(u (x,t) Opp (x,t) — Vu (z,t) - Vo (x,1)) dedt = 0.

Ohne nihere Bedingungen am Rand 952, wie zum Beispiel Q) € C?7, kann man nicht
die Existenz einer klassischen Losung zeigen. Auch wenn vy € C? (ﬁ) kann es sein, dass
u (-, t) fiir t > 0 nicht stetig bis auf 02 ist. Im Innern von 2 x (0,7") wird die Lésung wie
vorher unendlich oft differenzierbar sein.

8.4 Zwei Gegenbeispiele

Beispiel 8.7 Wir haben gesehen, dass wenn u € C* (R™ x (0,7)) N C (R" x [0,T]) eine
Lésung ist von

(O — A)u(z,t) =0 fir (z,t) e R" x (0,7, (8.9)
u(z,0) =wuo(x)  fiirx e R™, '
sogar gilt, dass u € C*> (R™ x (0,T)). Dies bedeutet, dass das Riickwdrtsproblem
(at—A)u(x7t):O fur (l’7t)€RnX (_T70)7 (8 10)
u(z,0) =uo(x)  fiirx e R™, '

nur moglicherweise losbar ist, wenn uy € C* (R™).
Aber sogar wenn es der Zufall will, dass (8.10) losbar ist, zeigt folgendes Beispiel von
Hadamard, dass die Robustheit verletzt ist. Sei

u. (z,t) = ee ' sin (z/e) .

Man berechnet sofort, dass (0, — 02) u. (x,t) = 0 fiir (z,t) € R x R und dass
|us (x,0)| = |esin (x/e)] < e.

Auch gilt fiir beliebige t < 0, dass

. . —t/e2 . . _ /2
lglflol e (2, 8)|| poo(ry = lslflol Hse /<% sin (x/e)”Lm(R) = 151{5156 e — xo.

Das heifst, man kann kleine Storungen beim Anfangswert angeben mit beliebig grofien
Anderungen in der Lisung.
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Abbildung 8.2: Links eine Skizze zu dem Gegenbeispiel von Hadamard mit € = % Rechts
die Funktion von Tychonov aus Beispiel 8.8.

Beispiel 8.8 Wir haben die Eindeutigkeit gezeigt fir die Losung zu

{ O — A)u(z,t) = [ (x,t) fir (z,t) € R* x RY, (8.11)

u(x,0) = uo(x) fiir x € R™,
wenn die Losung zusdtzlich eine Wachstumsbedingung erfillt: Fs gibt C'¢A mit
lu (x,t)] < Cel™ fiir alle (x,t) € Rx [0,00).

Tychonov hat sich folgendes Beispiel tiberlegt. Man definiere

0 2n
u(x,t) :Z:Oafgb(t)%ﬁjrx,teR

eV fiirt #0,
¢<t)_{ 0 furt=0.

Man kann zeigen, dass die Reihe gleichmaf$ig konvergiert auf kompakten Teilmengen von
R x R und sogar dass

oo S < 2 (Y o () < L (Y e (2
tPa = e\t ) P \a) =\t ) P\ )
Es folgt

x? -1 4%t — 1

lu(z,t)| < exp <7> exp <P) = exp < e > (8.12)

und

limu (z,t) = 0.

t—0

Dieser Grenzwert gilt fiir jedes x aber die Konvergenz ist nicht gleichmdajig in x!
Auch gilt

& 2n > 2n 113'2”_2

(00— ) 3000 (1) (g = 200 (1) (o Z 06 (1) G =
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Die Funktion u ist also eine nicht-triviale Losung von

{ (81&_A)u(x7t):0 fdr (I7t) GRXRJr’ (813)

u(z,0)=0 fir x € R.
FEs folgt selbstverstindlich nicht aus (8.12), dass die C' €& A-Bedingung nicht erfillt ist. Man
kann jedoch zeigen, dass die Abschdtzung in (8.12) fast optimal ist und dass u tatsdchlich
die C'éA-Bedingung nicht erfillt.

Mehr Details zu diesen Beispielen findet man im Buch von DiBenedetto.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 9

Die Laplace- und Poisson-
Gleichungen

Die Struktur bei elliptischen Gleichungen zweiter Ordnung ist nicht wesentlich ver-
schieden bei Operatoren mit konstanten oder nicht-konstanten Koeffizienten. Technische
Aspekte konnen leider unverhéltnisméfig kompliziert werden bei allgemeinen elliptischen
Randwertproblemen. Wir werden uns deshalb oft beschranken auf einen Prototyp ellipti-
scher Differentialgleichungen, nimlich die Poisson-Gleichung?

Au = f. (9.1)
Den Differentialoperator?

A:iag

nennt man Laplace-Operator®. Setzt man f = 0 in (9.1), wird sie Laplace-Gleichung ge-
nannt. Meistens sucht man Losungen von (9.1) auf einem Gebiet 2 C R™ mit vorgegebenen
Randwerten auf 0f2.

9.1 Fundamentallésung

Definition 9.1 Sein € {2,3,4,...}. Die Funktion F, : R — [0, o0] definiert durch
Fy(x) = 57 Izl
Fo(z) = —~—|z[*™ fiirn >3,

(n—2)wn,

nennt man die Fundamentallosung zu —A.

Bemerkung 9.1.1 Man findet eine Fundamentallosung fiir einen rotationsinvarianten
Operator wie —A wenn man eine passende Losung von —Af (|x|) =0 fir |z| > 0 nimmt.
Das heifit, man sucht f : Rt — R derart, dass

o0 f () =0

1Siméon Denis Poisson (1781-1840) bekam in 1802 eine Professur an die L'Ecole Polytechnique in
Paris. Er war ein Schiiler von P1erre—S1mon Marquis de Laplace.

2Stochastiker nehmen oft A = 33" | 92 und fiir Potentialtheoretiker gilt A = — 37" | 62 .

3Pierre-Simon Marquis de Laplace ( 1749 1827) war ein Schiiler von Jean-Baptiste le Rond d’Alembert.
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Es gilt namlich

Af ()= V- (f' (12 —) =@t (2 T+ £ () V- =

)~ B E
- i ’ / " —1 /
= e () ) (= g ) = )+ s e
i=1
und via )
P! () + == () = ' 00, f (1)

folgt f(r) = c17®*™™ + ¢y wenn n > 2 und f(r) = c;logr + ¢y wenn n = 2. Die zweite
Konstante spielt keine Rolle und ¢y sollte man derart wdhlen, dass folgendes gilt.

Lemma 9.2 Im Sinne von Distributionen gilt —AF,, = dq.

Beweis. Man soll zeigen, dass fiir alle ¢ € D (R") (oder S (R™)) gilt

[ Fa@ (=80 @) ds = o(0)

Wie bei Proposition 2.5 verwendet man, dass F,, € L}, (R") N C> (R™\ {0}) und dass

loc
—AF,(z) =0 fur z # 0.

Nehmen wir ¢ € D (R") so gibt es eine Kugel Bg(0), die den Tréager von ¢ umfasst, und
es gilt

/ F.(x) (—Ap(z))dr =—1lim F.(x) Ap (z)dx =
" “10 JBr(0)\B-(0)

=lim | — F.,(z) Vo(x)— VE,(z x)) - vdo,
(/a%@\&(o»( (v) Vo (2) — VEu() o (x)) - vdos +

€l0
—/ AF,(x) ¢ () dw) =
Br(0)\Be(0)

= lim F.(z) Vo (x) - vdo, — lim VE,(x) ¢(x) - vdo,.
=10 Jam.(0) €10 JaB.(0)

Man findet fiir n > 2, dass

2—n
/ F,(z) Vo (x)-vdo,| < M/ ldo, — ||Vg0||C>Q8
dB.(0) .0

(n—2)w, n—2 "

el ||V
[ @ - eo)-vin] < = [ a0, < o) -
0B:(0) Wn 9B (0)
Es folgt
/ F.(x) (—Ap(z))dr =—1lim VF,(z) ¢(0)-vdo, =
n el JaB. (0

)
! L el 0(0) doy = lim S (0) [ =)
= lim — |z © o, = lim © o = (0).
=10 JaB.(0) Wn el0 wp 0B (0)




9.1 Fundamentallosung 95

Fiir ¢ € § (R™) benutzt man, dass ¢ und V¢ schneller als jedes Polynom nach 0 konver-
giert fiir |z| — oc. |

Wenn —AF,, =y im Sinne von Distributionen, dann gilt im gleichen Sinne auch
—AF, (- —y)=0d (- —y) =6, ().
Anders gesagt

| Fua—u) (~8p () dz = 40).

Wenn —Ayp = f gilt, so hat man, wenn man = und y vertauscht und F,(z) = F,(—=2)
bemerkt, dass

o@= [ F-v iy 9.2

Man nennt (9.2) eine Darstellungformel fir —Ap = f. Das heifit, wenn fiir ¢ und f gilt,
dass —Ayp = f, dann gilt auch (9.2). Sie ist noch keine Losungsformel. Das werden wir
nun zeigen:

Proposition 9.3 Sei f € C} (R") und setze

u(r) = / Fu(x—y) f(y)dy. (9:3)
Dann gilt u € C* (R™) und —Au = f in R™.

Beweis. Wenn man bedenkt, dass

Bu@@) =4 [ Fle-y) f@)dyund [ AR(e-y) @)y =0,

n

dann kann man anscheinend Integral und A-Operator nicht vertauschen oder der Satz
wiére falsch.

Der Grund ist, dass die zweiten Ableitungen von x +— F,(x — y) nicht integrierbar
sind. Die Sétze iiber majorisierte oder monotone Konvergenz sind nicht anwendbar. Die
ersten Ableitungen von x — F,(z — y) sind aber lokal integrierbar, und mit majorisierter
Konvergenz und einer partiellen Integration folgt

Vu(z) = V[ Fuz—y) fly)dy= | V.F.(x—y) f(y)dy=

R™ R

— ~ [ VARG fod= [ Ra-n) Vi 04

RTL n

Also ist u differenzierbar und weil V f stetig ist und
| Fla-n) Vi = [ Fi2) Vaf - 2)dy

gilt, findet man, dass Vu stetig ist, also gilt u € C*! (R").
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Auch gilt, dass

Op0uu(r) = O, / Fla=1) 0, ) dy = [ 0.Fula =) 0 () dy =
~ [ @F)©) @y
existiert und sogar stetig ist. Also gilt u € C* (R™).
Weiter folgt
du@) = =V [ Re-p) ViWdy=- [ V.Fo-y)-Vf)dy -

= VyE(r—y)-Vf(y)dy.

R

Wir bohren wieder ein kleines Loch, diesmal um z herum und finden

V,Fo(z —y) - Vf(y)dy =lim VyFo(x—y)-Vf(y)dy =
Rn el0 Jrn\B.(z)

“tim (< [ VRE—p = [ ARG F0d) -

1 -
= lim — =yl ™" fy) do, = f ().
i [l ) do = 1)

Nicht nur der letzten Schritt ist ahnlich wie im Beweis von Lemma 9.2. ]

Dieses Lemma hat als Vorrausetzung, dass f stetig differenzierbar ist und eine kompak-
ten Tréager hat. Beide Bedingungen kann man abschwéchen. Es reicht wenn f integrierbar
ist und wenn die rechte Seite in (9.3) wohldefiniert ist. Wir werden diesem hier nicht
weiter nachgehen. Wir méchten die Annahmen nur in einer Richtung etwas abschwiéchen.
Um zu zeigen, dass u definiert durch (9.3) in z( zweimal stetig differenzierbar ist reicht
es, wenn f in einer Umgebung von x stetig differenzierbar ist.

Sei zyp € R™. Man nehme x € C3° (R") derart, dass

1 fir |z — x| <e,
x(x) =< ... fire<|z—uxo < 2¢,
0 fir |z — x| > 2e.

Dann gilt

u(z) = /B%(m) Fo(r —y) x(y) f (y) dy+/ Fur—y) (1=x)) f(y)dy.

R™\ B (z0)

Nehmen wir z € B, (20), so gilt fir y € R™\B.(xzo), dass |z —y| > ie. Dies bedeutet,

das die singulédre Stelle im rechten Integral mindestens %5 vom Integrationsgebiet entfernt
liegt und somit folgt sogar fiir f € L' (R"), dass

T )Fn(l’ —y) (1=x®) f(y)dy € C% (B.jz (w0)) -

Fiir das linke Integral kénnen wir Proposition 9.3 verwenden. Fiir f € C! <BQ€(:1:0)> folgt

T Fu(z—y) x () f (y)dy € C*(R").

Bs, (mO)
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Ubrigens gilt fiir f € L (R™) mit kompaktem Tréger, dass v in (9.3) wohldefiniert ist
und sogar dass

v | Fuz—y) fy)dy e C(R"). (9.5)

R

Es gilt ndmlich, dass wenn der Triager von f in Bg(0) liegt, dass

/nFn(rC —y) () dy‘ =

/ Fo(x —y) f(y)dy| <
Br(0)
< (1l e /B ol =)y < Collll o

R

Fir f > 0 kann man den Satz zur majorisierten Konvergenz verwenden um zu zeigen,
dass

lim | F,(z—y) f(y)dy =lim [ F,(w) f(w—2)dw =

2= Jpn 2= Jpn
— [ A f@-a)du= [ Fe-y) f)dy
Das liefert (9.5). Wir fassen zusammen:

Lemma 9.4 Sei f € L™ (R") und nehme an, f hat einen kompakten Trager. Dann ist

wohldefiniert und es gilt u € C' (R™).
Wenn aufSerdem f, c ! (BQE(SCO)>, dann gilt

Bae ()

wy € C* (Baplan)) (9.6)

B /2(20)
und —Au(x) = f(x) fir x € B. /(o).

Bemerkung 9.4.1 Statt anzunehmen, dass f einen kompakten Trdger hat, reicht es
wenn f gentigend schnell fallend ist:

lim (14 ]2?)" £ (z) =0

|z|—o0

fiir k € R™ geniigend grofs.

9.2 Randwertprobleme

Das eigentliche Problem, an dem man interessiert ist, ist

—Au=f in €,
{ u=¢ auf 0Q. (9.7)

Wir werden grob einige Moglichkeiten beschreiben, wie man dieses Problem angehen kann.
Vorher geben wir zwei Moglichkeiten an, wie man dieses Problem vereinfachen kann.
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Es sei bemerkt, dass wenn man

{—Av:f in Q, und{—szo in Q,

v=0 auf 09, w=p auf 09, (9-8)

fiir allgemeine f und ¢ lésen kann, man auch (9.7) lésen kann. Denn seien v und w
Losungen von (9.8), dann ist v = v + w eine Losung von (9.7). Manchmal braucht man
aber nur eine der beiden aus (9.8) lésen zu konnen:

e Wenn man das rechte Randwertproblem in (9.8) lésen kann, dann kann man auch
(9.7) losen: Setze

w= [ Fae=v) )y
Q
und sei w eine Losung von

—Aw =0 in €2,
w =@ —u; auf o,

so findet man, dass u = u; + w eine Losung ist von (9.7).

e Wenn man das linke Randwertproblem in (9.8) losen kann und ¢ = @), fiir ® €
C?*(2), dann kann man auch (9.7) lésen: Sei v eine Losung von

—Av=f+Ad inQ,
v=20 auf 0€,

so ist uw = v + ® eine Losung von (9.7).

9.2.1 Die Methode von Perron

Fiir harmonische Funktionen u auf €2, also Au = 0 in 2, sagt Proposition 2.5, dass

1
u (zo) = /8B ( )u(x) do, fiir jede Sphire B, (z9) mit B, (xg) C .
r (20

wnrn—l
Diese Aussage ist gleichwertig zu

n

u(xg) = /B ( )u(:c) dx fiir jede Sphére B, (x¢) C Q.
r{Z0

Wwpr™

Den Fliacheninhalt der Einheitssphére in R™ nennen wir w,,; das Volumen der Einheitskugel
in R™ ist dann %wn.

Definition 9.5 Fine Funktion u € C (2) nennt man superharmonisch auf €2, wenn

u (o) > n

/ u(x) dz fir jede Sphére B, (zo) C €.
Br(zo)

WpTr™

Eine Funktion u € C (2) nennt man subharmonisch auf Q, wenn

U (o) <
(0)_wnr”

/ u(z) dx fir jede Sphdre B, (zg) C €.
Br(zo0)
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Fiir
—Au = in Q,
u= auf 00,

kann man wie folgt verfahren.

Ansatz 9.1 (Mit Hilfe des Maximum Prinzips) Perron® definiert
Se (ﬁ) = {u eC (ﬁ) ;. u superharmonisch in Q) und uw > ¢ auf 89}

und setzt

u(z) =inf {u(z);ue S, (Q)}.

Man kann zeigen, dass @ harmonisch ist auf 2 und dass u > ¢ auf 9€2. Wenn man
zusétzlich annimmt, dass () einen ,netten” Rand hat und ¢ stetig ist, kann man sogar
zeigen, dass u € C (ﬁ) und @ = ¢ auf 9€). Was genau nett ist, soll noch erklédrt werden.
Das Maximum Prinzip sagt aus, dass eine subharmonische Funktion ein Maximum nur am
Rand des Gebietes annehmen kann. Fiir eine superharmonische Funktion folgt, dass sie
ein Minimum nur am Rande annehmen kann und so auch dass 4 > min {p(z); z € 00Q}.

9.2.2 Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Riesz

Eine zweite Losungmoglichkeit gibt es, wenn man die schwache Version zum Randwert-
problem

—Au=f in €,
u=0 auf 09,

betrachtet. Die schwache Formulierung einer Losung u ist wie folgt: Man hat u € W,2(Q)
derart, dass

/Q(Vu Vv — fv)dr =0 fir alle v € Wol’z(Q).
Hier ist W, () ein Sobolev-Raum, néimlich
() = Gy 09
mit

1/2

[ullyrey = </Q (u(x)? + |Vu () %) da:)

Mit C’go(Q)”'HWI’Qm) ist gemeint, dass Wy *(Q) der Abschluss von C$°(Q) ist beziiglich
der [||lyy1.2(q)-Norm. Man kann zeigen, dass W,y*(Q) ein Hilbert-Raum ist, beziiglich des
Skalarproduktes

(u,v) = /QVu (x) - Vu(x) d.
Fiir f € L*(Q) ist
UH/Qf(x) v(z) de

eine stetige lineare Abbildung von W, (Q) zu R.

4Oskar Perron, 1880 Frankenthal in der Pfalz — 1975 Miinchen
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Ansatz 9.2 (Mit dem Darstellungssatz von Riesz) Fir Q ein beschrinktes Gebiet
in R™ und f € L*(Q) ist

'Ul—>/Qf(a:) v(z) de:Wy*(Q) =R

eine stetige lineare Abbildung. Der Darstellungssatz von Ries?’ fiir Hilbert-Riume besagt,
dass es u € Wy (Q) gibt mit

(u,v) = / f(z) v(x) dz fir allev e W,” (Q).
Q
Anders gesagt, u ist eine schwache Lisung.
Ein Vorteil dieses Verfahrens ist, dass wir kaum Bedingungen an €2 haben. Es ist aber

nicht klar und meistens auch nicht richtig, dass dieses u eine klassische Losung ist.

9.2.3 Durch Variationsrechnung

Hilbert® betrachtete das Funktional
J: W2 (Q) =R

definiert durch

1) = [ (GI9u(@)P = @) u(a)) da
und konnte folgendes zeigen:

Ansatz 9.3 (Mit Hilfe der direkten Methoden der Variationsrechnung) Fir( ein
beschrinktes Gebiet in R™ und f € L? (Q) gibt es ug € Wy* (Q) derart, dass

J (up) = EV%/I}E(Q) J(u).

Fiir eine solche Funktion uy € Wy* (Q) gilt also
J (ug) < J (u) fiir alle u € Wy (Q),
und dann auch, dass
J (ug) < J (ug + 1) fiir alle ¢ € Wy (Q) und € € R.
Es folgt fiir die erste Variation
0J (ug, ¢) := lim T (ug +ev),

dass

0= 0J (ug, ) = / (Vu (x) - Vo (z) — f(z) () d fiir alle ¢ € W,2(Q)

Q

und damit, dass die Funktion ug, die J minimalisiert iiber u € Wy (Q), eine schwache
Lésung ist.

5Frigyes Riesz, 1880 — 1956, war ein Ungarischer Mathematiker.
6David Hilbert, 1862 Kénigsberg — 1943 Géttingen, war wahrscheinlich der einflussreichste Mathema-
tiker seiner Zeit.
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9.2.4 Ein Beispiel

Die verschiedenen Losungstypen geben auch tatsédchlich unterschiedliche Ergebnisse. Man
betrachte 2 = {x € R™;0 < || < 1} und das Problem

{

Wenn es eine Losung ug € C (Q) gibt, ist auch die rotierte Funktion u, = ug o R, eine
Loésung mit R, irgendeine Rotation um 0. Sogar g := i f@ o (0) 1o (R,x) dp wére eine

=1 firxeq,
0 fiir z € 09).

Losung. Weil u,,q radialsymmetrisch ist, findet man fiir U (|z|) = uyqq (z) die gewShnliche
Differentialgleichung

—rt7"9," 10U (r) = 1.

Man hat 8,r"'9,U (r) = —r"~! und via r"9,U (r) = ¢ — 2r" und 0,U (r) = cr' ™" —
folgt

S |-
<

U(r)=ci+cor®™™ — 51

Es gibt aber keine derartige Funktion, die U (0) = 0 = U (1) erfiillt. Es gibt also keine
Losung u € C () N C2 (Q).

Trotzdem kann man aber zeigen, dass
2
u(x) = % (1 — |z )

eine schwache Losung in VVO1 2(Q) ist. Der Funktionswert in einem Punkt wird im Raum
W, ?(Q) mit Q ¢ R” und n > 2 nicht wahrgenommen.

Das letztere siecht man am folgenden Beispiel. Die Funktionenfolge

o) = “EUEEED (- )

konvergiert gegen 1 — |z|* in W,*(B1(0)) wenn n > 2.

0.2 0.4 0.6 0.8 10

|z —

Abbildung 9.1: ¢y, konvergiert gegen 1 — |-|* in Wy(B1(0)) und nicht in C(B1(0)).
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log (1+ k |x|) 2
H‘Pk(') - (1 — || )HW“ (B1) — Bl(o) << log (1 + k) 1) (1 - |x‘2)>

L 1- log ?
:wn/ k(1= (O L+ kr) —1)27«

n—ld —

(1 + k) log ( 1+k log (1 + k) roar
_ (log( 1+ k2
(log (1 + k)

Es gilt

de =

) — 0 fir & — oo.
)2

Selbstverstandlich versucht man nicht den genauen Wert zu finden, sondern man sucht
verniinftige Abschétzungen. Wesentlich in diesem Fall ist n > 2, weil nur dann gilt

( k(1—r?) )2r”_1< 2 k*r
(1+kr)log (1 + k) ~ log (1 + k)14 k22
und

Lok?r
0

Der eifrige Student darf es nachrechnen und auch bemerken, dass sich der Rest des Inte-
grals einfacher abschétzen lasst.

9.3 Greensche Funktionen auf Halbraum und Kugel

Bevor wir die oben genannten Losungsmethoden anschauen, werden ein paar Fiélle vorge-
stellt, bei denen man eine fast explizite Losung geben kann.

Beispiel 9.6 Fir einige f ist es moglich eine Formel fiir eine Losung auf dem Halbraum
2u geben:

—Au=f inRt xR
u=0 auf {0} x R" 1

Man definiert

) f(z1,29,...,20,)  fiirx € RT x R
[z, 20, . 2,) = fiir x € {0} x R*™1,
—f (=2, m9,...,2,) fiirz € R™ x R*1

und setzt

u@ = [ Py )y (9.10)

Wenn f € C'([0,00) x R") dann gilt f € C'(R\ {0} x R*) N L> (R"). Hat f auch
noch einen kompakten Triger oder fdllt sie gentiigend schnell fir |x| — oo dann folgt mit
Proposition 9.3, dass

—Au=f=f auyf R" x R* .

Man findet aus Symmetriegrinden, dass
u(—=x1, Ty ... &) = —u(T1, T, ..., Ty) .
Wenn f die Bedingungen von Lemma 9.4 erfillt, ist u stetig und es folgt, dass

u (0, xq,...,2,) = 0.
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Das heifst, u in (9.10) liefert eine Losung.
Man kann die Funktion in (9.10) noch anders schreiben. Wir setzen

(T, 22, xn)" = (=21, 29, ..., 1)

und finden

w@ = [ Re-nsd-
F,(z—vy

/R+ xRn”

- [ censwa

) f(y)dy —

mit
G(z,y)=F,(x —y) — F, (x —y*) firxz,y € RT x R™.

Man bemerke, dass nur x — F, (x —vy) eine Singularitit innerhalb RT x R™ hat weil
y € RT x R™.

Definition 9.7 Sei Q C R" ein Gebiet. Eine Funktion Gg : Q X  — [—o00,00] derart,
dass

wm:LGmwﬂw@

fiir gentiigend nette Funktionen f eine Losung von

—Au=f in§,
u=0  auf o9,

gibt, nennt man eine Greensche” Funktion.
Formell hat eine Greensche Funktion folgenden Eigenschaften:
o —A,G(z,y) =0d,(x) fir z,y € O
e G(z,y) =0 firz € 9Q und y € Q.

L e
N

Abbildung 9.2: Halbraum und Kugel haben explizite Greensche Funktionen.

"Georg Green, 1793 — 1841, Britischer Mathematiker.
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Beispiel 9.8 Betrachte das Gebiet Q@ = Bg(0) C R". Definiere die Kelvin-Spiegelung
von Br(0) \ {0} zu R™\ Bg(0) durch

RQ
Tt = =T
|z
Dann ist o]
Y x
G (2.0) = Fu o =) = F (W o= ) (0.11)
eine Greensche Funktion fiir
—Au=f in Bg(0),
{ u=0  auf OBg(0). (9.12)

Firy € Bg(0) folgt |y*| > R und sieht man, dass x — F, (% (x — y*)) keine Singularitdt
fiir x € Br(0) hat. Man sollte sich fragen was passiert, wenn y = 0. Weil

R ‘ gl e

ol T 2yt R? (9.13)

2
— Mx_
R

‘%(ﬂv—y*)

sieht man, dass F, (%' (x — y*)) fir y = 0 sogar unendlich glatt fortsetzbar ist durch
F.(R).
Formell folgt, mit y als Parameter, dass

2
y
— AGpg) (y) =0, — % s =0y (9.14)

fiir Funktionen mit Trdager innerhalb Q.
Weil (9.13) gilt, kann man x und y vertauschen, folgt

Gpro (,y) = Fu(z —y) — F, (@ (v — x"‘)) :

R
und wegen
im 2 (o) =y~ o
le|TR R ’
dass
GBro) (@,y) =0 fir x € 0Bgr(0) und y € Br(0). (9.15)

Die Gleichungen (9.14) und (9.15) lassen vermuten, dass (x,y) — Gpu0) (x,y) tatsdichlich
eine Greensche Funktion ist fir (9.12). Man verwende dazu die Ergebnisse aus Abschnitt
9.1.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 10

Ordnung und Existenz bei Laplacé

10.1 Greensche Funktionen
Am Ende vom letzten Kapitel haben wir eine Losungsformel fiir

—Au=f in Bg(0),
u=0 auf 0Bg(0).

gefunden:
u(x) :/ G0 (,y) f(y)dy (10.1)
Br(0)
mit
27932 2 (.12
o (1 ) =
GBro) (2, y) = 1 o ol (10.2)
wn(n—2) <‘5L’—y‘ - %$— WY ) fiir n > 3.

Die erste Formel in (10.2) ergibt sich iibrigens direkt durch (9.13) und die Eigenschaften
vom Logarithmus.
Eine Greensche Funktion existiert fiir mehr allgemeine Gebiete. Sucht man eine solche

Funktion fiir
—Au=f in €,
{ u=0 auf 09, (10.3)

dass heif3t
u(z) = / Ga (,y) F(y)dy
Q

ist eine Losung (10.3), dann kann man sagen, dass

mit A (-, y) eine Losung von

—Ah(,y)=0 in Q,
{ h(y)=F,(-—y) aufof. (10.4)

Im Moment fithren diese Uberlegungen uns nicht weiter. Fiir die Existenz einer Green-
schen Funktion auf 2 miisste man erst mal (10.4) 16sen konnen. Nur im Fall einer Kugel

105
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hatten wir eine explizite Funktion. Genau fiir diesen Fall kann man folgendes zeigen. Die
Ergebnisse stimmen auch fiir andere Gebiete €2, aber das konnen wir hier noch nicht
zeigen.

Behauptung 10.1 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C'. Eine Greensche

Funktion fiir
—Au=f inQQ,
{ u=0  auf 09, (10.5)

hat die folgenden Figenschaften:
1. G — F, € C*(Q x Q), also folgt Go € C* (2 x Q\ Dq);
Go € C (2 x Q\ Dg);
A,Gq (x,y) =0 fir (x,y) € A x Q\ Dq;
Ga(x,y) =0 firx € 0Q und y € Q.
Ga (z,y) = Gq (y, ) fir (z,y) € 2 x Q\ Dag.

Hier ist Dy = {(z,x);x € A} die Diagonale von A X A.
Bemerkung 10.1.1 Fiir Q = Bg(0) hat G ) definiert in (10.2) diese Eigenschaften.
Nehmen wir an, ) hat eine solche Greensche Funktion G und dass auflerdem gilt
y— G(z,y) € CH(Q\ {z}) fiir alle z € Q. (10.6)

Verwenden wir die Greensche Formel
/ (uAv — vAu) dx = / (ud,v — vo,u) do (10.7)
Q o9
fiir u € C2() mit —Au = f und v = Gq (z,-) auf Q\ B.(r) statt 2, so finden wir
[ ) 8Ga )~ Go(r.9) Bu ) dy -
O\B.(z)
= / (u(y) 8,,Ga (z,y) — Ga (z,y) Ou(y)) do,.  (10.8)
O(\Be(x))

Aus Eigenschaften 3 und 4 folgt

/ u(y) AyGq (z,y) dy = 0 und Go (z,y) Oyu (y) do, = 0.
Q\Be(z) o0

Aus Eigenschaft 1 folgt

m [ w) 9 Ga .y do, = lm [ u(y) Do By (@~ y) doy, = ula),
el0 Jop.(z) €10 JaB.(x)

lim Go (z,y) Oyu(y)do, = lim F, (x —y) d,u(y) do, = 0.

€10 JoB.(x) =10 JoB.(x)

Kombinieren wir diese Gleichungen mit (10.8) so folgt mit £ | 0, dass

/Q Ga (2,y) f (4) dy = ulz) + /a ) 0,6 (2.3) o
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Dies bedeutet, wir haben eine Darstellungsformel fiir

{—Au:f in €2,

u=¢ auf 09, (10.9)

bekommen.

Proposition 10.2 Sei G eine Greensche Funktion fir Q0 mit Figenschaften wie in Be-
hauptung 10.1 und sei (10.6) erfillt. Dann ist der Poisson-Kern

Ko (z,y) = —0,,Ga (2,y) (10.10)

wohldefiniert fiiry € 0 und v € Q\{y}. Wenn (10.9) eine Lésung hat, wird sie dargestellt
durch

u(z) = / Go (2.y) fF)dy + | Ko (e.y) o(y)do,. (10.11)
Q o0

Bemerkung 10.2.1 Fir viele Gebiete 2 ist (10.11) sogar eine Lisungsformel fir (10.9).

10.2 Folgen der Greenschen Funktion auf der Kugel

Lemma 10.3 Sei u harmonisch auf Q@ C R", dann gilt fir jede Kugel Bg(x¢) mit

Br (z9) C 2, dass

R? — |z — x|
o w4
Rw, OBg(wo) |z —y

u(z) =

Bemerkung 10.3.1 Fiir x = xq finden wir den Mittelwertsatz fiir harmonische Funktio-

nen, Proposition 2.5:
1
u(x) = / u (y) doy,. (10.12)
Wi Jopg (@) ’

Bemerkung 10.3.2 Man sicht, dass Gy (z,y) > 0 fir (z,y) € Br(0) x Bg(0) und
auch, dass
Kpho) (z,y) > 0 fir (z,y) € Br(0) x 0Bg(0).

Beweis. Weil

2
—1 y—x (E) y—x
VyGBR(O) (l’,y) = w_ ’fE _ y’ -

folgt fiir |y| = R und v = R~y dass

10‘(@7yy R? — |of?

—0,G )= — " "R Ruplr—y["
G Br(0) (2, 9) wn |z —y] R Rw, |z —y|

Die Greensche Funktion fiir Bg (o) folgt aus (10.2) wenn man sie um xq verschiebt, das

heift
R? — |z — x|

Ruw, |z —y|"

KBR(JL“O) =

und mit Proposition 10.2 folgt das Lemma. ]
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10.2.1 Maximum-Prinzip fiir harmonische Funktionen

Theorem 10.4 Sei u harmonisch auf einem Gebiet Q C R™. Wenn u ein Maximum oder
Minimum innerhalb hat, dann ist u konstant.

Beweis. Nehmen wir an, v hat ein Maximum in o € ). Aus dem Mittelwertsatz, Lemma
10.3 mit x = z, folgt, dass u = u () gilt auf jeder Sphére innerhalb 2 mit x( als Zentrum.
Weil Q) zusammenhéngend ist, kann man fiir jedes z* einen Weg innerhalb 2 finden, der
xo mit x* verbindet, und das Ergebnis folgt, wenn man diesen Weg mit passenden Kugeln
iiberdeckt. ]

e

Abbildung 10.1: Man argumentiert von Kugel zu Kugel.

Korollar 10.5 Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und sei u € C (Q) harmonisch in-
nerhalb 2. Dann nimmt u sein Mazimum und sein Minimum an auf OS2.

Beweis. Eine stetige Funktion auf der kompakten Menge 2 hat ein Maximum (und ein
Minimum) und wegen des letzten Theorems kann es nicht im Innern liegen. ]

Korollar 10.6 Sei ©Q C R™ ein beschrinktes Gebiet. Dann hat

—Au=f nQQ,
{ W=y auf 00, (10.13)

héchstens eine Losung u € C? () N C(Q).

Beweis. Wenn es zwei Losungen hétte, verwende man das letzte Korollar fiir die Differenz.
[ |

Theorem 10.7 (Die Ungleichung von Harnack') Sei Q C R" ein beschrinktes Ge-
biet und sei u positiv und harmonisch innerhalb 2. Dann gibt es fir jede zusammenhdn-
gende offene Teilmenge A mit A C ) eine konstante cy derart, dass

< ¢y inf .
ilelg u(z) < ca ;IelAu(l‘)

LCarl Gustav Azel Harnack, Tartu (damals Rusland, heute Estland) 1851 — Dresden 1888.
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Beweis. Sei R = $inf {la —b[;a € Aund b ¢ Q}. Nehme an, dass z,z9 € A und dass
|z — zo| < R. Es folgt, dass Bgr (z9) C Bag(z) C © und

n n 1
= dy > dy = — )
u() SR /Bmmu(y) YZ o /BR(xo)u(y) Y 2nu(xo)

Wenn |z — 29| > R gilt, dann kann man eine endliche Anzahl, sage k Kugeln Bsg (z;)
finden mit z; € A, die eine Kette von x zu z( bilden. Es folgt, dass

1

u(x) > ﬁu(aﬂo).

Dass es hochstens endlich viele braucht, folgt aus der Kompaktheit von A und eine endliche
Teilitberdeckung aus {Bag () ;2 € A}. u

10.2.2 Harmonisch auf Kugeln

Lemma 10.8 Sei 2 C R™ ein Gebiet und sei uw harmonisch auf Q. Dann gilt u € C* (Q)
und fir jedes k € N gibt es Cy,, derart, dass

« C n
D% ()] < / ()| dy
By (zo)

W,k
fir jede Kugel B.(zg) C Q und k = |a| mit o € N™.

Beweis. Fiir |a| = 0 folgt diese Aussage aus dem Mittelwertsatz. Durch Lemma 10.3 gilt

()" o — ol “w

%rwn 9B, /2(z0) |I’ - y|n !

/aBr/Q(zO)

u(z) =

und wenn man x € B, /4(x) nimmt, gilt

[Dou(a)] = Y | D] (()#)

D5 ()| le @)l doy <

BLa
1
1—¢ o
<Claf Y _r / s W) doy < Ly ul o, ey (10.14)
0<2 8B, /2(x0) T

Aus (2.13) folgt fiir z € 0B, 2(x0), dass B,/2(2) C B, (o) und

n n
Wl = | [ wds <o [ s o)
wn (1/2)" B, 42) wn (1/2)" J B, (20)
Kombiniert man (10.14) und (10.15) so folgt das Ergebnis. u

Theorem 10.9 (Liouville?) Wenn u harmonisch und beschrinkt ist auf R", dann ist u
konstant.

2Joseph Liouville, Franzosischer Mathematiker, 1809 — 1882
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Beweis. Aus dem letzten Lemma folgt

Cy
d
i [, )l

und wenn u beschréinkt ist, folgt |Vu (z)] < Ciw, ||ul|, R~ fiir alle R > 0 und = € R".
Das bedeutet |Vu (x)| = 0 und u ist konstant. n

[Vu (2)] <

Proposition 10.10 Sei G, o) die Greensche Funktion fir Br(0) wie in (10.2) und sei
Kpg(0) (z,y) = —3uyGBR(o) (x,y). Dann ist

() fir x € 0Bg(0),

u(@) = / Kpno (@) o()do, fir z € Br(0),
OBR(0)

die eindeutige Losung in C(Bgr(0)) N C*> (Bg(0)) von

—Au=0 in Bg(0),
{ u=¢ auf 9Bg(0), (10.16)
fir ¢ € C'(0Bg(0)).

Beweis. Die Tatsache, dass AKp, o) (z,y) = 0 fiir € Br(0) kontrolliert man direkt;
singulére Stellen von z +— Kp, (o) (x,y) findet man nur fiir € 0Bg(0). Man soll nur noch
beweisen, dass u stetig ist einschliefllich des Randes. Dazu bemerkt man erst, dass

/ Kpg o) (2,y) doy = 1.
0BR(0)

Diese Identitét folgt aus der Darstellungsformel, weil u(z) = 1 eine Losung ist von (10.16)
mit ¢ = 1. Sei nun z, € 0Bg(0) und sei § > 0 derart, dass

y € 0BR(0) und |z, —y| <6 = |p(z.) — p(y)| <e.

Dann folgt

u(z) = u(z.)] = |u(z) — p(z.)] =

[ Ko () (o) il o <
0BRr(0)

< 6/8BR(0) Kpp) (2,9) doy + 2 [l oo 98,(0)) 9B (0) Ky (z,y) doy <
|z« —y|<d |z« —y|>0

R? — |z|?
Se/ Ko (2,y) do, + 2 ||| / Bl 4, = ).
o T Y L=(@Br(0)) 8=, Rw, |z —y|"

Wenn |z — x| < 16 und |z, — y| > § gilt, folgt

y
1 1
—y >y~ e — 2| =6 - 26 = =6
I R
X"X* und
R? — |zf”
(#) < e+ 2 gll / o, <
E=OBRO) Jop ) Rwn (36)" 7

2 n
2\ o
< e+ 29l @y (B = l2]7) R*2 (5) :
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Weil (R* — |:1:|2) = (R+|z|) (R —|z]) < 2R (Jzo| — |z|) < 2R |x — z,] gilt, kénnen wir
a geniigend nahe an x, nehmen um 2 |9l .« (o5, ) (B> — |7|*) R""2 (2)" beliebig klein
zu bekommen. Geniigend klein wie zum Beispiel |u8x) —u(z,)| < 2e. Weil € > 0 beliebig
ist, ist u stetig in z,. [ ]

Theorem 10.11 Sei Q) ein Gebiet in R"™ und seiu € C (). Dann sind folgende Aussagen
gleichwertig.

e v ist harmonisch.

o u(r) = ﬁ f@BR(m) u (y) doy fir alle Br(z) mit Br(x) C L.

Beweis. Die eine Richtung ist der Mittelwertsatz. Fiir die andere Richtung verwenden
wir, dass wir eine Losungformel haben fiir harmonische Funktionen auf Kugeln bei vor-
geschriebenen stetigen Randwerten. Das heifit, fiir jede Kugel Bgr(x¢) mit Bgr(zo) C 2
1st
R — |z — x|? u

o o W

Ry, oBro) [T —yl" "

w(x) =

harmonisch innerhalb Br(zo) und stetig auf Br(zo).

Man hat also w —u € C(Bgr(x¢)) und sogar
w(z) —u(x) =0 fir x € 0Bg(xo). (10.17)
Dann hat w — u die Mittelwerteigenschaft

W) —ule) = oy [ (@) ) do,

und kann die Funktion w — v sein Maximum und Minimum nur auf dem Rand annehmen.
Wegen (10.17) bedeutet es w = u auf Br(xy) und dass u harmonisch ist. |

Korollar 10.12 Sei Q ein Gebiet in R™ und seien {uy},oy C C () harmonisch auf €).
Wenn uy lokal gleichmdfig zu u konvergiert, so ist auch u harmonisch auf €.

Beweis. Wenn u;, — u konvergiert, dann gilt fiir jede Kugel in €2, dass

1
u(x) = lim u(x) = lim —/ u, (y) doy, =
0BR()

k—o00 k—o00 u)an_l
_ 1 / lim wy, (y) doy, = ;/ u (y) doy,.
wan—l 9Br(z) k—oo wan—l 9B p(x)
Wegen Theorem 10.11 ist © harmonisch. [

Korollar 10.13 Sei Q2 ein Gebiet in R™ und seien {uy}, .y C C () harmonisch auf Q.
Nehme an, dass die Funktionen lokal gleichmdflig beschrinkt sind. Dann existiert eine
Teilfolge {u, },cy die lokal gleichmdfig gegen eine Funktion u konvergiert die harmonisch
ist auf ).

Beweis. Lemma 10.8 zeigt, dass auf jede Kugel Bg (z1) mit Bg (z1) C 2 die Ableitun-
gen Vuy gleichméfig beschréankt sind. Wegen der Offenheit von (2 gibt es r; > 0 mit
Brioy, (x1) C © und man wende das Ergebnis an auf B, (zg) fiir zo € Bg(x1). Dann
folgt, dass die uy, gleichgradig stetig sind auf Bg (x1). Der Satz von Arzela-Ascoli besagt,
dass es eine konvergente Teilfolge gibt. Korollar 10.12 liefert die gewiinschte Teilfolge. m
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10.3 Existenz nach Perron

Wie schon angekiindigt liefert die Methode von Perron fiir

{—Au:O in Q,

u=p auf 00, (10.18)

eine Losung u € C(Q2) N C(Q), angenommen ¢ ist stetig und Q geniigend ,nett”. Wir
haben auch gesehen, dass 2 = B;1(0) \ {0} kein nettes Gebiet ist. Es wird Zeit fiir eine
Bedingung, die uns €2 geniigend nett sein l48t.

Bedingung 10.14 FEin Gebiet 2 erfillt die duflere Kugelbedingung, wenn es fiir jedes
x* € 00 eine Kugel B C R™\ Q gibt mit x* € 0B.

Abbildung 10.2: Die duflere Kugelbedingung.

Bemerkung 10.14.1 Diese duflere Kugelbedingung lifst sich leicht als reichende Bedin-
gung verwenden. Tatsdchlich kann man man diese Bedingung abschwdchen. Eine duflere
Kegelbedingung (e statt u!) reicht auch. Leider wird der Beweis aufwendiger.

Bemerkung 10.14.2 Isolierte Punkte als Teil des Randes erfiillen klar weder die dufSere
Kugelbedingung, noch eine duflere Kegelbedingung. Finen solchen Rand kann man als
sehr eigenartig betrachten. Henri Lebesque hat gezeigt, dass es auch zusammenhdngende

Rander gibt, die keine Losung in C(Q2) zulassen. Sein Gegenbeispiel in drei Dimensionen
in der Form einer hineingerichteten Spitze ist als das "Lebesque thorn”bekannt geworden.

Theorem 10.15 (Perron) Sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet, das die dufiere Ku-
gelbedingung erfillt. Dann gibt es fir jede p € C(09) eine eindeutige Lisung u €

C*(Q)NC(2) zu (10.18).
Man definiert
Sy (ﬁ) = {u eC (ﬁ) ; u superharmonisch in 2 und v > ¢ auf 89}
und sucht die Losung durch
u(z) :=inf {v(z);v e S, (Q)}.

Wir werden das Theorem in mehreren Schritte beweisen.
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Abbildung 10.3: Bild einer Kugel mit einem “Lebesgue thorn”. Das Horn (oder der Dorn)
ist hier wie folgt definiert: {(x,y,2) : 2* + y* > exp (—1/2) fiir z > 0}.

Lemma 10.16 S, (Q) ist nicht leer und fiir u € S, (Q) gilt u(z) > min {p(z); z € 0Q}.

Beweis. Weil ¢ stetig ist auf einer beschrankten und abgeschlossenen Menge existiert
min {p(z);z € 9Q} und max {p(z);r € 9N}, Die Konstante m = max {p(x);z € 0Q}
liefert eine konstante Funktion in S, (Q) Weiter gilt es, dass

u(z) > min{u(x);xz € 00} > min {p(z);x € 00}
weil eine superharmonische Funktion sein Minimum am Rand annimmt. [
Lemma 10.17 Sei ui,uy € S, (ﬁ) und definiere
u(z) = min (uy (), ug(x)) .
Dann gilt w € S, (ﬁ)

Bemerkung 10.17.1 Durch wiederholte Anwendung folgt auch: u, ..., up € S, (ﬁ) im-
pliziert ug A --- Nuy € S, (ﬁ), wobei

(ug A -+ Aug) () = min (ug(z), ..., uz(x)) .

Beweis. Sei g € © und nehme an, u(zg) = u1(xp). Dann gilt fiir B, (x¢) C Q, dass

1 1
ua) =ui(e0) = — [ wde,z —— [ (o,
Wa™ T Jop. w0 V= ol 8B, (z0) y
Die Bedingung u > ¢ ist direkt erfiillt. [ ]

Lemma 10.18 Sei u € S, (Q) und sei Bg (xo) C Q. Definiere

u(x) fiir © € Q\Bg(xo),

() = 2oy / U(y)n doy  fiir v € Bu(xo). (10.19)
" OBp(x0) |z —y]

Dann gilt u < w und u € S, (ﬁ)
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Bemerkung 10.18.1 Die Anderung einer superharmonischen Funktion u zu @ < u
nennt man die ,harmonic lowering” von u. Besser bekannt ist die dhnliche Anderung
einer subharmonischen Funktion u zu u > u als die ,harmonic lifting” von u.

Beweis. Die Funktion u — @ ist superharmonisch und identisch 0 auf 0Bg(x). Wegen
Proposition 10.10 ist @ und darum auch u — @ stetig. Es folgt u — @ > 0 in Bg(zo).
Auflerhalb gilt © —u = 0. [ ]

Proposition 10.19 Sei 2 beschrinkt und ¢ € C (0N2). Dann ist die Funktion
u(z) :=inf {v(z);v € S, (Q)}. (10.20)
harmonisch.
Beweis. Sei 7o € Q und sei {uy}, .y C S, (Q) derart, dass uy(z9) — u(zo). Setzen wir
Uk (z) := min {uy(x), ..., ux(x)},

so ist {Uy () } e eine monoton fallende Folge fiir alle 2 € €. Sei Br(xo) C €2 und definiere
Ui wie in (10.19). Auf Bg(zo) sind die Funktionen Uy, harmonisch. Korollar 10.13 liefert
eine Teilfolge, die nach einer harmonischen Funktion U auf Bp/s(xo) konvergiert. Aus
dieser Konstruktion folgt U (x9) = u (z0) und U (x) > wu(x) auf Bgjs(zo). Wir wollen
zeigen, dass U(x) = u (x) auf Bprjs(xo). Nehmen wir an, dass es x1 € Bgys(zo) gibt mit

U (x1) > u(z1). Dann gibt es v € S, (Q) mit
U(x1) > v(zy) > ulz). (10.21)
Ahnlich wie vorhin betrachten wir
Vi (z) == min {v(x),us(z),...,ux(x)}
und finden eine harmonische Funktion V' auf Bg/s(xg) mit
U (o) =V (20)

und U (z) > V (x) auf Bg/s(xo). Dann folgt aus dem Mittelwertsatz, dass U = V auf
Bpya(ro) und ein Widerspruch zu (10.21). Also gilt U(z) = u (z) auf Brjs(zo) und u ist
harmonisch in Bpjs(z). Weil z( beliebig ist, ist « harmonisch auf Q. [ ]

Wir miissen noch zeigen, dass diese Losung u stetig auf 2 ist. Wenn v € C(Q) dann

folgt aus dem Maximum Prinzip, dass die Losung eindeutig ist.

Definition 10.20 Eine Funktion b € C(2) heifit eine Barrierenfunktion beziglich z* €
02, wenn

1. b ist superharmonisch in €);
2. b(z*) = 0;
3. b(z) >0 firz € Q\ {zo}.

Lemma 10.21 Wenn Q die duflere Kugelbedingung erfullt an der Stelle x* € OS2, dann
existiert eine Barrierenfunktion beziiglich x* € 0f2.
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Beweis. Sei B, (1) eine solche Kugel. Dann definiere fiir n > 3 die Funktion
b(z) =r¥" — |z — 2y

Die Funktion ist sogar harmonisch. Beide andere Eigenschaften in Definition 10.20 zeigt
man direkt.
Fiir n = 2 setzt man b(x) = log |z — 21| — log r. u

In zwei Dimensionen kann man Barrierenfunktionen Konstruieren die lokal nur ei-
ne dufere Kegelbedingung voraussetzen mit Hilfe der Funktionen, die in Abbildung 1.1
dargestellt sind.

Proposition 10.22 Sei (2 ein beschrdnktes Gebiet, das die dufiere Kugelbedingung erfiillt
an der Stelle x* € 0. Dann gilt fir die Funktion u in (10.20), dass

mlir;l* u(x) = p(x"). (10.22)

e

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es § > 0 derart, dass
|zt —z"| <dund z € 00 = |p(z) — (z")| < e.
Man nehme k; > 0 derartig, dass
|t — 2| > dund x € 00 = k; b(x) > ¢(x) — p(z™).
Dann gilt fiir die Funktion w, definiert durch
w(zx) = p(x") +e+ ki b(x)
dass w € S, (ﬁ) Es gilt also, dass
u(r) < w(z) fiir z € Q. (10.23)
Auf &hnliche Art kann man auch eine harmonische Funktion n(z) finden durch
n(z) = —inf {v(z);v € S_, (Q)}. (10.24)

Fir v, € S, (ﬁ) und vy G_S_SO (ﬁ) folgt v1 +v9 € Sy (ﬁ) und weil v; +vo superharmonisch
ist, dass vy + v > 0 auf €2. Anders gesagt

vy > —uvy auf Q.
Es folgt dann auch, dass
u(z) = inf {v; () ;01 € S, ()} > sup {—v2 () ;02 € S_, () } = n(z) fir z € Q.

(10.25)
Auch hier kann man zeigen, dass es ky > 0 gibt mit der Funktion
w(zx) := p(x*) —e — ko b(x)
derart, dass )
w(x) < n(x) fir z € Q. (10.26)

Aus (10.23-10.25-10.26) folgt
w(z) < n(z) < u(z) < w(z) fir z € O
und dass es 0; > 0 gibt so, dass fiir # € Q und |z — z*| < 6, folgt
u(x) —p(a")] < 2e.
Weil ¢ beliebig ist, ist (10.22) erfiillt. u
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Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 11

Laplace und Regularitit

11.1 Bemerkungen zur Regularitit

Wir haben gezeigt, dass es fiir f € C'(Q) und © C R" ein beschrinktes Gebiet mit einer
duBeren Kegelbedingung, eine Losung u € C(Q2) N C?(Q) gibt zu

—Au(z) = f(z) furz e Q,
{ u(z) =0 fiir z € 9. (11.1)

Wenn man vergleicht mit dem eindimensionalen Randwertproblem

—u"(z) = f(z) fiir v € (a,0),
{ uz) =0  firz€d(ab), (11.2)

dann folgt fiir (11.2), dass fiir f € C*([a,b]) die Lésung u sogar in C? ([a,d]) liegt. Und
wenn man nur f € C([a, b]) hat, folgt immer noch eine Losung u € C? ([a, b]). Ganz allge-
mein kann man fiir (11.2) direkt zeigen, dass f € C*7([a, b]) eine Losung u € C*27 ([a, b])
ergibt.

Kann man dhnliches vielleicht auch fiir (11.1) erwarten? Eine extra Schwierigkeit hat
man durch den Rand, der im eindimensionalen Fall sehr trivial ist. Wenn wir nun anneh-
men, dass der Rand sehr schon ist, sagen wir €2 € C'°, oder wenn wir vom Rand weg
bleiben, gibt es dann dhnliches?

Die Perronsche Methode gibt uns eine Losung zu (11.1) in zwei Schritten:

1. Man setzt
wle) = [ Fao—y) f0)dy (11.3)
0
und bekommt fiir f € C* (Q)NL®(), dass u; € C(Q)NC? (Q) mit —Awuy(z) = f(z)
fiir x € Q.

2. Man findet anschlieBend eine Losung uy € C(Q) N C? () von

{ —Auy (x) =0 fir x € Q, (11.4)

ug(z) = uy(z) fir x € 0N.

Die Funktion u = u; — us ist die Losung von (11.1). Die Eindeutigkeit folgt dabei aus
dem Maximum-Prinzip.

117
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11.2 Regularitit und Fundamentall6sung

Wenn f € CF (R") gilt, dann kann man fiir

wiw) = [ Fule-5) sy (115)

mit F, die Fundamentallésung aus Definition 9.1, wie folgt verfahren:
0w (@) =0, [ Fulo ) flu)dy =
— [ ouFu ) f)dy =~ [ 0,F (o) f0)dy =
- [ -0, sy

Wir haben schon gesehen, dass man eine Ableitung durch das Integralzeichen schieben
kann. Der letzte Schritt folgt aus einer partiellen Integration und der Annahme, dass f
einen kompakten Tréger hat. Wenn nun d,, f beschrénkt ist, konnen wir dies wiederholen:

O, O, w () = /n F,(x—y) 0y, f(y)dy =

= aijn (x —vy) 8yif(y)dy = / Fo(x —y) ayjayif(wdy

R n

So folgt:
Lemma 11.1 Fir f € C} (R") und w definiert in (11.5) gilt w € C* (R™).
Mit mehr Miihe kann man sogar zeigen, dass fiir £ € N und v € (0, 1) gilt:
feCh(RY) = we CH2(RY).

Die Holder-Stetigkeit der Losung ist +2 besser als die Holder-Stetigkeit der rechten Seite.
Fiir CF (R") (oder C%' (R")) und Dimensionen n > 2 gilt nicht diese +2 Verbesserung
der Differenzierbarkeit:

f c Cé (]Rn,> # w e Ck‘+2 (R’H,) )

Wir werden nun ein Beispiel geben wo f € C(£2) und die Losung von (11.1) nicht zweimal
stetig differenzierbar ist.

Beispiel 11.2 Die Funktion
2122 log (—log (27 +23))  fir x # (0,0),
u (1, x0) =
0 fir x = (0,0),

1st eine Ldsung von
{ —Au(z) = f(z) firxe B, (0), (11.6)
u(z) =0 fir z € 0B, (0), ’

mit r = 1/y/e und

41‘1‘%2(172 10g(x%+x§)

f () = 4 (AF3) (os(etred))

0 fir x = (0,0).

) fiir x # (0,0),
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Die Funktion f ist stetig auf B, (0) denn die rationale Teilfunktion ist beschrankt und
der Logarithmus im Nenner sorgt fir Konvergenz gegen 0 fir x — (0,0). Man kann
auch zeigen, dass u € CY7(B, (0)) fiir jede v < 1. Die Funktion u ist aber nicht zweimal
differenzierbar in (0,0). Die zweite Ableitung von u nach zum Beispiel x; ist nicht definiert
in (0,0) und unbeschrdnkt bei (0,0):

Oy Opyu (T1,22) = log (—log (2] +23)) +
2zt + 213 _ 4a2x3

(2} +a3)" log (1 +a3)  (aF +23)° (log (a1 + 23))°

Von den drei Termen hat der erste eine Singularitit in (0,0). Die zwei tbrigen Terme
kann man stetig durch 0 in (0,0) fortsetzen.

Man kann sich noch fragen, ob denn dieses u tatsichlich die einzige Lisung zu (11.6)
ist. Wenn es eine zweite Losung us hat betrachte man w = u— us. Das Maximum-Prinzip
oder der Mittelwertsatz hat zwar als Vorraussetzung, dass w € C? (B, (0)) N C(B, (0)),

doch man kann zeigen, dass w € WP (B, (0)) N C(B, (0)) mit p grop reicht. Es folgt so,
dass w = 0.

Abbildung 11.1: Skizzen zu den Funktionen aus Beispiel 11.2:
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11.3 Regularitit und Rand

Um den soeben gezeigten Ansatz zu verwenden, miisste man f : @ — R auf (k mal) stetig
differenzierbare Art erweitern kénnen.

Lemma 11.3 Sei f € C*([0,00) x R"1). Dann gibt es eine Erweiterung f € C* (R™).

Beweis. Man definiere fiir z; < 0 und 2/ € R*~!

. k+1
fz1,2") = Zamf( mwy, ')
m=1
mit a,, bestimmt durch
k41
1:2(— ) ap, fiir € € {0,1,... k}. (11.7)
m=1
Anders gesagt, a,, erfiillt
1 1 1 1 aq 1
-1 -2 -3 - —m-1 as 1
(=17 (=2)* (=3)" -+ (-=m—1)° ag | =1
-1" (-2" (-3)" - (=m-1) @41 1

Dieser Typ von Matrix ist nach Vandermonde benannt und bekanntlich invertierbar
wenn die zweite Zeile keine gleichen Zahlen enthilt. Es gibt also eine eindeutige Losung
ai,...,axr1. Wenn die Gleichungen in (11.7) erfiillt sind, findet man fiir £+ |a| < k, dass

k+1
8ﬁ1(‘9§f( x') = hm 05165‘ (Z am f (—may, x ')) =

m=1
k41
: ¢ Qo
=lim >~ an (o)’ (27,056) (-, ) =
k41
= am (—m)" (85,05 f) (0,2') = (05,05 ) (0,2).
m=1
Dann folgt, dass
_ N Ji(l’l,l‘/) fiir 1 > 0,
flan o) = { f(zq,2") fiir 2, <0,
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion ist. [ ]

Beispiel 11.4 Die C'-Erweiterung von f € C'[0,00) wird auf diese Art definiert
f(@) = arf (—z) + aof (=22) firz <0
und ay, ay werden bestimmt durch
F(0) = lim f(z) = arf (0) + a2 (0) = (a1 + a2)  (0),
f1(0) = gygf (x) = —arf' (0) — 2azf' (0) = (—a1 — 2as) f'(0) .

Man lost 1 = a1 + as und 1 = —ay — 2a9, und findet a1 = 3 und ay = —2.
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-10+

Abbildung 11.2: Die Funktion f(z) = 9¢™* + cos (x) auf [0,00) und ihre C°-, C'- und
C?-Erweiterung auf R™.

Abbildung 11.2 zeigt, dass die Erweiterung bedeutend grofler sein kann als die ur-
spriingliche Funktion. Man kann jedoch zeigen, dass diese Vergroflerung beschréankt ist.
Fiir den Operator Ej : CF ([0,00) x R*™1) — Cf (R"), definiert durch

N f(xy,2") fiir (z1,2’) € [0,00) x R™™ 1,
B (f) (@1, 2) = { 25:;11 am f(—mxy, ') fiir (z1,2") € R™ x R

mit a,, (anhéngig von k) als in (11.7), kann man folgendes zeigen:
Lemma 11.5 FEs gibt Cy derart, dass
18 ()l < Cr I s ooy sy i alle £ € CE ([0, 00) x R
Anders gesagt: Ey, : CF ([0,00) x R*™1) — CF (R") ist ein beschrinkter linearer Operator.
Beweis. Weil Ej, (f) € CF (R") gilt

| Ek (f)”c;j(Rn) = [|Ex (f)HC{f([O,oo)X]R"_l) + || Ek (f)”cf(R—an—l) -

k+1
< llegooopearn + D lanl D0 || (=mym ozozy| <
m=1 a1+’ [<k
k
< (1 e 1) o {4} ) Wl cpenns
fiir alle f € CF ([0,00) x R"71). u

Proposition 11.6 Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 00 € C*. Dann gibt es einen
beschrinkten linearen Operator

mit Eo(f)(z) = f(z) firz € Q und f € C* (Q).
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Beweis. Wir geben nur eine Skizze. Fiir 0f) gibt es wie in Definition 1.8 beschrieben,
cine Uberdeckung des Randes mit Blocken {B;}:_,. Sei {x;}'_, eine Zerlegung der Eins
derart, dass support (y;) C B; fiir ¢ = 1,...,¢. Auf jedes dieser Blocke kann man den

Rand in lokalen Koordinaten beschreiben durch xgi) = Y, (xg), e ,xﬁ?) und  durch
xgi) > <3:g), e ,ZB?). Weil 9; € C* kann man den Rand glatt biigeln durch

Si ( gi),xéi),...,xﬁli)) = (:L‘gl) — (xgz‘)’ o ’xglz‘)> ,$éi)’ N ’x;j)> 7

und lokal wird eine Funktion zu einer auf dem Halbraum transformiert durch

(ST W) = f o+ (v) . 9) -

Formal schreiben wir
¢

Ero(f) = (7)™ ExS; (xif)

i=1
und die Tatsache, dass diese Definition den gewiinschten Erweiterungsoperator liefert,
darf der Leser selbst {iberpriifen. Auch kann man sich davon iiberzeugen, dass Ej o(f)
einen kompakten Triager hat, der nur abhéngt von {Xi}le. ]

Korollar 11.7 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit 0§ € C*. Dann gilt fiir jedes
f e Ch (Q) mit ky <k, dass w € CHT(Q) fiir

wiw) = [ Fu@=y) Eeal$) ) dy

Bemerkung 11.7.1 Fir x € Q gilt —Aw(x) = Exo(f) (x) = f (2).

Dies bedeutet, dass man eine Losung von (11.1) bekommt, wenn man

{ —Auy =0 fiir x € Q, (11.8)

uy =w  fir x € 99,

16st und v = w — uy nimmt. Weil uy € C*°(Q) folgt fiir f und Q wie in Korollar 11.7,
dass u € C*M*1(Q). Méchte man sogar die Regularitit einschlieflich des Randes zeigen,
kann man fiir Gebiete, die die &uleren Kugelbedingungen erfiillen, die Funktion uy mit
Oberlosungen und Unterlésungen anndhern und mit Harnackschen Ungleichungen Ab-
schiatzungen erzeugen, die dafiir sorgen, dass man uy € C* (Q) zeigen kann. Fiir hohere
Regularitéit betrachtet man ein Problem wie (11.8) nun fiir 0,,us usw.

11.4 Losungen und Abschitzungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Ergebnisse fiir Losungen von

—Au=f in €,
{ u=0 auf 09, (11.9)

in verschiedenen Rahmen. Um diese Ergebnisse zu beweisen wére eine Spezialvorlesung
notig.
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Theorem 11.8 Seien k € N und v € (0,1). Sei Q C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit
o0 € C*3. Dann gibt es fir jedes f € C*(Q) genau eine Losung u € C*27(Q) zu
(11.9).

Auflerdem gibt es eine Konstante cqy,., > 0 derart, dass fiir jedes f € C*7(Q) und die
zugehdrige Losung u gilt:

”UHCHM(Q) < Caky ||chkw(Q) :

Fiir ein Beweis schaue man nach in [6].

Wir haben in Abschitt 9.2.2 bemerkt aber nicht bewiesen, dass es bei einem beschriank-
ten Gebiet Q fiir f € L?(Q) eine schwache Losung v € W, *(Q) gibt zu (11.9). Eine
schwache Losung heift hier: u € Wy(Q) und

/ (Vu - Vo — f v)dz = 0 fiir alle v € Wy (Q). (11.10)
Q

Der Raum W,? (Q) wurde in (9.9) definiert. Die Sobolev-Réaume W*?(Q) findet man in
Abschnitt 1.5.

Theorem 11.9 Nehmen wir k € N und p € (1,00). Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet
mit OQ € C*3. Sei w € W,2(Q) die schwache Lisung vom Type (1.7). Wenn zusdtzlich
f e WkP(Q) gilt, dann folgt u € Wk+2P (Q).

Auflerdem gibt es eine Konstante cqy, > 0 derart, dass fiir jedes f € W*P(Q) und
zugehdrige Losung u € Wy (Q) N W22 (Q) gilt:

HUHWkJrQ,p(Q) < CQk,p HfHWk:,p(Q) .

Fiir einen Beweis schaue man bei [3, Seite 317] fiir p = 2 oder in [6] fur allgemeine
p € (1,00).
Wie verhalten sich diese beide Typen von Losungen? Eine Richtung der Zusamman-

hang moge deutlich sein, nimlich dass C*7(Q) C W*?(Q) fiir beschriinkte Gebiete 2 und
dass es sogar cq . > 0 gibt mit

Jullnaiy < o oo, fi alle u € CH7(@)
Kann man auch in die umgekehrte Richtung eine Inklusion erwarten? Manchmal. Die soge-
nannte Sobolev Einbettungen geben Antwort auf diese Art Fragen. Man braucht innere(!)

Kegelbedingungen fiir das beschrankte Gebiet {2 C R™ bei den folgenden Abschétzungen:

° WennkZmundk—%>m—%danngilt

HUHWW(Q) < Ckpmag HUHWW‘I(Q) :
e Wenn kz—% > m + v dann gilt

||u||Wk,p(Q) < CQkpmy ||“”(ﬁnw((2) :

Wenn man ganz genau wére, miiite man bei der letzten Abschétzung eigentlich sagen,
dass es fiir jede Aquivalenzklasse U € W*2(Q) einen Vertreter u € C™7(Q) gibt mit

HU”W’%?(Q) < CQkpm,y ||U||Cm,v((2)'
Man kann diese Ergebnisse kombinieren fiir zum folgenden.
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Korollar 11.10 Sei ) C R" ein beschrdnktes Gebiet mit OS2 € C3. Dann gibt es fiir jedes
f € C(Q) genau eine schwache Lisung u € WOLQ_(Q) zu (11.9). Auperdem gilt u € C1(2),
und es gibt cq > 0 derart, dass fir jedes f € C(2) und die zugehdrige Losung u gilt:

[ullor@y < callflle@ -
Beweis. Wenn f € C(Q), dann gilt f € LP(Q) fiir alle p € (1, 00) also auch fiir p = 2.
Dann gibt es genau eine schwache Losung in u € W, *(Q) die sogar in W??(Q) liegt fiir
alle p € (1,00). Fiir p > n folgt, dass u € C*¢(Q) fiir ¢ € (O, 1— %) Die Abschéitzungen
folgen:
[ullery < Nlullere@) < e llullwes@y < 2 lfllo@) < esllfllo@ -
Die Konstanten hingen nur von 2 und n ab. Man kann p = 2n und € = i wéhlen. ]

Diese Uberlegur_lgen filhren dazu, dass man fiir f € C(Q) und (2 € C? nur eine Losung
u € W2P(Q)NCY(Q) findet, und im Allgemeinen nicht in C?(£2). Das bedeutet, dass man
eine Gleichung —Awu = f nicht punktweise

—Au(z) = f(z) fir alle x € Q

lesen soll, sondern nur
—Au = f fast iiberall in 2.



Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 12

Semilineare Laplace-(zleichungen

12.1 Ein erweitertes Maximum-Prinzip

In diesem Abschnitt betrachten wir

{—Au() ()7 )= f(z) fiir x €,

u(z
0 fiir x € 011, (12.1)

mit ¢ € C(Q).

Theorem 12.1 (Starkes Maximum-Prinzip) Seic¢ > 0. Wenn u € W??(Q) N C'(Q)
eine Losung ist von (12.1) mit 0 < f € C(2) und p > 2, dann folgt, dass entweder u > 0
i Q oderu= f=0 1.

Wir werden diese Aussage in mehreren Schritten beweisen. Das erste Ergebnis ist eine
schwéchere Version des obigen Theorems.

Proposition 12.2 (Schwaches Maximum-Prinzip) Sei c > 0. Wenn u € W??(Q) N
CY(Q) eine Léosung ist von (12.1) und 0 < f € C(Q) und p > 2, dann folgt, dass u > 0
n §2.

Beweis. Nehmen wir an, dass minu = u (z) < 0. Weil u stetig ist, gibt es eine Kugel
B(zo) mit u(z) < 0 fir alle x € B,(x9). Wir konnen r sogar so gro wihlen, dass es
x1 € 0B, (x¢) gibt mit u(z) = 0. Es folgt auch, dass

f(z) — c(z)u(z) > 0 auf B, (o)

und damit, dass u superharmonisch ist auf B,(xy). Wir finden einen Widerspruch zu
u(z1) = 0. Also folgt u > 0 in Q. n

Lemma 12.3 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und sei u € C() eine nichtnegative
Funktion. Wenn es xg,x1 € Q0 gibt mit u(xg) > 0 = u(xy), dann gibt es x4, x5 €  und
R >0 mait

1. u(xy) =0 und x4 € OBg(xs);

2. u(x) >0 fir x € Br(xs)\ {z4};

125
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3. BQR(ZL'4) C Q.

Beweis. Weil {2 zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg v : [0, 1] — Q mit v (0) =
und v (1) = x;. Setze

to = inf {t € [0,1];u(t) = 0} und x5 = v (t2).
Weil x5 € Q und Q offen ist, gibt es Ry > 0 mit Bg, (z2) C Q. Setze
t3 = inf {t € [O, 1] ,’}/(t) = BR2/2 (ZL'Q)} und Ty =7 (tg) .

Es gilt t3 < t5 und u (z3) > 0. Weil u stetig ist, gilt u (x) > 0 in einer Umgebung von 3
und
Ry =sup{r € [0, Ry/2];u(x) >0 auf B, (x3)}

ist derart, dass es x4 € 0Bg,(z3) gibt mit u(z4) = 0. Fiir € Bg,(x3) gilt u(x) > 0. Um
zu verhindern, dass es mehrere Stellen auf 0Bg,(x3) gibt, wo u (z) = 0 gilt, brauchen wir
noch einen Schritt. Setze x5 = % (34 x4) und R = %Rg. n

4

Abbildung 12.1: Die Konstruktion in Lemma 12.3 mit Detailansicht.

Abbildung 12.2: Die Hilfsfunktion aus dem Beweis zu Theorem 12.1. Die Funktion v ist
mit dem blauen Gitter dargestellt; die Einschrinkung von v auf Bgsa(x4) ist griin.

Beweis von Theorem 12.1. Sei u € W?P(Q) N C'(Q) eine Losung von (12.1) mit
0 < f e (). Wegen des schwachen Maximum-Prinzips gilt v > 0 auf Q. Wir nehmen
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an, es gibt xg,z1 € Q mit u(zg) > 0 und u(z;) = 0. Wir nehmen z4, x5 und R wie in
Lemma 12.3 und definieren r = 1 R und

— |2 —ar?
e alz—zs| —ear

o) =

wobei wir momentan « noch nicht festlegen. Wir werden fiir u — ev einen Widerspruch
erzeugen auf B,(xy).
Fiir v gilt:

e v(x) >0 fir |z — x5] <r und v(z) <0 fiir |x — x5 > 7]
o (—A+c(x))v(z) <O fiir [x — x5| > r und geniigend groBes o, denn

— —2a(x — x5 e~ ole—as/? c(x) (e—ole—sl® _ g—ar?
(~A + efa)) v (2) = V(e ) et )_

1— e o
(2na — 4a? |z — z5]%) eele=asl® 4 e(g) (e_o‘|“_$5|2 - e_ar2>
B 1—eor? =
(—4a2r? + 2na + c(x)) eele=wsl” — o(g)e—r”
- 1 — e o

Man wihle o € RT so, dass —4a?r? + 2na + c(z) < 0.

Wir miissen als néchstes e verniinftig wahlen: Fir z € 0B,.(x4) N Bg (z5) gilt u(z) > 0,
und weil 0B, (x4) N Br (z5) kompakt ist und u stetig, kann man € > 0 derart wéhlen, dass

ev(z) < u(z) fir « € OB,(x4) N Bg (x5). (12.2)

Da v(z) < 0 und u(x) > 0 fir € 9B,(z4) N (R™\ Bg(x;5)) und beide Funktionen
nicht gleichzeitig 0 sind, folgt

uw(z) —ev(z) > 0 fir © € 9B, (z4) N (R \ Bg (x5)) . (12.3)
Kombiniert man (12.2) und (12.3), so findet man
u(z) —ev(x) > 0 fir z € 0B, (xy).

Weil auch
(—A+c(-) (u—-ev) >0 auf B,(z4)

liefert das schwache Maximum-Prinzip, dass

u(z) —ev(x) > 0 fiir € B,(x4).

Sei nun v der auswiirtige Normalenvektor in x4 an By, (75). Weil u € C* (Q), existiert
(Oyu) (x4). Es folgt

Y5

(O11) () = i “E1F W) mul@e) _ ulza £ 1)
tl0 t 10 .

Weil u(xy) = ev(z4) = 0 und u(x) > ev(z) gilt, folgt auch

< lim 0 —ev(xy — tv)

(O,u) (z4) = lim <lin ,

tl0

< 0,

u(zy) — u(zy — tv)
t

einen Widerspruch. ]
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12.2 Existenz und Perturbation
In diesem Abschnitt betrachten wir fir A > 0:

{ —Au(x) + u(x) = f(x) fiir x € Q,

u(z) =0 fir z € 092. (12.4)

Theorem 12.4 Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C3. Dann gibt es fiir jedes
f € C(Q) und jedes A > 0 eine Lisung uy € W2P(Q) N CH(Q).
Wenn 0 < f € C(Q) und 0 < \; < Ay, dann

0 < uy,(z) <wuy,(z) fir alle z € Q.

Beweis. Wir definieren Gq : C(Q) — C(Q) als den Lésungsoperator fiir

—Au=f in €,
{ u=0 auf 0. (12.5)

Genauer gesagt, ist Go f fiir f € C(€) eine Losung von (12.5) in W?P(Q) N C* (). Wegen

Korollar 11.10 gilt [Gof|| 1~y < Call fll ey und Ay : C(Q) — C(Q), definiert durch
Ayu = Gq (f — M)

ist fiir [A\|Cq < 1 mit Cq aus Korollar 11.10 eine Kontraktion. Fiir solche A liefert der

Fixpunktsatz von Banach eine Funktion uy € C(2) mit
A)\U)\ = U\-

Es gilt uy = Go (f — Auy), und somit ist uy eine Losung in W27 (Q) N C*(Q) von (12.4).
Wenn A > 0, besagt Proposition 12.2; dass uy > 0. Dies bedeutet, dass es eine Losung
uy > 0 gibt fiir A € [0, Cq 1), und auferdem folgt

—Auy=f—duy < fin Q.

Mit dem Maximum-Prinzip folgt uy < ug.

Fassen wir zusammen: Fiir \ € [0, Cq 1) hat (12.5) eine Losung wy; sie ist eindeutig,
weil A, eine Kontraktion ist, und wegen des Maximum-Prinzips gilt 0 < u) < ug. Dann
gilt auch

Hu/\HLoo(Q) < Cq Hf”Loo(Q)
und wir konnen unser Argument wiederholen und zeigen, dass es eine Losung gibt fiir alle
A€ [0,2C4") usw.
Wenn 0 < A\ < Ay, dann folgt
—A (un, —uny) + A (un, =) = (A2 = A un, 20

und mit dem Maximum-Prinzip findet man 0 < uy,(z) < uy, (z) fur alle z € Q. u
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12.3 Schwach harmonisch ist harmonisch

Theorem 12.5 (Das Weylsche Lemma') Sei Q C R ein Gebiet und sei u € L}, ()
derart, dass

/ u Ay dx =0 fir alle ¢ € C5° (). (12.6)
Q
Dann gibt es eine Funktion u* € C* (2) mit Au* =0 und u = u* fast uberall.

Beweis. Wir definieren eine harmonische Funktion u? und zeigen, dass sie auf
Qo = {x € Q;d (x,00) > 2¢}

mit u fast iberall ibereinstimt.
Sei x. € C*° (R) mit 0 < x. <1 so, dass

1 fiir |r| < 3e,
Xe(r) = xe(—=r) =< ... fiir fe <|r| <e¢,
0 fur |r| >e,

und sie
Eye () = xe(|z]) Fu()

mit F,, die Fundamentallésung zu —A auf R”. Wir definieren auch

0 fir |z] < ie,
H.(z) =< AF,.(z) fir 3¢ <|z| <e, (12.7)
0 fir |z| > ¢,

Weil AF,(z) = 0 fir x # 0 und x. wie oben definiert ist, folgt AF, .(z) = 0 fir
0 < |z| < ic und auch fiir |z > eM. Es folgt, dass H. € C* (R"). Bemerke, dass
H. radialsymmetrisch ist.

Wir setzen nun

ui(z) = / H.(x — y)u (y) dy.

Weil der Tréger von y — H.(x —y) in B.(x) liegt, H. € C* (R™) gilt und weil u lokal
integrierbar ist, folgt uX € C'*° (R™) und

o (x) = / 02 H.(z — y)u (y) dy.

Fir xz € Q. = {x € Q;d (z,00) > ¢} gilt, dass der Tréger von y — H.(x — y) innerhalb
von {2 liegt, und dann folgt aus der Annahme (12.6), dass

Aut(a) = [ Aa =iy =0,

Die Funktion u} ist harmonisch auf 2..
Sei p € C§°(£2s) und setze

(z) = / Foolz — 4)o(y)dy

'Hermann Klaus Hugo Weyl, Elmshorn 1885 — Ziirich 1955)
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Es gilt, dass ¢ € C3°(Qs_.) C C3°(£2) und

Ay (r) = —p(z) + g H.(x — y)p(y)dy.

Wir finden

0 = /Qu(:c)Aw(:c)d:c:/u ( /H vy )dy)d
:—/Qu()(d;v—i—/ /Hx— (2)dxdy =
_ —/Qu() (z d:c—i—/ /H _ )ule)dedy

= — [+ [ e = [ 0@ @) e
Weil dies fiir beliebige € < 0 und ¢ € C§°(€2s) gilt, folgt fiir € < 6:

u = u: fast tiberall auf €.

Dann gilt fiir 1,9 < 0, dass u, = u = uf, fast {iberall auf {2;. Weil diese v, harmonisch
sind auf 5 sind sie stetig und es folgt u? = u?, auf 25. Man kann 2 auffiillen mit €, ,,
das heifit 2 = UneN+ i/, und so ist u* = lim, o u] /n eine wohldefinierte harmonische
Funktion auf 2 und es gilt v = u* fast iiberall auf €2. ]

Wir haben superharmonische Funktionen auf €2 definiert durch u € C'(Q2) so, dass fiir
alle B,.(x) C Q

u(z) > ! — / u (y) doy,. (12.8)
OB (x)

wpr"—1

Man mochte auch eine schwache Version wie in (12.6) fiir superharmonische Funktionen
bereit haben. Die gibt es, wie wir im néchsten Lemma zeigen werden.

Lemma 12.6 Seiu € C (2). Wenn
/ u (—Ayp) dx >0 fir alle p € C§°(Q2) mit ¢ >0, (12.9)
Q
dann ist u superharmonisch auf €.

Bemerkung 12.6.1 Selbstverstindlich kénnen wir nicht erwarten, dass eine Funktion
u € C(Q) die (12.9) erfillt im Analogie zum Weylschen Lemma fast tberall mit einer
stark superharmonische Funktion tbereinstimmt. Mit fStark superharmonischist gemeint,
dass u € WEP(Q) und —Au > 0 gilt. Umgekehrt, wennu € W2F(Q)NCT (Q) die Gleichung
—Au > 0 erfillt, folgt (12.9) durch partielle Integration.

Beweis. Wir werden (12.8) zeigen fiir B, (z9) C €. Sei ¢. der Mollifier aus (5.14) und
definiere

%@ﬁz/})wdx—wG&mM%mﬁw
Byr(xg
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Hier ist G'p, (z,) (3, x) die Greensche Funktion auf B, (). Fiir geniigend kleines £ > 0 folgt
. € C§° (). Auch gilt p. > 0. Es folgt

0 < [ ule) (<Aoo= [

Q

B /ﬂu(x) </Br(x0) (=A%) (2 = y) G, (ao) (¥, 0) dy) dr =

— /Qu(x) (% (z — x0) — w”:nl /a&(xo) Pe (=) day) dr =
_ Ve (2 — xo) u(z)dr — 1 /aBr(m) (/Q Ve (z —y) u@;)m) do,. (12.10)

Q wnrn—l

o) (- [ =) G () dy ) o -

Weil u € C () gilt
lim / be (v — y) ule)dz = u (y)
Q

€l0

und aus (12.10) folgt

1
0 <w(zg) — / u(y) doy,.
W™ JoB, (z0) Y
Weil zy € Q beliebig ist, ist so (12.8) bewiesen. n

12.4 Existenz zwischen Ober- und Unterlésung

In diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Problem

—Au (z) = f(z,u(z)) firzeQ,
{ u(z) =0 fiir x € 090, (12.11)
wobei f € C(Q x R) lokal Lipschitz-stetig in u ist:
Es gebe also fiir jedes M > 0 eine Zahl Lj; € R mit
|f(z,uy) — f (2, u9)] < Lag|ug — up| fiir v € Qund |uy|, |us| < M. (12.12)

Wir werden die Existenz einer Losung beweisen mit Hilfe einer Methode, die das Maximum-
Prinzip und die damit induzierte Ordnung verwendet. Dafiir brauchen wir die folgenden
Definitionen.

Definition 12.7 Eine Funktion uw € C(§2) heifit eine Oberlosung, wenn w(x) > 0 fir
x € 0 und

/(E () (—Ap (x)) — f(z,u) ¢ (z))de >0 fir alle ¢ € C5° () mit ¢ > 0. (12.13)
Eine Funktion u € C(Q) heifit eine Unterlosung, wenn u (z) < 0 fir x € 0Q und
[ @) (=80 @) ~ f @0 e () do <0 fir alle g € CF ) mit o 20, (12.14)

Bemerkung 12.7.1 Wennu € C?(Q)NC(Q) oderu € WP(Q)NC(KY), dann gilt —Au >
f auf Q2. Solche uw nennt man starke Oberlosung.
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Lemma 12.8 Sei Q C R" beschrinkt mit 0Q € C3. Wenn u € C()) sowohl Ober- als
auch Unterlosung zu (12.11) ist, ist u eine Lisung.

Beweis. Sei w € W2P (Q) N CY(Q) fiir geniigend grofies p die Lésung von

—Aw (x) = f(z,u(x)) firz e,
{ w(z) =0 fir z € 092. (12.15)
Diese existiert, weil z — f(z,u(x)) € C(Q).
Fiir u — w folgt
/(u () —w (z)) (—Ap (z)) dx = 0 fir alle p € C;° (2) mit ¢ > 0. (12.16)

Wenn diese Gleichung gilt fiir alle 0 < ¢ € Cg° (£2), dann gilt sie auch fiir 0 > ¢ € C§° ().
Fiir beliebige ¢ € C§° () gibt es ¢1, 2 € C5° (2) mit ¢ = 1 — @2 und @1, e > 0: Man
nehme fiir € die Distanz zwischen 02 und dem Tréger von ¢, definiere x. € C§°(§2) mit
0 < xe <1 durch
1 fir z € Q.
Xe(z) =< ... firz €O\ Qe
0 firze Q\QE/Q,

und setze 1 = ||| X und w2 = @1 — ¢. Das heifit, dass (12.16) gilt fir beliebige
¢ € C5° () und aus dem Weylschen Lemma folgt, dass u — w ist harmonisch auf €.
Wegen der Randbedingung v — w = 0 folgt u = w auf (2. [ ]

Theorem 12.9 Sei Q) C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit 9 € C*. Nehme an f € C(Q x
R) erfillt (12.12). Wenn es eine Oberlosung T und eine Unterlosung u gibt mit

u(x) > u(x) fir alle z € Q,
dann gibt es eine Losung u € C? (Q)
u

u(z) >

Beweis. Statt dieses Problem fiir f zu betrachten, verwendet man

) > w(x) fir alle z € Q.

flz,u(x)) firu>7u(x),

Fauw=1{ " flu) fira@) > u@),
flz,u(z)) fur u(x) > u,
und betrachtet @ ~( @)
—Au (x) = f(x,u(x fiir x € Q,
{ u(z) =0 fir x € 00 (12.17)

Fiir die Funktion f gilt sogar mit L = Ly, und M = max (@] , |lu(||..), dass
’f(x,ul) - f(l‘,'UQ)‘ < L |up — uy| fiir z € Q und uy,uy € R. (12.18)

Das Randwertproblem (12.17) kann man auch schreiben als

z) = f(z,u(x)) + Lu(z) fir x € 0,

) ,
u(z) =0 filr x € 00. (12.19)
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Sei Gq 1, der Losungsoperator fiir

{ (-A+L)u=g inQ,

u=70 auf 0€. (12.20)

Theorem 12.4 sichert die Existenz eines solchen Operators. Dann kénnen wir (12.19) auch
schreiben als

u(w) = Gor (Fu() + Lu()) (2).
Wir méchten einen Fixpunktsatz anwenden fiir

T:C(Q)— C(Q) mit Tu=Gqr (f(,u) + Lu) :
Dazu zeigen wir einige Hilfsresultate.
Behauptung 12.10 Seiu € C(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn u eine Oberlisung ist, dann gilt Tu < u.

o Wenn u eine Unterldsung ist, dann gilt Tu > u.

Man findet mit partieller Integration, dass

/QTu(a:) (—Ap(x))dx = /QTu(a:) (—A+ L)y (z)dx — L/ Tu(z)p (x)dr =

Q

- /Q (=A + L) Tu(x)) ¢ (z) do — L/QTU(;U)@ (2) da =

= /Q (f(x, u(z)) + Lu(x)) o (x)dr — L/QTu(x)np (z)dx =
— /Qf(g;,u(x))gp(x) dx—i—L/Q (u(z) — Tu(x)) ¢ (z) dx.

Weil u eine Oberlésung ist, gilt (12.13) und man findet also
| @ute) —ule) (~ap @) dr < L [ (ule) = Tule) g ) do

Nehmen wir an: Tu(x) — u () hat ein positives Maximum in . Dann gilt in eine Umge-
bung B, (zg) von z, fiir alle ¢ € C§°(B, (o)) mit ¢ > 0, dass

/  (Tue) — (@) (Ap @) dr < L [ wle) = Tu@) o @) ds <o

Br(z0)

Wegen Lemma 12.6 ist T'u — u subharmonisch auf B, (z) und wird somit maximal auf
dem Rand 0B, (z¢). Dann ist T'u — u konstant, wo Tu —u > 0 gilt, und weil Tu —u < 0
auf 0f) ist, folgt, dass diese Konstante nur 0 sein kann. Wir haben einen Widerspruch.
Ahnliche Argumente zeigen die Behauptung fiir eine Unterldsung. (]

Behauptung 12.11 Seien uy,uy € C(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn uy < us dann gilt Tuy < Tus.
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Wegen (12.18) gilt fiir uy < uy, dass

(FCowm) + Lur) = (F(ow) + Lu) < Llug = wg| + L(w —w) =0. (1221)
Aus Proposition 12.2 folgt dann, dass

Tuy —Tuy = G 1, <f(,U1) + Lul) - Gar (f(, uz) + LUQ) o
=Gar ((f(,ul) + Lul) - (f(,uz) + Lu2>> <0.
Die Ordnung bleibt erhalten. (]

Behauptung 12.12 Seiu € C(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn u eine Oberlisung ist, dann ist Tu eine starke Oberldsung.

o Wenn u eine Unterldsung ist, dann ist T'u eine starke Unterldsung.

Sei u eine Oberldsung. Dann gilt Tu € W27 (Q) N C* (Q) fiir alle p € (1,00). Weil
u > Tu gilt, und weil
s+ f(x,s)+ Ls

eine monoton wachsende Funktion ist, folgt, dass
(=A+L)Tu=f(-,u)+ Lu> f(-,Tu) + LTu.
Also ist Tu eine starke Oberlosung. L]

Diese drei Behauptungen zeigen, dass man mit

Uy = U Uy =1
=0 und e

Folgen von Unter- und Oberlosungen {u}, oy und {@ }, o findet mit

U=uUy S U S Uy < - S Up < Uy < Ug = U

Diese Funktionen sind gleichgradig gleichméflig stetig und beschrinkt. Wegen des Satzes
von Arzela-Ascoli gibt es konvergente Teilfolgen von {u;}, . und {@}, . Weil diese
Funktionen geordnet sind konvergieren sogar die Folgen selbst. Fiir u,(x) = limy_o 1y ()
und dhnlich fiir Ty () = limy_ o Ug(z) gilt

Uso = Gor (f(-,uoo) + Luoo) € WHr(@)nCH(Q).
Dann ist Te (u,) eine Losung von (12.17). Weil u(z) < u, (z) < Ty () < u(z), folgt

f(,u (7)) = f(7,u,(z))

und Ty, (u,,) ist dann sogar eine Losung von (12.11). Es ist iibrigens nicht unbedingt so,
dass U, = Uno- [



12.5 Variationelle Methoden 135

12.5 Variationelle Methoden

Auch in diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Problem

{ —Au(x) = f(x,u(x)) firz e,

w(x) = 0 fiir 2 € A9, (12.22)

Wenn f bestimmte Eigenschaften hat, kann man zeigen, dass

1
J(u) = / (§Vu (x) - Vu(x) — F(z,u (x))) dx
mit
u(x)
F(z,u(x)) = / f(z,v)dv
v=0

ein Minimum in VVO1 2(Q) besitzt. Wenn u,,;, diese minimierende Funktion ist und F
geniigend nett ist (zum Beispiel falls f stetig ist und eine passende Wachstumsbedingung

erfiillt), dann folgt
81}J(U + tg0>|t:0 =0.

Weil

J to) — J(t

0T +t) = i LI (900 Vo 0) ] o) ()
(12.23)

folgt dass u eine schwache Losung ist.

Fiir zum Beispiel f (u) =1 — u? findet man

J(@:/G\W@)E—wi&) dx

und man kann sehen, dass J ein Infimum hat. Das gibt Hoffnung, dass J sogar ein Mi-
nimum hat. J hat ein Infimum wenn J (u) > ¢ gilt fiir alle u die in Betracht kommen; J
hat ein Minimum, wenn J(u) > J(ug) fiir alle u die in Betracht kommen.

Oft kann man nicht nur eine Losung als Minimum des Funktionals finden, sondern sind
auch Sattelpunkte moglich. In ein Sattelpunkt kann man auch (12.23) und eine schwache
Losung erwarten.

Beispiel 12.13 Wir betrachten

B 3 g
X S R (12:24
Dann nimmt man
() = /Q (% V() — Su (:n)‘*) do
Wenn
[l sy < C NIVl 2y fiir alle u € Wi?(9), (12.25)

dann folgt, dass

1 1, .4 1
J(w) 2 5 I Vulfe@ = 7 lullta = 7 IVulig (2 C* IVullg)
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und dass F fiir w = 0 ein lokales Minimum hat. Die Tatsache, dass uw = 0 eine Ldsung
ist, ist nicht besonders tiberraschend. Wenn man aber bemerkt, dass lim;_ ., J(tu) = —oo
fiir u € Wy (Q\ {0}, dann kann man auch noch einen Sattelpunkt erwarten. Ein Sattel-
punkt fiir eine Funktion g € C* (R™) in endlichen Dimensionen ist relativ klar definiert.
Hier haben wir jedoch eine Funktion J : Wy *(Q) — R, und W,>(Q) ist ein unendlich
dimensionaler Raum. Ambrosetti und Rabinowitz haben gezeigt, dass fir derartige Pro-
bleme tatsdchlich ein Sattelpunkt existieren kann. Dieses Ergebnis ist bekannt geworden
als das Mountain-Pass Lemma®. Wir sparen die Details und geben nur die wichtigsten
Bedingungen:
Wenn es e € Wy (Q) gibt und £,6 > 0 mit

e J(0)=0,
o J(u)>¢e >0 fir alleuw € Wy () mit Hu||WO1,2(Q) =90,
o J(e) <0 mit HUHWOI,Z(Q) >0,

dann definiert man

m := inf {Sup J(v(t)) ;v € C([0,1]; WOM(Q)) mit w(0) = 0 und u(l) = e} :

t>0

Diese Zahl m ist die Passhohe; vy ist eine Kurve in WOI’Q(Q), die 0 und e verbindet. An-
schliefend betrachtet man eine Folge {un}, .y mit J (u,) — m. Dann muss man noch
zeigen, dass u, konvergiert und dazu braucht man noch einige Bedingungen, deren Be-
schreibung hier zu weit fiihren wiirde.

Ubrigens braucht man fir (12.25) noch einen Sobolev-Einbettungssatz. Die Bedingung

dazu ist 1 — 5 > —% und ist nur erfillt, wenn n < 4.

Jtu)

+/.\ t

Abbildung 12.3: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationdrer Punkt (grin) in Di-
mension 1.

2 Ambrosetti, Antonio; Rabinowitz, Paul H. Dual variational methods in critical point theory and
applications. J. Functional Analysis 14 (1973), 349-381.
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Abbildung 12.4: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationdrer Punkt (grin) in Di-
mension 2. Man sucht diesen Punkt (= Funktion fir das obige Beispiel) indem man alle
Wege vom roten Punkt in die Tiefe betrachtet. Auf jedem Weg v gibt es ein Mazximum
m.,. Schlussendlich nimmt man das Infimum von m. dber alle Wege v und versucht zu
zeigen, dass dieses Infimum angenommen wird.
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