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Diese Hausaufgaben werden am Donnerstag, den 21.4.2009, um 13 Uhr eingesammelt. Bitte schrei-
ben Sie auf Ihre Lösung Ihren Namen und Ihre Gruppennummer und werfen Sie sie in den Brief-
kasten im Keller des Mathematischen Instituts.

Aufgabe 1: Sei Ω ⊂ R2 und σ ∈ R. Welche Differentialgleichung erfüllt eine Funktion u ∈ C4(Ω)
mit ∫

Ω

(∆u∆ϕ− σ (uxxϕyy + uyyϕxx − 2uxyϕxy)) d (x, y) = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω)?

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dass

v(t, x) = t−
3
2 e−

‖x‖2
4t

für x ∈ R3 und t > 0 eine Lösung ist von(
∂

∂t
−∆

)
v = 0.

Aufgabe 3: Auf Ω :=
{

(r cosϕ, r sinϕ) ; 0 < r < 1 und 0 < ϕ < 3
2
π
}

sei U : Ω → R durch Polar-
koordinaten folgendermaßen definiert:

U(r cosϕ, r sinϕ) := u(r, ϕ) :=
(
r

2
3 − r−

2
3

)
sin(2

3
ϕ)

a) Zeigen Sie, dass U in Ω die Differentialgleichung −∆U = 0 erfüllt:

b) Zeigen Sie folgendes Randverhalten:

lim
r↑1

u(r, ϕ) = 0 für ϕ ∈
(
0, 3

2
π
)

lim
ϕ↓0

u(r, ϕ) = lim
ϕ↑ 3

2
π
u(r, ϕ) = 0 für r ∈ (0, 1)

c) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass harmonische Funktionen eine Mittelwerteigenschaft be-
sitzen. Daraus folgt, dass eine nicht-konstante harmonische Funktion ihre Extrema nur auf
dem Rand des Gebietes annehmen kann. Wie verhält dies sich mit U?

d) Zeigen Sie, dass U,∇U ∈ L1(Ω). Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten.

bitte wenden



Aufgabe 4: Es ist bereits bekannt, dass ϕ : Rn → R, definiert durch

ϕ(x) =

{
e

1
‖x‖2−1 falls ‖x‖ < 1

0 falls ‖x‖ ≥ 1
,

beliebig oft differenzierbar ist. Man definiere nun für ε > 0 die Funktion Ψε : Rn → R durch

Ψε(x) := ε−n
(∫

Rn

ϕ(x̃) dx̃

)−1

ϕ
(x
ε

)
.

a) Zeigen Sie für alle ε > 0: ∫
Rn

Ψε(x) dx = 1

Sei nun u : Rn → R stetig mit kompaktem Träger. Man definiere für ε > 0 die Funktion uε : Rn → R
durch

uε(x) :=

∫
Rn

u(y)Ψε(x− y) dy.

b) Zeigen Sie, dass uε stetig differenzierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass ‖uε − u‖∞ → 0 für ε ↓ 0.

Bepunktung: Die Aufgaben 1 (10 Punkte) und 4 (10 Punkte) werden bewertet. Die restlichen
Aufgaben sind freiwillig.


