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Aufgabe 1 (5 Punkte): Sei Ω ⊂ R2 und σ ∈ R. Welche Differentialgleichung erfüllt eine Funktion
u ∈ C4(Ω) mit∫

Ω

(∆u∆ϕ− σ (uxxϕyy + uyyϕxx − 2uxyϕxy)) d (x, y) = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω)?

Aufgabe 2 (5 Punkte): Sei u(x) = |x|−a und x ∈ B1(0) ⊂ Rn. Für welche a ∈ R+ und n ∈ N ist
u schwach differenzierbar auf B1(0)?
Hinweis: Teilen Sie dazu die Integrale über B1(0) auf in Integrale über B1(0)\Bε(0) und Bε(0). Nutzen
Sie, dass

lim
ε→0

∫
Ω\Bε(0)

f(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx

für integrierbare Funktionen.

Aufgabe 3 (5 Punkte): Für b, c, f ∈ C∞ kann man die gewöhnliche DGL

u′′ (x) + b (x)u′ (x) + c (x)u (x) = f (x)

vereinfachen zu
ũ′′ (x) + c̃ (x) ũ (x) = f̃ (x) . (1)

1. Zeigen Sie, das dies funktioniert.

Hinweis: Lösen Sie {
A′ (x) = 1

2
b (x)A (x) ,

A (0) = 1

und setzen Sie ũ (x) = A (x)u (x) in (1) ein.

2. Sie v ∈ C∞(R2,R2). Zeigen Sie, dass man mit obigem Ansatz die Dgl

∆u (x, y) + v (x, y) · ∇u (x, y) + c (x, y)u (x, y) = f (x, y)

genau dann in die Form
∆ũ (x, y) + c̃ (x, y) ũ (x, y) = f̃ (x, y) (2)

bringen kann, wenn es ein A(x, y) gibt, so dass

∇ (ln(A(x, y))) =
1

2
v(x, y). (3)

3. Zeigen Sie, dass für v ∈ C∞(R2,R2) (3) äquivalent ist zu der Bedingung

∂yv1(x, y) = ∂xv2(x, y).
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Aufgabe 4 (5 Punkte): Es ist bereits bekannt, dass ϕ : Rn → R, definiert durch

ϕ(x) =

{
e

1
‖x‖2−1 falls ‖x‖ < 1

0 falls ‖x‖ ≥ 1
,

beliebig oft differenzierbar ist. Man definiere nun für ε > 0 die Funktion Ψε : Rn → R durch

Ψε(x) := ε−n
(∫

Rn

ϕ(x̃) dx̃

)−1

ϕ
(x
ε

)
.

1. Zeigen Sie für alle ε > 0: ∫
Rn

Ψε(x) dx = 1

Sei nun u : Rn → R stetig mit kompaktem Träger. Man definiere für ε > 0 die Funktion uε : Rn → R
durch

uε(x) :=

∫
Rn

u(y)Ψε(x− y) dy.

2. Zeigen Sie, dass uε stetig differenzierbar ist.

3. Zeigen Sie, dass ‖uε − u‖∞ → 0 für ε ↓ 0.

Hinweis: uε wird als Friedrichscher Glätter bezeichnet.
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