Partielle Differentialgleichungen
Kapitel 8

Die Wellengleichung in mehr =
Dimensionen

8.1 Kirchhoff fiir Raumdimension 3

Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung auf dem ganzen Raum R? ist

(2, t) — Au(x,t) = f(x,t) fiir t >0 und x € R3,
u(x,0) = up(z) fiir z € R3, (8.1)
u(x,0) = vo(x) fiir z € R3.

Bemerkung 8.0.1 Wir versuchen anzugeben, wie man zu einer Lisungsformel kommt
und betrachten dazu erst den radialsymmetrischen Fall: u (x1, xq, x3,t) = U (|z|,t). Weil
in 3 Dimensionen Au(|x]) = r=20,r20,u(r)j,=js gilt, wird die Differentialgleichung wie
folgt
1
(83 — c2ﬁ8ﬂ2&n) U (r,t) =0.
Setzen wir V (r,t) =r U (r,t) so folgt mit Hilfe von

1,1 1., (1 1
003V () = ot (1Ve0) = SV 0n)) =

1 1
= ﬁ& (rV, (r,t) = V(r,t)) = ;V}T (r,t),

dass

(& — POV V (r,t) = 0.
Die Losungen dieser letzten Gleichung haben die Form
Virt)=®(r—ct)+ ¥ (r+ct),

und man findet
1 1
Ulr,t) == (r—ct)+ -V (r+ct).
r r

Es bedeutet, dass wir formell Lésungen von uy — c2Au = 0 finden, die wie folgt sind:

w(@t) = b (2| — et) + éxy (2] + et).

|
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Diese Funktionen erinnern uns an die mit Hilfe von charakteristischen Kurven definierten
Lésungen in einer Raumdimension. Eine Funktion u(x,t) = Eﬂ@(\x! — ct) wdre eine
radialsymmetrische Welle, die sich mit Geschwindigkeit ¢ nach auflen bewegt. Analog einer
Raumdimension konnte man eine Distribution als generalisierte Losung ansetzen:

u(x,t) = |?1|5(|x] —ct) = é5(|m| —ct).

Als Distribution in R® mit t als Parameter wdre das:
1
Fu (9) = [ 2:8(al - ) ole)ds =
R3 ct
1

_ o(x)dos = ct /

el Jjg|=ct l2|=1

o (ctz)do, =: ct/ ¢ (ctw) dw.

wes?

Fiir w € S* schreiben wir weiter |w| = 1. Es gilt
lim F. =
im Fu(.) (9) =0

und
lim 8, Fy(. =i t tw - tw)) dw = 4 :
O Fu o (9) =lim [ (e () + 3w Vi (etw)) dw = re 9(0)
|w|=1
Ahnlich wire u (x,t) = ﬁé(\x —y| — ct) eine Welle, die in y startet. Wie in einer Di-
mension kann man vermuten, dass

3 dwct T Anc?t

1 ¢ 1
wwt) = [ o=yl = )iy [ wlws,
»JR ly—x|=ct
eine Losung ware fir f = ug = 0 von .

Das folgende Theorem sagt, dass diese Bemerkung tétséchlich eine Lésung zu den
Anfangswert vy gibt. Man kann sogar fiir den ug-abhéngigen Teil eine verwandte Formel
finden.

Theorem 8.1 (Die Formel von Kirchhoff)) Sei f =0, uy € C* (R?) und vy € C? (R3).
Dann hat eine Lisung in C* (R? x [0,00)), ndmlich

1 1
t) = d — d 2
w(z,t) y—n A_Ilct vo(y)doy + O, (47r02t /y_zct uo(y) 0y> (8.2)

Bemerkung 8.1.1 Betrachtet man wiederum das Einflussgebiet und das Abhdngigkeits-
gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man zwei Kegelrinder, die schematisch
(die Bodenplatte soll R® darstellen) in Abbildung dargestellt sind.

Bemerkung 8.1.2 Die Formel in kann man auch wie folgt schreiben:

1

u(z,t) = A c?t?

/ u (tvo(y) + uo(y) + Vuo(y) - (y — x)) doy,

Beweis. Wir zeigen erst, dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Weil v, stetig diffe-
renzierbar und wug zweimal stetig differenzierbar ist, folgt

LGustav Robert Kirchhoff, Kénigsberg 1824 — Berlin 1887.
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Abbildung 8.1: Finfluss- und Abhdingigkeitsgebiet in 3 Dimensionen. Nach oben die Zeit;
in blau das dreidimensionale(!) R?® fiir t = 0. Nur der Rand des Kegels zihlt.

o fiir die erste Randwertbedingung:

t

: 1 .
ltlirgl T A_wl:ct vo(y)do, = lg(r)l o /|w|=1 vo(z + ctw)dw = 0,

. 1 . t
ltlﬁgl 8t (m /|y:v|=ct UO(y)dO-y) B 1tll%l 8t (E /w|=1 UO(£ " CtW)dw) a

1
= ltifg e /|w|:1 (uo(z + ctw) + ctw - Vug(z + ctw)) dw = ug(z);

e fiir die zweite Randwertbedingung;:

i 1
1t1¢I(I)1 Oy (47r02t A/ml:d Uo(y)day) = vo(z)

und

1
. 2 o
ltlf(l)lat <47rczt Aj—aﬂzct uo(y)day) =

3
1
= lim — 2cw -V t t W;O0y, O, t dw =
im /|w|:1 ( cw - Vug(x + ctw) + ¢ ”Z:lw WOy, Zuo(:c%—cw)) w
. 2c
= lim —/ w - Vug(z + ctw)dw
|w|=1

tlo 41

w - Vug(z)dw = 0.

AT J =1

Beim letzten Schritt haben wir benutzt, dass fiir 7 € R? gilt

/ w - Udw = 0.
|w|=1

Bevor wir zeigen konnen, dass die Differentialgleichung erfiillt ist, brauchen wir das
folgende Lemma. n

Lemma 8.2 Seiu € C? (BR (O)) mit Br (0) C R™ und n > 2. Dann gilt

1 _A
(n—=2)wn Jyy<r |y

1 1
Vu(y) - v do, — / u(y) do,,.
(n = 2)wn "2 Jyyi=p Ty p ’

=u(0) —



84 Kapitel 8, Die Wellengleichung in mehr Dimensionen

Bemerkung 8.2.1 Fiir n =3 folgt

—Au (y) 1 1
——dy = u(0) — — Vuy-l/da——/ u(y) do,.
A/<R 47 |y| ( ) 4T R ly|=R ( ) v 47TR2 ly|=R ( ) Y

Beweis. Man braucht Gauf,

/ vAudr = / (v Vu— Vv u)do, +/ (Av) w dx,
Q o0 Q

die Tatsache, dass y — \y[Z_n harmonisch auflerhalb 0 ist,
Al ™ =V V"=V (2=n)yl"y) = 2—n) (~aly "y -y+nly ™) =0

und, dass y |y\27" integrierbar ist bei 0:

/ ——Au( )d = lim ——Au (y)dy =
|

y<r [y =0 Jecpyier Jy|"

- ((/m:z-z_/w:a) (=l Vuly) +u@) VIyI*") - vdoy, +
- /s<y|<R Ay u(y) dy) =

= lim ((/@/IZR—/W:E) (— > " Vu(y) v +uly) (2—n) |y|_"y-%> day) =

= /lR (_RL"VU (y)-v+u(y)(2—mn) len) do, +

+ hﬁ)l ("Vu(y) - v+u(y) (n—2)e'""") do, =
=0 Jlyl=e

-1 n—2 .
_ W/m RVu(y)-yday—W/ll u(®)do, +1m O () + (0 = 2 wyu(0)

Beim letzten Schritt ist verwendet worden, dass der Flicheninhalt von 0B.(0) gleich

wWpe™ 1 ist. -

Fortsetzung des Beweises von Theorem [8.1]. .
Wir zeigen nun, dass die Differentialgleichung erfiillt ist und fangen an mit dem Teil,
der zu vy gehort:

1 ’t

N / _a _
Cho o e vo(y)doy, = o " vo(z + ctw)dw

*t c’t
= — Ayvo(z + ctw)dw = (Avg) (x + ctw)dw =

AT =1 ar |w\—1

1
A do, = —A do, =
=17 " vo(z + 2)do, = /|z By 47r|z| vo(z + 2)do, =

1
——Auvg(x + 2)drdo, = 0, ——Avg(x + 2)dz =
/ro/u Tt e )

~ 4 (—vo( V[ Vulzt2)vdo.+ ﬁ/ Vol + 2) doz> ~ (%),

dret |z|=ct |z|=ct
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Beim letzten Schritt ist das Lemma verwendet worden. Es folgt weiter, dass

1 1
|z =ct |Z| |z|= Ct|z|
- —y V (|z|vo(x + 2)) do,
4” Jo|=et IZI
1 1
_ (— LoV (ot 2) )
A e<lal<et |2”
(o {[_parseroe)
— — r vo(x 4+ rw)) ridr | dw
dme Ew lwl=1 \Je<r<ct TQ ’
1
= (% x—i—ctw)dw)
= (47TC S (y)do'y) .

Fiir den zweiten Teil konnen wir uns nun kurz fassen:

1 1
mo (] Coen (]
c“ALO; <4702t i uo(y)doy, Occ et )y uo(y)doy,
1
2
= 0; 0, <47TC 2 /y—x|ct U0(3/>d‘7y> .

Der Beweis ist komplett. [

Auch hier kann man fiir f das Prinzip von Duhamel verwenden. Da dieses Prinzip in
jeder Dimension gilt, betrachten wir gleich die allgemeine Version.

8.2 Ergebnisse fiir beliebige Dimensionen

Proposition 8.3 (Prinzip von Duhamel) Sei f € C*(R" x [0,00)), ug = vg = 0.
Wenn fiir jedes s > 0 die Funktion

(z,t) = U(z,t;8) € C*({(w,t,8) ;2 €R" und 0 < s <t < o0})
eine Ldsung ist von

Up(x,t;8) — AAU(x,t;8) =0 fiirx € R" und t > s,
U(z,t;s) =0 firx € R® und t = s, (8.3)
Uz, t;s) = f (2, s) firz € R" und t = s,

dann st .
u(z,t) :/ U(x,t;s)ds. (8.4)
0
eine Losung von

ug(w,t) — AAu(x,t) = f(x,t) firz e R” undt >0,
u(z,0) =0 fir x € R, (8.5)
u(z,0) =0 fir x € R™.
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Beweis. Ahnlich wie in einer Dimension zeigt man:

t
8E/U(x,t;s)ds:8t( (@, t;8),y + /(9t (x,t;5) )—E)t/(?t (x,t;8)d
0
= (0U (z,;5)),_, /82 (x,t;8)ds = f(x,s) + / AU (z,t; ) ds.
0

Die Ableitung der Kirchhoffschen Formel mag rétselhaft erscheinen. Wenn man hinter-
her zeigen kann, dass das Ergebnis stimmt, soll uns das eigentlich keine Sorgen bereiten.
Trotzdem ist es verniinftig, dieser Ableitung etwas Beachtung zu geben. Die Idee ist wie
folgt gekommen. Die A-Differentialoperator ist drehungsinvariant:

A(uo R) = (Au) o R fur beliebige Drehungen R,
denn sei M eine orthogonale Matrix, so findet man MM7T = I und
Au(Mz) = Z Mjj; My; (8r0;u) (Mz) = Z (Z MJZM;m) (0k0;u) (Mz) =

i=1 jk=1 J,k=1 \1=1

n n

(MMT) , (00u) (M) = Y () (M) = (Au) (M)

J,k=1

Proposition 8.4 (Euler - Poisson - Darbouxf)) Wenn (t,z) + u(t,z) eine Lisung

15t von
ug(z,t) — AAu(w,t) =0 fiir x € R™ und t > 0, (8.6)
u(z,t) = g(x) und wy(x,t) = h(x) firz e R, '
dann st [ 0d
o
Ulr,t) = 2220 ! (8.7)
fBBT(x) 1d0y
" o9 0 o h )
09 (y)do o
G(r) = 228 L und H(r) = 2220 ! (8.8)
faBr(x) ldo, faBT($) 1day
eine Losung von
Ug(r, t) — A9, U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0, (3.9)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr > 0. '

Bemerkung 8.4.1 Die Differentialgleichung in nennt man die Fuler-Poisson-
Darboux Gleichung.

Diese Proposition liefert uns auch die Eindeutigkeit der Lésung in Raumdimension 3.

Theorem 8.5 Das Anfangswertproblem fir die Wellengleichung in hat hochstens
eine Lisung in C* (R3 x [0, 00)).

2 o Leonhard Euler, Basel 1707 — St. Petersburg 1783. e Siméon Denis Poisson, 1781 — 1840, hat sich
nie weit von Paris entfernt. Die folgende Aussage wird ihm zugeschrieben: La vie n’est bonne qu’a deux

choses: a faire des mathématiques et a les professer. Siehe Seite [87] fiir ein Bild. e Jean Gaston Darboux,
Nimes 1842 — Paris 1917.
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Beweis. Wenn (8.1]) zwei Losungen hat, sagen wir u; und wus, dann 16st w = u; — us das
Randwertproblem mit f = uy = vy = 0. Nehmen wir an, es gibt w (:E, ﬂ # 0. Ohne Verlust
der Allgemeinheit nehmen wir £ = 0. Weil A invariant unter orthogonalen Abbildungen
ist, folgt Uy — c2r—20,120,U = 0 fiir

faBr(o) w(y,t)doy,
U(r,t) = T Tdo
9B,(0) T4y

Setzen wir

V(r,t) =rU(r,t)

so folgt
r20,720,U = r20,7%0,r~ 'V = r 20, (=V 4+ 710,V) = r 10*V

und weiter, dass V (r,t) eine Losung der Wellengleichung in einer Dimension ist mit
V(r,0) = Vi(r,0) = 0 fiir » > 0 und V (0,¢) = 0. Diese Losung ist eindeutig und da-
her gilt V (r,t) = 0 fur alle 7, > 0 und auch U(r,t) = 0 fiir alle 7, > 0. Dann findet
man

1 1 ~
0,t) = — MO,t)do = —U(0,t) =0,
wO) =5 [ w0 do = U0

™

und dies ist ein Widerspruch. [

8.3 Poisson fiir Raumdimension 2

Eine Losungsformel wie die von Kirchhoff lédsst sich in 2
Dimensionen nicht direkt herleiten. Wenn man die Formel
in drei Dimensionen verwendet fiir Funktionen die in einer
Richtung konstant sind, bekommt man eine Formel fiir das
zweidimensionale Problem. Anders gesagt, statt

ug(z,t) — Au(z,t) =0 fiir v € R? und ¢ > 0, (8.10)
u(z,0) = up(z) und w(z,0) = vo(x) fiir x € R? '
betrachten wir das #hnliche Problem in R® mit dg(x1,z2,23) = wug(x,z2) und

Oo(x1, X2, 23) = vo(21, x2). Die Kirchhoffsche Formel gibt uns eine Losung @(zy, e, 3, t),
namlich

N 1 . 1 .
U(IEl, Ta, $3,t) = m / Uo(y)dO'y + at (m / UQ(y)dO'y> .

ly—z|=ct ly—z|=ct
yER3 y€R3

Weil @y und 9y jedoch nicht von x3 abhéngen, héngt auch @ nicht von z3 ab. Es folgt
aulerdem, dass

/ o (Y1, Y2, y3)doy, = / uo(y1, y2)doy, =
ly—z|=ct, yeR3

ly—(21,22,0)|=ct, yeR?

_ 2/ wo(z + 2)\/ 1 + |Vw(z) 2dz. (8.11)
|z|<ct, z€R2?
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Hier beschreibt w die Hohe y3 der Sphére als Funktion von (21, z3), das heifit

(91,y27y3) = (21, 22) = (x1 + 21,71 + ZQaw(ZhZZ)) mit w (21, 22) = 4/ c*t? — Z% - Z%

Abbildung 8.2: Statt iber die Sphire OBy (x1,x2,0) in R3 integriert man diber eine Scheibe
Bet(z1,2) in R?,

Die 2 in (8.11) folgt, weil man zwei Hélften hat. Der Faktor /1 4 [Vw(z)|* folgt aus
der Parametrisierung + durch

821 821 821 822 _ 821 8z1 6z1 (922 . 2
det O 0y Oy oy | det Ow Ow 1+ Swow —\,1+|Vw(z)|.

Ozo 0Oz Oz 0Ozo Oz2 021 Ozo Ozo
Mit
2 |Z|2 ct
1+ |[Vw(z)]" =/1+ 5 =
2?2 — |Z| 22 — |Z|2
findet man:

Theorem 8.6 (Die Formel von Poisson) Sei ug € C?(R?) und vy € C*(R?). Die
Lésung von ist fiir v € R und t > 0

vo(y) o (y)

1
dy—i—at e

2 2mc /|y_x|§0t \/

dy

1
uat) = o [
21¢ Jiy—zi<et \/02t2 Cly—z 2t? — |y — |

(8.12)

Bemerkung 8.6.1 Betrachtet man wiederum das FEinflussgebiet und das Abhdngigkeits-
gebiet wie auch in einer Dimension, dann bekommt man in Dimension 2 zwei gefiillte
Kegel die in Abbildung [8.5 dargestellt sind.

Bemerkung 8.6.2 Wenn man auch fiir eine rechte Seite f (x,t) l6sen mdchte, kann man
wiederum das Prinzip von Duhamel verwenden.

Bemerkung 8.6.3 Diese Idee in der Dimension abzusteigen wird Hadamard zugeschrie-
ben.

Lemma 8.7 Man kann die Formel in wie folgt umschreiben:

_ 1 / tvo(y) + uo(y) + Vuo(y) - (y — fv)dy
2'/TCt ly—z|<ct \/CQtZ _ |y o $|2

u(z,t)
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Beweis. Wir brauchen nur die zweite Hélfte von (8.12)) zu betrachten und benutzen da
die Substitution y = x + ctrw mit r € (0,1) und w € R? mit |w| = 1. Mit dy = *t*rdrdw
folgt

1 uo(y) < / / t up(x + ctrw) )
O | — rdrdw
t 2mc ly—z|<ct \/C2t2 — |y — | 2m lw|=1 Jr=0 V1—r?

(x + ctrw) +t crw - Vug(z + ctrw)
rdrdw
|w|=1 Jr=0 vV1-— r?

uo(y) + (y — ) - Vug(y)

dy.

Abbildung 8.3: Einfluss- und Abhdngigkeitsgebiet in 2 Dimensionen; die Zeit nach oben
und in blau (x,t) € R? x {0}. Im Gegensatz zu 8 Dimensionen ist der Kegel nun gefillt.

Die Eindeutigkeit der Losung in zwei Raumdimensionen folgt aus der Eindeutigkeit in
drei Raumdimensionen.

8.4 Raumdimensionen 4 und hoher

Wir betrachten erst die ungeraden Raumdimensionen. Wenn wir da Existenz, Eindeutig-
keit oder sogar eine explizite Formel fiir eine Losung gefunden haben, konnen wir mit dem
Absteigetrick von Hadamard auch die geraden Raumdimensionen angehen.

Wir definieren fiir eine Funktion (z,t) — wu(z,t) die erfiillt, wie in die
Funktion (r,¢) + U (r,t). Ahnlich werden auch G und H wie in definiert.

Lemma 8.8 Sein > 3 ungerade. Wenn (r,t) — U (r,t) eine 5 (n+ 1)-mal differenzier-
bare Losung ist von

Us(r,t) — Ari=0,r"=10,U(r,t) =0 fiirr >0 und t > 0, (8.13)
U(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, '
dann, ist (r,t) — U (r,t), definiert durch
U(r,t) = (T_IE)T)T%S (r"72U (r, 1))
eine Losung von
) ﬁ(f)—232 (r,t) =0 firr >0 undt >0, (8.14)
(r,t) = G(r) und Uy(r,t) = H(r) firr >0, '

fir G (r) = (r19,)"T (+"2G (r)) und H (r) = (+—10,)"F (r"~2H (r)).
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Beweis. Schreibe k£ = % (n — 3). Man zeigt mit vollstdndiger Induktion nach k, dass

O (r=0,) T (r) = (r'0,) T e R0 f ().

r

Daraus folgt

020 (r,t) = 202 (r10,) "7 ("2 (r,t)) =
(—la)" (r10,) r" ' 0,U (r,t) =
:( 9,) 7 2 (Ar o 0,U (1) =

=0} (7’_1&) E (r"_2U (, t)) = Q?U (r,t).

Die zugehorige Anfangsbedingungen kontrolliert man sofort. ]

Man kann nun wieder raten, wie die Losungsformel in ungeraden Dimensionen sein
wird fiir die Wellengleichung:

uw(z,t) — Au(z,t) =0 firt >0 und z € R",
u(z,0) = ug(x) fir x € R™, (8.15)
ut(x 0) = vo(z) fir x € R™.

Verwendet man den Absteigetrick von Hadamard, dann findet man auch eine Formel
fiir gerade Raumdimensionen.

Die Eindeutigkeit einer solchen Losung kann man mit Hilfe von Lemma wie in
Theorem 8.5 beweisen.

Theorem 8.9 Sein € N, m = [2], f =0, up € C"*?(R") und vy € C™ ™ (R).

o Wenn n ungerade ist, hat die folgende Losung:

n=3 ] n=3 1
wen =0 | 0)T S [t va0ma)T | S [ wws,

ly—z|=ct ly—w|=ct

Es gilt C,, = 1

wn(n—2)(n—4)...5 3 1°

o Wenn n gerade ist, hat die folgende Ldsung:

U(l‘,t) = Dn ( 181& /
\y z|<ct \/CQt2 ’y

n-2 ]
+ 0, (fl@t) 5 — / up(y) do,
" 2
y—z|<ct \/C2t2 - |y o SC|

day +

Es gilt D,, = 1

wpn(n—2)(n—4)...4 2°

Wie vorher w,, = f(’)Bl(O) ldo

Die Beweise dieser Formeln sind dhnlich wie die fiir die Formeln von Kirchhoff (8.2))
und Poisson (8.12)).
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8.5 Gebiete mit Rand

Eine natiirliche Frage ist was passiert wenn man die Wellengleichung nicht auf ganz R"
sondern nur auf ein Gebiet 2 C R" losen mochte. Man kann zeigen, dass das folgende
Anfangs/Randwertproblem sinnvoll ist im Sinne von Hadamard:

ug(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) fiirt >0und z € Q,
o

u(z,0) = uo(x) fir x € 9,
ut(x 0) = vo(z) tiir z € €, (8.16)
u(z,t) = (I, t) fiir t > 0 und x € 0.

Nur in einigen einfachen Fille, wie zum Beispiel beim Halbraum € = R* ! xR*, kann man
einen expliziten Formel fiir die Losung herleiten. Fiir allgemeinere Gebiete gibt es kaum
derartige explizite Formel und miissen wir andere mathematische Werkzeuge anwenden.
Aber auch ohne solchen Formeln kann man die Fragen von Hadamard zu ein solches
Problem angehen und fiir Existenz, Eindeutigkeit und Robustheit zeigen.

Theorem 8.1Q Sei Q0 ein beschrdinktes Gebiet in R™. Dann hat hochstens eine
Lésung in C? (Q x [0, 00)).

Beweis. Wenn es zwei Losungen gébe, sagen wir vy und us, dann wére u = u; — us eine
Losung von (8.16)) mit f = ug = vg = ¢ = 0. Betrachte die Funktion

E(t) = %/Q (uy (z,1)* + |V (z, t)|2) dx.
Man nennt diese Funktion die Energie. Es gilt
E'(t) = /Q (we (z,t) ug (z,t) + Vu (z,t) - Vg (2,1)) do =
= /Q (we (z,t) ug (2, t) + Vu (2,t) - Vg (2,1)) do =

= Ovu (z,t) ug (x,t) do, + / wg (z,t) (uy (z,t) — Au(z,t)) de = 0.
o0 Q

Im letzten Schritt verwenden man, dass uy (z,t) —c*Au (x,¢) = 0 und dass aus u (z,t) = 0
fir (z,t) € 9Q x RT folgt u; = 0 auf 00 x R*. Also gilt

E(t) = E(0) = %/Q (s (2,0)2 + & [V (2, 0)]%) dz = 0.

Hier verwendet man u (x,0) = u; (2,0) = 0. Weil in F (¢) die Summe zweier Quadraten
ist, folgt u; (z,t) = 0 = Vu (z,t) fur alle (z,t) € Q x RT. Wenn alle Ableitungen 0 sind,
ist die Funktion konstant. Weil © am Rand 0 ist, gilt © = 0 auf Q x R*. Es gibt also nur
eine Losung. n
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