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Aufgabe 1: Leiten Sie eine explizite Formel fiir die Losung von

u—Au+cu=f inR"xR"
u=g auf R" x {t =0}

her, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.
Hinweis: Versuchen Sie es mit u(x,t) = e®v(z,t).

Aufgabe 2: Sei () C R™ beschriankt mit glattem Rand. Fiir eine Losung u des Anfangs-/
Randwertproblems
u—Au=f in QxR"
U=ga auf 2 x {t =0} (1)
u=ggr auf 00 x RT

definieren wir die Energie
1
E(t) = —/uz(a:,t) dx.
2 Ja

(a) Seien f =0 und gr = 0. Zeigen Sie, dass t — E(t) dann fallend ist. Wie lésst sich
dieses Ergebnis physikalisch interpretieren?

(b) Folgern Sie daraus, dass das Anfangs-/ Randwertproblem (1) héchstens eine L&-
sung in C?(Q x [0,00)) haben kann.

Aufgabe 3: Finden Sie alle nichtnegativen klassischen Losungen des Randwertproblems

u(x,t) — Cuge(z,t) =0 fiir x € (0,0),t > 0,
u(0,t) = u(l,t) =0 fir ¢t > 0,

die die Form u(z,t) = X (x)7T'(t) haben.

Aufgabe 4 (5 Punkte): Sei U = (0,2)*\ [1, 2]
Wir betrachten

Uy — Uype = 0 mit u € C*(U) N C(U).

Wo kann diese Funktion « in U ihr Maximum annehmen?




Aufgabe 5 (5 Punkte): Sei W(z,t,7) C R" xR eine Warmeleitungskugel. Bestimmen
Sie

d:=sup{|ly1 — va| ; Fser : (v1,5) € W(z,t,r) und (y2,s) € W(x,t,r)}
und

h :=sup{|s; — s2| ; Jyern : (y,51) € W(z,t,7) und (y, s2) € W(z,t,7)}.

Aufgabe 6 (5 Punkte): Fiir £ > 0 und = € R sei
()= e
u(z,t) = — e .

Oz \/4Art

Dies 16st das Anfangswertproblem

up(x,t) — Uge(z,t) =0 firx € Rt >0,
limy g u(z,t) =0 fir x € R.

a) Ist das ein Widerspruch zur Eindeutigkeit von Losungen?

(a)

(b) Gilt [Ju(-, ) = O] ooy — O fiir # 4 02

(¢) Gilt [Ju(-, ) — O] ya gy — O fiir £ 4 07
)

(d) Bestimmen Sie ein F' € 2'(R), so dass die von x +— u(z,t) erzeugte Distribution
Fu(-,t) € @/(R),

Fuc() = [ ua,thpla)ds
gegen F' konvergiert, das heifst
Yo € Z(R) : lim Fu(0) = Flp).
Aufgabe 7 (5 Punkte): Seien
g(z,t) = €e* cos(z + 2t) + e “ cos(x — 2t) und
4 4
a(y) = e ¥y cos(V3ys).

Man kann zeigen, dass fiir

ant) = [ alw)atan. )iy
gilt, dass
u € C*R x (0,00)) NC(R x [0,00))

und dass
u(z,0) =0 fir alle z € R.

(a) Zeigen Sie, dass u; — ug, = 0 fir alle (z,t) € R x R.
(b) Gibt es C' und A derart, dass u(z,t) < Cel fiir alle (z,t) € R" x [0, 00)?

Hinweis: Dieses Beispiel kommt von Rosenbloom und Widder.



