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Aufgabe 1 (6 Punkte): Sei v € C%*(Q) und Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sei Bgr(xg) C Q, r € (0,R) und —Au < 0.
1 1
Fir o(r) = ———— u(x)do, gilt 2H(r) > 0.
) =108 (0)] 8BT(900)( ) or ()
Hinweis 1: fBr(mo) w(z)de = [ faBS(IO) u(z)dods.
(b) Zeigen Sie: —Au < 0 = wu subharmonisch.

(c) Zeigen Sie, dass wenn —Au(z) > 0 in B,(z) gilt, fiir die Lésung v von

—Av =0 in B.(zo)
v=1u auf 0B, (zo)

gilt, dass v(xg) < u(x).
(d) Zeigen Sie: v subharmonisch = —Au < 0.

Hinweis 2: ,Hinweis 1¢ und ,,—Au >0 = wu ist nicht subharmonisch®.

Aufgabe 2 (4 Punkte): (a) Zeigen Sie, dass es ein C, > 0 gibt, so dass fiir alle
u € C3([0,1]) gilt, dass

1 1
/o lu(x) [P do < Op/o [u' ()" d.

(b) Zeigen Sie, dass es ein C), > 0 gibt, so dass fiir alle u € C'*([0,1]*) mit u(z,y) =0
auf {0} x [0,1] gilt, dass

/ ju(z, y) d(z,y) < C, / V(e y) d(z.y).
[0,1]2

[0,1]2

Aufgabe 3 (4 Punkte): Sei R > 0 und u harmonisch und nichtnegativ auf Br,1(0) C
R™ (n > 3). Sei 0 < r < R. Zeigen Sie, dass fiir jedes z € B,.(0) gilt:

(Ri )2 R0 S () < (R}j )2 ()

Hinweis: Nutzen sie die Darstellungsformel fiir Losungen auf einer Kugel.




Aufgabe 4: Sei u eine nichtnegative, harmonische Funktion auf R™ mit n > 3. Zeigen
Sie, dass u konstant ist.

Hinweis: Aufgabe 3

Aufgabe 5: (a) Es seien uw und v superharmonische Funktionen auf €. Zeigen Sie,
dass w, definiert durch
w(z) = min (u(z), v(2))

auch superharmonisch ist auf 2.

(b) Geben Sie ein zwei superharmonische Funktionen v und v an, so dass
z(x) := max (u(x),v(x))

nicht superharmonisch ist auf €.

Aufgabe 6 (6 Punkte):
(a) Sei u € C*(2) harmonisch. Zeigen Sie, dass A? (|z|* u(z)) = 0.

(b) Beweisen Sie, dass u(z) = ¢; + ¢y |z +c3 |2]* " + ¢4 |z|* " fiir ¢; € R die Gleichung
A%y = 0 auf R™\ {0} fiir n ¢ {2,4}

16st.

(c) Begriinden Sie, warum alle radialsymmetrischen Losungen dieser Gleichung diese
Form haben.

(d) Bestimmen Sie mithilfe dieser Funktionen eine Funktion F,, : R" \ {0} — R fiir
n > 4, so dass
A*F, = &, in Z'(R™)

und

Die Funktion F,, nennt man die Fundamentallosung fiir den biharmonischen
Differentialoperator.



