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Aufgabe 1: Geben Sie eine schwache und eine distributionelle Formulierung der folgenden Dif-
ferentialgleichungen für u:

(a) cos (x)u′′ (x) = f (x) für x ∈
(
−1

2
π, 1

2
π
)
.

(b) ∇ · (ex1∇u (x)) = f (x) für x ∈ B1 (0) ⊂ R2.

(c)
(

∂
∂x1
, ∂
∂x1

)(( a11 (x) a12 (x)
a21 (x) a22 (x)

)( ∂
∂x1
∂
∂x1

)
+

(
b1 (x)
b2 (x)

))
u (x) = f (x) für x ∈ Ω ⊂ R2.

Aufgabe 2 (5 Punkte): Wie ist die klassische Formulierung der Differentialgleichung für u bei:

(a)
ˆ 1

2
π

− 1
2
π

(cos (x)u′ (x)ϕ′ (x)− f (x)ϕ (x)) dx = 0 für alle ϕ ∈ C∞0
(
−1

2
π, 1

2
π
)
.

(b)
ˆ
B1(0)

((
1 + |x|2

)
∇u (x)∇ϕ (x) + f (x)ϕ (x)

)
dx = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (B1 (0)).

(c)
ˆ
B1(0)

(
−
(
1 + |x|2

)
u (x) ∆ϕ (x) + f (x)ϕ (x)

)
dx = 0 für alle ϕ ∈ C∞0 (B1 (0)).

Aufgabe 3 (5 Punkte): Wir betrachten die Funktion fα : [−1, 1]→ R, definiert durch

fα(x) =

{
|x|α sin

(
1
x

)
für x 6= 0,

0 für x = 0,

mit α ∈ (0,∞).

Beweisen Sie jeweils: Für welche α ist

(a) fα stetig?

(b) fα differenzierbar in 0?

(c) f ′α auf (0, 1] beschränkt?

(d) fα stetig differenzierbar auf [−1, 1]?

(e) fα schwach differenzierbar auf [−1, 1]?

Hinweis: Sie können ohne Beweis benutzen, dass
´ 1

0

∣∣ 1
x

cos( 1
x
)
∣∣ dx =∞.

Aufgabe 4 (5 Punkte): Sei f : Rn → R zweimal stetig differenzierbar und radialsymmetrisch,
d.h. es existiert ein f̃ : [0,∞)→ R, so dass f(x) = f̃(‖x‖). Zeigen Sie, dass dann

∆f(x) =
1

rn−1

∂

∂r

(
rn−1 ∂

∂r
f̃(r)

)
für r = ‖x‖ gilt.



Aufgabe 5: Sei u(x) = ‖x‖−a mit x ∈ B1(0) ⊂ Rn. Für welche a ∈ R+ und n ∈ N ist u schwach
differenzierbar auf B1(0)?

Hinweis: Es gilt limε↓0
´

Ω\Bε(0)
f(x)dx =

´
Ω
f(x)dx für jede integrierbare Funktion f .

Aufgabe 6 (5 Punkte):

(a) Zeigen Sie, dass x 7→ ln |x| auf (−1, 1) keine schwache Ableitung hat.

(b) Zeigen Sie, dass x 7→ ln |x| auf B1 (0) ⊂ R2 eine schwache Ableitung nach x1 hat.

Aufgabe 7:

(a) Sei f(x) = ‖x‖
1+‖x‖2 . Für welche p ∈ [1,∞] ist f ∈ Lp(R2)?

(b) Sei f(x) = 1
‖x‖2+‖x‖4 . Für welche n ∈ N ist f ∈ L2(Rn)?

Hinweis: Nutzen Sie Beispiel 1.26 aus der Vorlesung.


