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Abgabeschluss ist aufgrund des Feiertags schon Mittwoch, 16 Uhr!

Aufgabe 1: Sei B;(0) C R? und J(u fBl(O) (3 IVul® + (1 - u?)?) dz.

(a) Wenn u € C%(B1(0))NCo(B1(0 )) das Funktional minimiert, welches Randwertproblem 16st
u?

(b) Zeigen Sie, dass u = 0 eine Losung des Randwertproblems im oben genannten Raum ist,
aber nicht das Funktional minimiert. Hinweis: Betrachten Sie u(x) =1 — ||z|°.

Aufgabe 2 (5 Punkte): Sei 7' € C%(Q x R}) eine Lésung von

ST (x,t) — kAT (z,t) = cT'(z,t)  fiir (z,t) € @ x RT
T(x,t) =0 fir (z,t) € 00 x Rt
T(,)_ To(z) fir z € Q

Sei E(t) = [, T(x,t)*dx. Zeigen Sie, dass dann E(t) < F(0) exp(2ct) gilt.
Hmwezs. Fiir den letzten Schritt ist es hilfreich zu zeigen, dass

0

ot a (exp(—at)F(t)) < 0.

—F(t) < F<t):>8t

Aufgabe 3 (5 Punkte):

Auf Q := {(rcosg,rsing);0<r<lund0<@<jzm}seiU:Q—R
durch Polarkoordinaten folgendermafsen definiert:

3

U(rcosp,rsing) == u(r, p) = <r% — r‘z) Sin(ggp)

(a) Zeigen Sie, dass U in € die Differentialgleichung —AU = 0 erfiillt:
(b) Zeigen Sie folgendes Randverhalten:

. 4
17}%1{1 u(r,p) =0 fiir p € (0, 37)
limu(r, ¢) = lim u(r, ) =0 fiur r € (0,1)
@0 otgm

(c¢) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass harmonische Funktionen eine Mittelwerteigenschaft
besitzen. Daraus folgt, dass eine nicht-konstante harmonische Funktion ihre Extrema nur
auf dem Rand des Gebietes annehmen kann. Wie verhélt dies sich mit U?



Aufgabe 4 (5 Punkte): Die partielle Differentialgleichung fiir eine Minimalflache ist
Vu (z,y)

' \/1 + |Vu (z.y)|

(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir radialsymmetrische Funktionen zur folgenden Gleichung
wird:

\Y

=0.

5, U (r) L1 Ur(r) _o

LU (1) "\ L1 ()]

(b) Sei h > 0. Berechnen Sie wenn moglich eine radialsymmetrische Losung fiir

V.o ) =0 fiir 1 <a2®+¢> < 4
1+|Vu(z.y)|
u(z,y) =0 fir 22 +y* =1,
u(x,y)=nh fir 2% +y* = 4.

(c) Welchen Wert darf h maximal annehmen, damit eine radialsymmetrische Losung (x,y) —
u (z,y) existiert?

Aufgabe 5 (5 Punkte):
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(a) Zeigen Sie, dass v(t,z) =t~ 3e~ i fiir x € R® und ¢ > 0

eine Losung ist von
0
— —A|v=0.
(at ) ’

(b) Berechnen Sie lim; o v(¢, ) wo dies moglich ist.

(c) Zeigen Sie, dass v sich zu einer C?((R? x [0,00)) \ {0, 0})-Funktion erweitern lésst.



