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Aufgabe 1 (5 Punkte): Sei v: R — R definiert durch v(z) = eIl
(a) Berechnen Sie —v” 4 v als Distribution.

(b) Welche gewohnliche Differentialgleichung erfiillt

ue) = [ ole = o)y fis g € CF(R)?
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Aufgabe 2 (5 Punkte): Betrachten Sie die Funktionen
uy (z,t) = max (t* — 2*,0) und u, (z,t) = max (¢t — |z[,0).

(a) Ist uy bzw. uy eine distributionelle Losung der Wellengleichung wy — u,, = 0 auf
R x R*?

(b) Ergénzen Sie die Anfangsbedingungen:

up (2,0) = v ug (2,0) = i
Dy (2,0) = oo Dy (2,0) = oo

Abbildung 1: Skizze der beiden Funktionen

Aufgabe 3: Finden Sie eine Funktion f € L}, (R?) derart, dass

ﬂwwz/ﬂww@m

so ist, dass im Sinne von Distributionen gilt: —AF; = § € %'(R?).



Aufgabe 4: Wir nehmen ug,vg € C°(R). Sei u die Losung von

Uy — Uz = 0 flir (z,¢) € R x RT,
u(z,0) = up(x) fir z € R,
ug (2,0) = vo(x) fir x € R.

Die kinetische Energie, bezichungsweise potentielle Energie, am Zeitpunkt ¢ sind definiert
durch

K(t)= /R% (us(z,t)?) do und P(t) = / 1 (uo(z,t)?) da.

R
(a) Zeigen Sie, dass 8%(K (t)+ P(t)) = 0 ist. Das heifst, die Gesamtenergie ist konstant.

(b) Sei supp(ug) Usupp(vg) C [—a, al. Zeigen Sie, dass K (t) = P(t) fiir alle t > a.
Hinweis: Zeigen Sie, dass ui(z,t) = fu,(x,t) firt > a.

Aufgabe 5 (5 Punkte): Sei v: R3 x Rt — R stetig differenzierbar.

(a) Zeigen Sie: Fiir t > 0 und g(t) = flle<t+1 v(z, t)dz gilt

g/(t) = / U(xvt)do-x + / Ut(l‘,t)dl’.
llzl|=t+1 llz||<t+1

(b) Zeigen Sie, dass aus v(x,t) = 0 fir alle (x,t) € R" x RT mit ||z|| = ¢+ 1 folgt, dass

(V”) - (W> — 0 fiir [z = ¢ + 1.
(% —1

Aufgabe 6 (5 Punkte): Sei v : R® x RT — R eine klassische Losung der Wellen-
gleichung

(& ‘u—AAu=f fiir |z <t+1,
u

x,0) = up () fir ||z] < 1, (1)
ut (x,0) = vy () fur ||z <1,
u(x,t) =0 fir ||z|| =t+ 1.

(a) Wir setzen
B(t) ;:/ (2 (2, 1) + & |V (2, 8)2) de.
||| <t+1

Zeigen Sie mit Aufgabe 5, dass im Fall f = 0 folgendes gilt:
E@t)=(1- 02)/ ug (z,1)° do,.
[lel|=t+1

(b) Zeigen Sie, dass (1) fiir ¢ > 1 hochstens eine klassische Losung hat.

(c) Geben Sie eine zusétzliche Randbedingung an, so dass man auch fiir ¢ < 1 hochs-
tens eine Losung findet.

(d) Erklaren Sie anhand der Ausbreitungskegel den Unterschied zwischen ¢ > 1 und
c <1l



