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Aufgabe 1 (5 Punkte): Sei v : R→ R definiert durch v(x) = 1
2
e−|x|.

(a) Berechnen Sie −v′′ + v als Distribution.

(b) Welche gewöhnliche Differentialgleichung erfüllt

u(x) =

ˆ ∞
−∞

v(x− y)ϕ(y)dy für ϕ ∈ C∞0 (R)?

Aufgabe 2 (5 Punkte): Betrachten Sie die Funktionen

u1 (x, t) = max
(
t2 − x2, 0

)
und u2 (x, t) = max (t− |x| , 0) .

(a) Ist u1 bzw. u2 eine distributionelle Lösung der Wellengleichung utt − uxx = 0 auf
R× R+?

(b) Ergänzen Sie die Anfangsbedingungen:

u1 (x, 0) = ............... u2 (x, 0) = ...............

∂
∂t
u1 (x, 0) = ............... ∂

∂t
u2 (x, 0) = ...............
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Abbildung 1: Skizze der beiden Funktionen

Aufgabe 3: Finden Sie eine Funktion f ∈ L1
lok(R2) derart, dass

Ff (ϕ) :=

ˆ

R2

f(x)ϕ(x)dx

so ist, dass im Sinne von Distributionen gilt: −∆Ff = δ ∈ S ′(R2).



Aufgabe 4: Wir nehmen u0, v0 ∈ C∞0 (R). Sei u die Lösung von
utt − uxx = 0 für (x, t) ∈ R× R+,
u (x, 0) = u0(x) für x ∈ R,
ut (x, 0) = v0(x) für x ∈ R.

Die kinetische Energie, beziehungsweise potentielle Energie, am Zeitpunkt t sind definiert
durch

K(t) =

ˆ
R

1
2

(
ut(x, t)

2
)
dx und P (t) =

ˆ
R

1
2

(
ux(x, t)2

)
dx.

(a) Zeigen Sie, dass ∂
∂t

(K(t)+P (t)) = 0 ist. Das heißt, die Gesamtenergie ist konstant.

(b) Sei supp(u0) ∪ supp(v0) ⊂ [−a, a]. Zeigen Sie, dass K(t) = P (t) für alle t > a.

Hinweis: Zeigen Sie, dass ut(x, t) = ±ux(x, t) für t > a.

Aufgabe 5 (5 Punkte): Sei v : R3 × R+ → R stetig differenzierbar.

(a) Zeigen Sie: Für t > 0 und g(t) =
´
‖x‖<t+1

v(x, t)dx gilt

g′(t) =

ˆ
‖x‖=t+1

v(x, t)dσx +

ˆ
‖x‖<t+1

vt(x, t)dx.

(b) Zeigen Sie, dass aus v(x, t) = 0 für alle (x, t) ∈ Rn×R+ mit ‖x‖ = t+ 1 folgt, dass(
∇v
vt

)
·
( x
‖x‖
−1

)
= 0 für ‖x‖ = t+ 1.

Aufgabe 6 (5 Punkte): Sei u : R3 × R+ → R eine klassische Lösung der Wellen-
gleichung 

(
∂
∂t

)2
u− c2∆u = f für ‖x‖ < t+ 1,

u (x, 0) = u0 (x) für ‖x‖ < 1,
ut (x, 0) = v0 (x) für ‖x‖ < 1,
u (x, t) = 0 für ‖x‖ = t+ 1.

(1)

(a) Wir setzen

E(t) :=

ˆ
‖x‖<t+1

(
u2t (x, t) + c2 |∇u (x, t)|2

)
dx.

Zeigen Sie mit Aufgabe 5, dass im Fall f = 0 folgendes gilt:

E ′ (t) =
(
1− c2

) ˆ
‖x‖=t+1

ut (x, t)2 dσx.

(b) Zeigen Sie, dass (1) für c > 1 höchstens eine klassische Lösung hat.

(c) Geben Sie eine zusätzliche Randbedingung an, so dass man auch für c < 1 höchs-
tens eine Lösung findet.

(d) Erklären Sie anhand der Ausbreitungskegel den Unterschied zwischen c > 1 und
c < 1.


