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Aufgabe 1 (5 Pkt.) Sei U = Rt x R x R und betrachte

ug(z,t) — Au(z,t) = f(x,t) firz € U und t > 0,
u(z,0) = ug(x fir x € U, (1)
ur(z,0) = vo(x fir x € U,
Uz, (0, x9, 23,1) =0 fiir (o, 3) € R? und ¢t > 0.

a. Setzen Sie f auf (R*\ U) x [0, 00) und uy und vy auf R*\ U derart fort, dass die Lésung
@ der Wellengleichung auf R?® x R* mit diesen fortgesetzen Funktionen f , Uo and g
anschlieBend, eingeschriinkt als Funktion auf U x [0, 00), eine (distributionelle) Losung
von (1) ergibt.

b. Zeigen Sie, dass wenn f € C? (U x [0,00)), g, vo € C*(U) und

0 0 9,
a—xfl(O,xQ,xg,,t) = a—z(l)(o,:cg,xg) = a—;(i((),m,xg) =0 fiir alle (z2,73) € R* und t > 0,

gilt, fiier diese wie oben konstruierte Losung folgt, dass u € C? (R3 x [0, 00)) .

Aufgabe 2 (5 Pkt.) Wir nehmen ug, vy € C§°(R). Sei u die Losung von

Ugg — Upe =0 fiir (x,t) € R x R,
u(x,0) = ug(x) fir € R,
ug (2,0) = vo(x) fir x € R.

Die kinetische Energie, beziehungsweise die potentielle Energie, am Zeitpunkt ¢ ist definiert
durch

K(t) = /R% (u(z,t)?) dz und P(t) = / 1 (ua(z, 1)) da.

R
Zeigen Sie:

a. K(t)+ P(t) ist konstant.
Hinweis: betrachte % (K(t)+ P(t)).

b. Es gibt to € R mit K () = P(¢) fiir alle t > t,.
Hinweis: Wenn supp(ug) U supp(vy) C [—a, al liegt, dann gilt K(t) = P(t) firt > a.



Aufgabe 3 (5 Pkt.) Zeigen Sie, dass fiir ug, vy € C5°(R?) die Losung von

ug — Au=0 fir (z,t) € R? x RT,
u(x,0) = up(z) fiir x € R?,
ug (x,0) = vo(x) fir z € R3.

die folgende Abschétzung erfiillt:

C(UO, Uo)

lu(z, t)] < fiir (z,t) € R® x RY.

Aufgabe 4 (5 Pkt) Wir betrachten das Randwertproblem

U + Uy — Uge = 0 auf (0,0) x R,
u(x,0) =uo(z) firzel0,/],
ug (z,0) = v (x fiir x € [0, 4],

u(0,t) =u(l,t)=0 firt>D0.

a. Zeigen Sie, dass fiir eine Losung u € C? ([0, 4] x [0, 00)) gilt:

8t/ (e (z, 1) + up (, t)2) dx <0.
(0,6)

b. Zeigen Sie, dass dieses Randwertproblem in C? ([0, ¢] X [0, 00)) hichstens eine Lésung hat.

Aufgabe 5 Ein schwingender Balken, der an seinen Enden eingeklemmt ist, kann man be-
schreiben durch das folgende Randwertproblem mit d, ¢ > 0:

U + PUggpe = 0 auf (0,0) x RT,
u(x,0) = ug () fir z € [0, /],
u (2,0) = v (z fir z € [0, /], (2)
u(0,t) =u(l,t)=0 furt >0,
ug (0,t) = u, (€,t) =0 fiir t > 0.

a. Zeigen Sie, dass dieses Randwertproblem in C* ([0, ¢] x [0, 00)) hichstens eine Lésung hat.

b. Gilt dies auch, wenn man die letzte Zeile in (2) wegldsst?

c. Und wenn man die letzte Zeile ersetzt durch wuy, (0,t) = ug, (€,t) = 0 fiir ¢ > 07



