Nachklausur PDGL vom 01.10.2013

1. Sei By (0) = {z € R?;|z| < 1} und sei z — u () eine radialsymmetrische Losung von

{ ~V - ([Vu (@)’ Vu(z)) =1 in By (0),
u(x)=0 auf 0By (0) .

Radialsymmetrisch bedeutet, dass man die Losung wie folgt schreiben kann: u (z) = U (|z]).
Welche gewohnliche Differentialgleichung erfiillt r — U (7)?

2. Betrachte die Differentialgleichung

mit Nebenbedingung
u(x,0) = —x. (2)

a) Berechnen Sie die Losung von (1-2) in einer Umgebung der x-Achse.

b) Zeigen Sie, dass diese Losung als klassische Losung existiert fiir (z,t) € R x [0, log 2).
3. Die Skizzen mit Hohenlinien zeigen Losungen von
a) Ugy — Uyy = 0, b) Uyy —uy, =0 und ¢) Uy, + Uy, =0,

die jeweils die drei folgenden Randbedingungen® erfiillen:

- -= = n

Bestimmen Sie zu jedem Bild plus Randbedingung die dazu passende Gleichung und begrAijn-
den Sie Thre Auswahl.

IL. u(x,4n)
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"VWerwendet sind die Funktionen ©® x) = (cos (%L) + %cos (%7) + % cos (%L) + % cos (%.)“) + & cos (%x =+ 37 COS (%))
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2und W(x) = 2 ((e7cos (L) + se " cos (32) + Ze 2 cos (32) + e 7 cos (Za) + Le 817 cos (J2) + thye 1217 cos (LLa)).



I w(z,47) = go(a:) IV. u(z,4m) = ¢(x)

4. Sei Q ={(x,y);0 <z <1und 0 <y < 1}. Zeigen Sie, dass fiir die Losung u von

—Au(z,y) =1 fir (z,y) € Q,
u(z,y) =ay fir (z,y) € 0L,

gilt, dass min wu (z,y) =0 und max u(x,y) = 1.
(z,y)€Q (z,y)eN

Hinweis: Die Funktion v (z,y) = xy+ ;ix (1—2)+ A—lly (1 —y) hat die folgenden Eigenschaften:

—Av ('Iay) - f’lj?” (l’,y) € Qa
v (r,y) > fiir (z,y) € 09,

1
min v(z,y) =0 wund max v(z,y)=1.
(z,9)€Q (z,y)eQ

5. Richtig oder Falsch? Sei V¥ (¢, x) = \/4;?6_%.

a) Sei uy € Cg° (R). Man findet eine Losung von
g (t, ) — Uz (t,2) =0 fiir (¢, 2) € RT x R,
u(0,z) = ug (2) fir z € R,

durch u (¢t,z) = /R\I/ (t,z —y)uo (y) dy.



b) Sei up € C§° (R?). Man findet eine Losung von

w (t,x) — Au(t,x) =0 fir (¢,z) € R x R?,
u (0,2) = ug () fir € R?,

durch u (t,z) = / U (t,z1 —y1) W (L, 29 — y2) uo (y) dy.

R2
Begriinden Sie Thre Antworten.

fur |z| <t,
fir |x| > t.

O

6. Richtig oder Falsch? Sei ¥ (¢, z) = {

a) Sei vy € Cg° (R). Man findet eine Losung von

U (6, ) — Uy (t, ) =0 fiir (¢,2) € RT X R,
u(0,2) =0 fur z € R,
ut (0, 2) = vy () fir z € R,

durch w (t,z) = /R\If (t,x —y)vo (y) dy.

b) Sei vy € C§° (R?). Man findet eine Losung von

uy (t,2) — Au(t,z) =0 fiir (¢,7) € RT x R?
u(0,2) =0 fir z € R?,
u (0,2) = v (2) fir € R?,

durch u (t,z) = / U (t, 21 —y1) U (L, 22 — 1y2) vo (y) dy

RQ

Begriinden Sie Thre Antworten.

7. Sei f(x) = 2 (1 — %) und definiere F. € 2 (R) durch

F) - [ @) ) 4y

3

Man kann zeigen, dass lim F. = ¢ d; im Sinne von Distributionen. Berechnen Sie c.
el0

8. Erklédren Sie die Kriterien von Hadamard anhand eines Beispiels mit einer partiellen Differen-

tialgleichung.



