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Die Lösungen müssen in den Übungsbriefkasten für Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 05.07.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei R = (0, a)× (0, b) und f ∈ L2(R). Dann ist {ϕm,n}m,n∈N+ mit

ϕm,n(x, y) =
2√
ab

sin
(
mπ

a
x
)

sin
(
nπ
b
y
)

ein vollständiges Orthonormalsystem für{
−∆u = f in R ,
u = 0 auf ∂R .

(1)

(a) Zeigen Sie, dass ϕm,n Eigenfunktionen des Problems sind, d.h. Lösungen von (1) mit
rechter Seite f = λm,nϕm,n. Bestimmen Sie die Eigenwerte λm,n.

(b) Zeigen Sie die Orthonormalität in L2(R):

〈ϕm,n, ϕk,l〉L2(R) :=

ˆ a

0

ˆ b

0

ϕm,n(x, y)ϕk,l(x, y) dy dx = δm,kδn,l

(c) Wie konstruiert man Lösungen von (1) mit diesem Orthonormalsystem?

Aufgabe 2: Zeigen Sie, wie man mit Hilfe des Orthonormalsystems aus Aufgabe 1 auch Lö-
sungen für {

∆2u = f in R ,
u = unn = 0 auf ∂R .

konstruieren kann. Hierbei ist unn die zweite Normalenableitung auf ∂R.

Aufgabe 3 (2+2+0 Punkte): Der stetige Erweiterungsoperator E : C1
b ([0,∞)× R)→ C1

b (R2)
ist definiert durch

(Ef)(x1, x2) :=

{
f(x1, x2) für x1 ≥ 0 ,

αf(−x1, x2) + βf(−1
2
x1, x2) , für x1 < 0 .

(a) Bestimmen Sie α und β.

(b) Zeigen Sie E (C2
b ([0,∞)× R)) 6⊂ C2

b (R2).

(c)∗ Mit dem gleichen E ist E : W 2,2 (R+ × R)→ W 2,2 (R2) jedoch stetig. Zeigen Sie dies.
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Aufgabe 4 (0+2+2+2 Punkte): Es sei

Ψ1(x) = sinh(x)− sin(x) und Ψ2(x) = cosh(x)− cos(x) .

(a) Zeigen Sie: Die Funktion Φa(x) = Ψ1(x)Ψ2(a)−Ψ1(a)Ψ2(x) löst das Problem{
Φ′′′′ = Φ in (0, a) ,

Φ(0) = Φ′(0) = 0 = Φ(a) .

(b) Zeigen Sie, dass es eine Folge 0 < a1 < a2 < a3 < . . . gibt, sodass Φ′a(a) = 0 genau dann,
wenn a = 0 oder a = ak oder a = −ak für ein passendes k ∈ N+.

Mit Hilfe von ϕk(x) = Φak(akx) für k ∈ N+ findet man ein vollständiges Orthogonalsystem von{
u′′′′ = f in (0, 1) ,

u = u′ = 0 auf ∂(0, 1) .
(2)

(c) Zeigen Sie die Orthogonalität der ϕk in L2(0, 1).

(d) Wie erhält man nun für f ∈ L2(0, 1) eine Lösung des Problems (2)?

Aufgabe 5 (2 Punkte): Kann man mit Hilfe der Eigenfunktionen aus Aufgabe 4 auch ein
vollständiges Orthogonalsystem für den zweidimensionalen Fall{

∆2u = f in (0, a)× (0, b) ,

u = un = 0 auf ∂ ((0, a)× (0, b)) ,

konstruieren?

Aufgabe 6 (2+1+2+3 Punkte):

(a) Sei u ∈ C4(Ω) harmonisch. Zeigen Sie, dass ∆2
(
|x|2 u(x)

)
= 0.

(b) Beweisen Sie: u(x) = c1 + c2 |x|2 + c3 |x|2−n + c4 |x|4−n für ci ∈ R löst die Gleichung

∆2u = 0 auf Rn \ {0} für n /∈ {2, 4}.

(c) Begründen Sie, warum alle radialsymmetrischen Lösungen dieser Gleichung diese Form
haben.

(d) Bestimmen Sie mithilfe dieser Funktionen eine Funktion Fn : Rn \ {0} → R für n > 4, so
dass

∆2Fn = δ0 in D ′(Rn)

und lim
|x|→∞

Fn(x) = 0.
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