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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 12.07.2018, um 12 Uhr.

Aufgabe 1: Sei u € C*(Q) und Q C R™ ein beschrinktes Gebiet. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) Sei Br(xo) C 2, r € (0, R) und —Au < 0. Wir definieren

1 1
Ply) = — u\xr dgx .
() r"=110B,(0)] BBT(CL”O)( )

Zeigen Sie 2&(r) > 0.
Hinweis 1: fBr(mo) u(z)de = [ f@BS(J}O) u(x)do,ds.
(b) Zeigen Sie: —Au < 0 = wu subharmonisch.
(c) Es gelte —Au(x) > 0 in B,(xg). Zeigen Sie, dass fiir die Losung v von
—Av =0 in B,(xg)
v=1u auf 0B, (zo)
gilt, dass v(zg) < u(xg).
(d) Zeigen Sie: u subharmonisch = —Au < 0.

Hinweis 2: ,Hinweis 1¢ und ,,—Au >0 = wu ist nicht subharmonisch®.

Aufgabe 2 (2-+2+2 Punkte): Sei 2 C R" ein beschriinktes Gebiet und u € C?(Q). Zeigen Sie:
(a) u ist harmonisch genau dann, wenn u subharmonisch und superharmonisch ist.
Hinweis: Aufgabe 1.
(b) Wenn u subharmonisch ist, dann gilt das starke Maximumprinzip.

(¢c) Wenn u superharmonisch und v subharmonisch ist, sowie u > v auf 92, dann gilt u > v
in 2 oder u und v sind harmonisch.



Aufgabe 3 (1+2+2 Punkte): Die Abbildung

(z,y) = (z+ 3(2® —y°),y(1 + )

KI‘O
bildet die Einheitskreisscheibe auf das blaue Kardioid ¢
Kblau ab. .l

(a) Zeigen Sie, dass diese Abbildung konform ist. -
blau

(b) Die Greensche Funktion auf B;(0) C R? ist durch

Gla,y) = —In (1 L=l (- Iyl2)>

A7

gegeben. Berechnen Sie die Greensche Funktion fiir 2/

|
o

—Au = f n Kblau s
u=~0 auf 0Ky -

(c) Berechnen Sie die Greensche Funktion fiir das rote Kardioid Koy = 2Kp)ay-

Aufgabe 4 (9 Punkte): Fiir z,y € B;(0) C R? betrachten wir

(1= Jal’) (1 = JyP")
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G(z,y) = — ‘yaz——‘—m—y—
(@) = gz | ol = ] =l v

Zeigen Sie:
(a) G(z,y) = G(y,z)

) AZ(~d o —yl) = 0 fiirz £y

(¢) A2 (=g |z —y|) = d,(z) im Sinne von Distributionen
)

ist harmonisch als Funktion von x in By (0).

- ist biharmonisch als Funktion von x in B1(0).

Tyl

) A2 (G(z,y)) = d,(x) im Sinne von Distributionen
) G(z,y) =0 fir |z| =1

(h) 32=G(x,y) =0 fiir [z =1
)

G ist die Greensche Funktion von

{A2u =f in B;(0),

u=2u=0 auf 0B;(0).
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