Prof. Dr. Guido Sweers SoSe 2018
Jan Gerdung, M.Sc.

Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 6

Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301
im MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Mittwoch, den 30.05.2018, um 15 Uhr.

Aufgabe 1 (4 Punkte): Zeigen Sie, dass man jede Gleichung
(ad2 + 2b0,0, + c0)) u = f

mit ac > b? mittels einer Koordinatentransformation

(g) =M (z) mit M € GL(2),

auf die Form AU = F' bringen kann.

Hinweis: Man benutzt, dass man die Koeffizientenmatriz auf Diagonalform bringen kann und
skaliert dann die Figenwerte auf 1.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Bestimmen Sie die Bereiche, wo die Differentialgleichung
(1 — xQ) Upy + 2TYUgy + (1 — yg) Uyy = f
mit (x,y) € R? elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch ist.

Aufgabe 3: Bestimmen Sie, welche Bedigung Vu erfiillen muss, damit die Differentialgleichung
(1 - Ui) Ugzx + 2umuyuxy + (1 — UZ) uyy = f
elliptisch ist.

Aufgabe 4: Wir betrachten den Differentialoperator

L:a§+2tamay+a§:v- ( 1 i )V
in Abhéngigkeit des Parameters ¢t € R.

(a) Klassifizieren Sie L in Abhéngigkeit von ¢ durch Verwendung der Zerlegung
(T+t—vVE2=1) (r+t+ V2 -1) fiir [t| > 1,
(T+t—iV1—12) (T +t+ivV1—1¢?) fir t] <1,

(b) Klassifizieren Sie L in Abhéngigkeit von ¢ durch Verwendung der Eigenwerte

1t
Ar=1£t von (t 1).

7'2—1-2757'—1-1:{



Aufgabe 5 (2+2+1+2 Punkte): Auch partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung kon-
nen klassifiziert werden. Wir betrachten

L =0, +2t0202 + 0,
in Abhéngigkeit des Parameters ¢t € R.

(a) Begriinden Sie, dass man entlang der charakteristischen Kurven eine Losung konstruieren
kann, wenn das Polynom

p(r) =7t +2r% + 1
vier reelle Nullstellen hat.

(b) Fiir welche ¢ € R ist dies der Fall?

(c) Wenn keine der Nullstellen von p reell ist, heifst L
elliptisch. Fiir welche t € R ist dies der Fall?

(d) Geben Sie Vorschriften fiir stetige Funktionen 7y, 75, 73,74 : R — C fiir die 4 Nullstellen
von p in Abhéngigkeit des Parameters ¢t € R.
Hinweis: Kombinieren Sie:

—t+Vvt2 -1 exp (% arccos (—t)) ivt—+vt?—1
—V—t+vtt -1 — exp (4 arccos (—t)) —iVt—vit2—1
—t—Vt2 -1 exp (—% arccos (—t)) ivt+ V2 -1

—V—t =V =1 —exp(—%arccos(—t)) —ivVi+VE2-1

Aufgabe 6 (5 Punkte): Wir betrachten das Anfangswertproblem

g (2,t) — Cuge(z,t) =0 firz € (0,L) und t > 0,

u(z,0) = ug(x) fir z € (0, L), )
ur(z,0) = vo(x) fur x € (0,L),
u(0,t) = u(L,t) =0 firt>0.

Fiir die ungeraden und 2L-periodisch fortgesetzten Anfangsfunktionen ug und vy erhélt man
die folgende Darstellung durch Fourier-Reihen:

up(z) = iak sin <k%x) mit aj, = %/OL up(§) sin (k%rf) ¢ ,

k=1
vo(z) = ibk sin <kfﬂx> mit by, = %/L vo(&) sin (k%f) de¢ ,
0

Wir nehmen an, dass die beiden Reihen in C?[0, L] konvergieren. Zeigen Sie, dass die C*-Losung
von (1) durch

( t)i si kl cos k—ﬂt —i—OObk—LS' k—ﬁ si k—ﬂt
u(z,t) = a, sin LI LC lkﬂc in LI in LC

k=1

gegeben ist.



