1. Die Funktionen a und b seien dreimal stetig differenzierbar auf R3.

(a) Fir welches Anfangswertproblem ist

1 1
u(x,t) = e L_zzcta(y)day + 0 (m L_I:Ct b(y)day)

eine Losung?

(b) Zeigen Sie, dass man diese Losung auch wie folgt schreiben kann:

1

u(z,t) = A7 c2t2

[ )+ b0+ 50 =) oy

2. Berechnen Sie die Losung von

du+ 0, (3u*) =0 auf {(z,t);z € Rt € RT},

1 firxe < —1,
u(x,0) =< —z firze|[-1,0],
0 firx >0,

die die Entropie- und die Rankine-Hugoniot-Bedingung erfiillt. Eine ausfiihrliche Skizze der
charakteristischen Kurven mit den zugehorigen Funktionswerten geniigt.

3. Finden Sie eine gewohnliche Differentialgleichung fiir v derart, dass u (z,y) = v <\/IB2 + y2>
eine Losung ist von

v. Y4

\/ 1+ |Vl

4. Betrachte fiir a € R die partielle Differentialgleichung

Ugz + @ Ugy + 4y, = f. (1)
(a) Fiir welche a ist diese Differentialgleichung elliptisch, hyperbolisch beziehungsweise
parabolisch?
(b) Sei nun

Q={(z,y); |z| <1lund |yl <1}.

Wiihlen Sie ein a und geben Sie Randwerte auf 92 oder einem Teil von 0f2 an, so dass
zusammen mit diesen Randwerten ein wohlgestelltes Problem im Sinne von Hadamard
ergibt. Sie brauchen Thre Antwort nicht zu beweisen.

(c) Wann ist ein Randwertproblem wohlgestellt im Sinne von Hadamard?



5. Ein Mittelwertsatz ist eine Aussage folgender Art:

Fiir alle 2y € Q gibt es ein U,, C Q mit zo € U, so dass u(xg) = f,

0, u(y) dpy gilt fiir alle
ue Alf

(a) Fiir welche der folgenden Funktionenmengen gilt eine derartige Aussage?
i. A={ue C*(R?); uyy (z,y) =0},
ii. A={ueC?(R?; up (7,y) + uyy (z,y) =0},
iii. A={ueC*(R?; uy(z,y) = uy (v,y)}.

(b) Formulieren Sie zu einer der oben angegebenen Funktionenmengen die passende Version
des Mittelwertsatzes.

(c) Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen Mittelwertsatz und Maximum-Prinzip.
6. Fiir z € R sei F (z) = eIl
(a) Zeigen Sie, dass (—9? + 1) F' = § gilt im Sinne von Distributionen.

(b) Sei f € Cy(R). Zeigen Sie, dass die durch

ule) = [ (o= 0) @)y
R
definierte Funktion eine Losung ist von
(=0 +1)u=finR,
lim|x|_>oo Uu (13) = 0.

7. Seiu € C(By(0)) fiir B1(0) C R™ (n > 2). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gleichwertig
sind:

1 .
(a) u(0) = o /| u(y)doy fiir alle r € (0, 1].
n yl=r
(b) u(0) = — / u(y)dy fiir alle r € (0,1].
Wnl™ Jyl<r

8. Zeigen Sie, dass das folgende Problem hochstens eine Losung haben kann.

(

u(,t) — uge(x,t) = f(x,t) fiir x € (0,1),¢ >0,
u(z,0) = up(x) fir x € (0,1),
uz(z,t) =0 fir x € {0,1},¢ >0,

L u e C*([0,1] x [0,00)).

/ u(y) dpy
Man setzt ][ w(y) dpy = Uz

U,

o



