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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Mittwoch, den 19.06.2019, um 16 Uhr.

Aufgabe 1. (2+3 Punkte) Die Funktion u (z,t) =t ist die eindeutige ‘
C?(K)-Losung von

gt (T, 1) — Ugy (x,8) =0 fiir (2,t) € K,

u(z,t) =t fir (z,t) € A,
ug (x,t) =1 fir (z,t) € B,

fiir K das nebenstehende regelméfiige Oktagon, bei der
T; fiir i € {0,1,2,3,4,5,6,7} die 8 Geraden sind, deren
Vereinigung den Rand 0K bilden.

(a) Geben Sie die kleinstmoglichen Mengen A, B an

mit A = Uie{o,....}ri > B = Uie{(),__“}ri und
derart, dass diese Eindeutigkeit gilt.

P

(b) Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 2. (2+3 Punkte) Die Funktion u (z,t) = t ist die eindeutige C?(K)-Losung von

U (T, ) — Uy (x,t) =1 fiir (x,t) € K,
u(z,t) =t fir (z,t) € C,

fir K und T'; wie in der letzten Aufgabe.

(a) Geben Sie die kleinstmégliche Menge C' = U‘e{o ) I'; an derart, dass diese Eindeutigkeit
gilt. 7

(b) Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 3. Wir betrachten die Funktion
u(z,t) = T ex (_ﬁ)
(a) Zeigen Sie, dass (% - (%)2> u(z,t) = 0.

(b) Zeigen Sie, dass lim; o u (z,t) = 0 fir alle z € R.

(c) Ist diese Funktion ein Gegenbeispiel fiir die Eindeutigkeit bei der Wirmeleitungsgleichung
in einer Raumdimension?

(d) Berechnen Sie limg o Fyy(. ) € 2’ (R).




Aufgabe 4. (2424241+1+2+0 Punkte) Fiir Q C R" ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand be-
trachten wir Losungen u von

ug (z,t) — Au(x,t) =0 fiir (z,t) € Q x RT,

u(z,0) = ug (x) fiir € Q,
Zu(z,t)=0 fir (z,t) € 00 x R,

Wir nehmen an, dass fiir diese Losungen die nullten, ersten und zweiten Ableitungen existieren
auf ) x [0,00) und da stetig und gleichmé#Big beschrinkt sind.

(a) Vereinfachen Sie E’ () und E” (t) fiir

so, dass nur quadratische Termen dastehen.
(b) Zeigen Sie, dass E’ (t) <0 und E” (t) > 0.
Dann ist ¢ — E (t) monoton fallend und ¢ — E’ (¢) monoton steigend.
(c) Begriinden Sie, dass lim; o, E’ (t) = 0.
(d) Begriinden Sie, dass lim; o |Vu (z,t)] = 0.
(e) Zeigen Sie, dass M’ (t) = 0 fiir

M (t) :/Qu(x,t) dzx.

(f) Begriinden Sie, dass lim;_, o (z,t) = ¢ und berechnen Sie ¢ in Abhéingigkeit von wug.

(g) Konnen Sie eine physikalische Erklirung zu dem Ergebnis geben?

Aufgabe 5. Wir betrachten Losungen u € C2 ([0, 1] x [0, 00)) von

ug (1) — Ugy (z,) = f(z,t) fiir (z,t) € (0,1) x RT,

u(z,0)=z(2—1x) fir z € (0,1),
u(0,t) =0 fir t € RT,
ug (1,8) =0 fir t € RT.

(a) Sei f(z,t) >0 fiir (z,t) € (0,1) x (0,00).

Zeigen Sie, dass dann auch u (z,t) > 0 fiir alle (z,t) € (0,1] x (0, c0).
(b) Sei f (z,t) = 0 fiir alle (z,t) € [0,1] x [0,00).

Berechnen Sie dann die Stelle (o, %) € [0, 1] x [0, 00), fiir die gilt

u (xo, to) = sup u(x,t).
(2,£)€(0,1) % (0,00)

(c) Sei f(x,t) =2 fiir alle (z,t) € [0, 1] x [0, 00).

Begriinden Sie, dass in dem Fall u (z,t) = 2 (2 — z) die eindeutige Losung ist.
(d) Sei 0 < f(z,t) <2 fiir alle (x,t) € [0,1] x [0, 00).

Berechnen Sie auch dann die Stelle (zg,tg) € [0, 1] x [0, 00), fiir die gilt

wwot)= s u(ed).
(z,t)€(0,1)x(0,00)



