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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 27.06.2019, um 14 Uhr.

Aufgabe 1.

Aufgabe 2.

(4 Punkte) Wenn vy,v; € CZ (R? x [0,00)) Losungen der Warmeleitungsgleichung vy = Av
sind und
vy (2,0) < vy (x,0) fiir z € R,

dann gilt
e entweder vy (7,t) < vy (,t) fiir alle (z,t) € R3 x (0, 00),
e oder vy (z,t) = vy (z,1) fiir alle (x,t) € R3 x (0, 00).

Zeigen Sie dies.

(242424240 Punkte) Ersetzt man den zweiten Term in der Warmeleitungsgleichung durch
u™ mit m > 1, dann bekommt man die Porése-Medien-Gleichung fiir u : R® x Rt — R, niimlich

up — A (u™) =0. (1)

Sie modelliert die Konzentration u > 0 eines Gases, wenn dieses durch ein pordses Medium flief3t.
Fiir (1) gibt es explizite nach Barenblatt benannte Losungen. Fiir m = 2 sind sie fiir beliebige

R > 0 wie folgt definiert:
+
- 1|z
U(Ji,t)zt 3/5< —202@/5> . (2)

Man verwendet hier die Notation

+ | fun fir fun >0,
(fun)™ = { 0 fiir fun <0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir u aus (2) gilt:
ue C¥ (R*x RT) und w® € CV' (R® x RT) .
Hinweis: Es gilt uw € C% (R® x RT) wenn es fir jedes (z,t) € R® x RT ein L > 0 und eine
Umgebung U, ) C R* x RY gibt, sodass
lu(z,t) — uly, s)| < L|(z,t) = (y,5)]
fir alle (y,s) € Ugg py.
(b) Berechnen Sie fiir festes R > 0 den Triiger einer Funktion u aus (2).

(¢) Zeigen Sie, dass diese Funktion u (z,t) die Differentialgleichung in (1) im folgenden schwa-
chen Sinne erfiillt:

/ (—pi(@,t) u(x,t) + Vo(a,t) - Vu(z,t)?) dedt = 0

fiir alle p € C5° (R® x RT).

(d) Bestimmen Sie limy o u (x,t).

(e) Auch fiir (1) gibt es ein Maximum Prinzip, ndmlich, dass fiir schwache Lésungen u €
C%1 (R? x [0,00)) und fiir beschréinkte @ C R® und 7 > 0 gilt:

sup u(z,t) = sup u(z,t).
(2,6)€Qx (0,T) (2,£)€dp (2% (0,T))

Gilt auch ein starkes Vergleichsprinzip wie in Aufgabe 1 dargestellt?



Aufgabe 3. Wir betrachten fiir m > 1 nicht-negative Losungen u € C1! (ﬁ x [0, oo)) von

ug (2,1) = A (u(z, )™ =0 fiir (z,t) € Qx (0,00),
u(z,0) =up (2,0) >0  fiir v €Q,
u(z,t) =0

fir (x,t) € 092 x (0,00).
Zeigen Sie mit Hilfe von F (¢ fQ d:v dass

(a) E’(t) <0 fiir alle ¢ € (0,00);
(b) angenommen es gibt eine Funktion ues(z) mit lim¢ oo [[u(,¢) — toollcr (@) = 0, dann gilt
limy o u(z, t) = 0.

Aufgabe 4. (2414141+2+1 Punkte) Die partielle Differentialgleichung
Opu (z,t) + 6u (z,t) Ogu (x,t) + O3u (x,t) =0
ist nach Korteweg und de Vries benannt und soll flache Wasserwellen modellieren.

(a) Sie hat Losungen der Form u (z,t) = v(x — ot) mit 0 € R. Geben Sie die gewdhnliche
Differentialgleichung fiir v an.

(b) Diese Differentialgleichung hat die Form L F (v (s),v' (s),v (s)) = 0. Also gilt
F " (s),v"(s),v(s) = c1.

Berechnen sie F'.

(¢) Auch v’ (s) F (v (s),v" (s),v(s)) = c1v’ (s) kann man noch einmal explizit integrieren und
man findet eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei Konstanten.
Geben Sie diese Differentialgleichung an.

(d) Durch Trennung der Variablen kann man auch diese letzte Differentialgleichung implizit
16sen. Geben Sie die implizite Darstellung an.

(e) Man findet so Losungen der Form

2 (cosh (*f (xfatfc))>2.

Zeigen Sie, dass u tatséchlich eine Losung fiir o > 0 und ¢ € R ist.

u(z,t) =

(f) Beschreiben Sie, wie die Losungen aussehen.

Aufgabe 5. Mehrmals werden im Skript Hilfsfunktionen verwendet, die ein Problem lokalisieren. Das heifit,
wenn 1,y C R” offen sind und derart, dass ; C 2, nimmt man eine Funktion y € C* (R™)
mit den Eigenschaften

i) 0 < x(z) <1 fir alle z € R™;
ii) x (z) =1 fiir alle € Qy;
iii) x (z) = 0 fiir alle = & Q.

Geben Sie eine explizite Konstruktion fiir x an, wobei

o = {x€R3;l<x3<4—\/x%+x§},
Qy = {$€R3;0<I3<5—\/I%+LE%}.



