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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 02.05.2019, um 14 Uhr.

Aufgabe 1. (14 Punkte) Sei Q = {(z,y) € Rz >0 und 2 + y? < 1}. Wir betrachten die Funktionen
uy, us : @ — R definiert durch

i-u (@,y) =@ (ke — 1) und fu(2,y) = ~Au (2,y);
2 2
i (2,9) = (27 =) (ke — 1) wnd £ (5,9) = —Aus (2,y) = 45
Fiir sowohl v = u; als auch u = us:

(a) berechnen Sie Vu (z,y) fir (z,y) €

(b) berechnen Sie fi (z,y) bzw. fa(z,y) fir (x,y) €

(¢) berechnen Sie u (z,y) fiir (z,y) € 9Q wo moglich;

(d) begriinden oder widerlegen Sie, dass u € L? (Q) gilt;

(e) begriinden oder widerlegen Sie, dass u € C () gilt;

(f) begriinden oder widerlegen Sie, dass u € C (Q) gilt;
)

(g) begriinden oder widerlegen Sie, dass u € W12 (Q) gilt.

Aufgabe 2. Sei Q C R"™ ein beschriinktes Gebiet, T' € C%(Q x R{) eine Losung von

O T(a,t) — AT (x,t) + (T(x,1)° =0 fiir (z,t) € 2 x RY,
T(z,t)=0 fir (z,t) € 002 x RT,
T(x,0) = Ty(z) fir z € Q

und betrachten Sie E(t) = [, T(x,t)*dx.

(a) Zeigen Sie, dass [, T(x,t)T; (x,t)dx < — [ |V, T (z,t)|* dz gilt.

(b) Zeigen Sie, dass E(t) < E(0) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass Foo := limy_,o0 E () existiert.

(d) Zeigen Sie, dass falls Toe € L*(9) mit limyoo [|[Too — T'(t,-)||oo() = O existiert, dann
T = 0 gilt.

Aufgabe 3. (6 Punkte) Fiir Polarkoordinaten (r, ) gilt £ = r cos ¢, y = rsinp und r = \/a? + y2. Nehmen
Sie an, dass fiir 7 > 0 und ¢ € R gilt:

U (r,¢) = u(rcosp,rsing). (1)

(a) Zeigen Sie, dass fiir differenzierbare Funktionen U und u gilt:

oUN?  (1oU\? [ou\? [ou\® .
(87") +(r8<p> _(83:) +<8y> fir > 0 und ¢ € R.

(b) Wenn U durch U (r,¢) = rsin (2¢) definiert ist und (1) gilt, ist dann u differenzierbar?

(c) Wenn u eine stetig differenzierbare Funktion auf R? ist und (1) gilt, ist dann auch %U
stetig?



Aufgabe 4. Die partielle Differentialgleichung fiir eine Minimalfliche ist

V . vu ($7 y) — 0.
1+ |Vu (z,y)
(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir radialsymmetrische Funktionen zur folgenden Gleichung
wird:
. 1 .
A N R O N Y
LU ()7 7\ 1+ (U ()

(b) Sei h > 0. Berechnen Sie wenn moglich eine radialsymmetrische Losung fiir

V~<Vu(z,y)|2>_0 fir 1 <22 4+42 <4,

1+|Vu(z,y)
u(z,y) =0 fiir 2% +y? = 1,
u(z,y) =h fir 22 + y2 = 4.

(c) Welchen Wert darf h maximal annehmen, damit eine radialsymmetrische Losung (z,y) —
u (z,y) existiert?



