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Die Losungen miissen in den Ubungsbriefkasten fiir Partielle Differentialgleichungen (Raum 301 im
MI) geworfen werden. Abgabeschluss ist am Donnerstag, den 06.06.2019, um 14 Uhr.

Aufgabe 1. (24242 Punkte) Sei v; die Lichtgeschwindigkeit in der Luft und vy die in Wasser:
vy =3 x 10%%km/s und vy = 2,25 x 10°km/s.

100m oberhalb vom Wasser befindet sich eine pulsierende Leuchte. Die Wasseroberfliche wird
durch x3 = 0 beschrieben. Die Leuchte hat Position P = (0,0, 100), ist kugelférmig und hat einen
Radius von einem Meter. Die zugehérige Differentialgleichung ist

uge(w,t) — 2 Au(z, t)
uge(z,t) — 2 Au(w,t)
) — c3Au(x,t)

p(t) fiir (z,t) € R® x RT mit |z — P| <1,
0 fir (z,t) € R® x RT mit 23 > 0 und |z — P| > 1,
0

uge(x, t = fiir (x,t) € R? x RT mit 23 <0,
u(z,0) =0 fiir z € R3,
u(z,0) =0 fiir z € R3.

Hier ist x; fiir ¢ € {1,2, 3} in Metern und ¢ in Sekunden
anzugeben.

(a) Berechnen Sie ¢; und cs.
(b) Geben Sie eine Formel an, die beschreibt wie

sich die Lichtwellen nahe an der Quelle ver-
breiten.

(c¢) Erklédren Sie die Rollen von z1, 2, z3 und ¢ im
Bild.

Aufgabe 2. (3+2+3 Punkte) Wir betrachten mit B, (0) = {z € R?;|z| < 7} das Problem

u(z,t) — Au(z,t) =0 fiir (z,t) € B (0) x RT,

u(z,t) =0 fir (z,t) € 9B, (0) x RT,
u(z,0) = ug (z) fir z € B (0),
ug(z,0) =0 fiir x € B, (0),

fiir die stetige Funktion uy mit ug (z) = % fiir x| # 0.
(a) Zeigen Sie, dass es nur eine C? (B,r (0) x [0, oo))—Lt')sung hat. Hinweis: Betrachten Sie
E() = / (4 2.0) + [V (2, 1))
B (0)

(b) Berechnen Sie —Aug ().

(¢) Verwenden Sie einen Produktansatz, um die Losung zu berechnen.



Aufgabe 3. (343 Punkte) Das Gebiet und wug ist wie in der letzten Aufgabe. Wir betrachten hier das
Problem

uge (@, t) — Au(x,t) +u(z,t) =0 fiir (z,t) € B; (0) x RT,

u(z,t) =0 fir (z,t) € 0B, (0) x RT,
u(z,0) = ug () fir z € B; (0),
ug(2,0) =0

fiir x € B, (0).

(a) Zeigen Sie, dass auch dieses Problem eine eindeutige C? (B7T (0) x [0, oo))—Lésung hat
(b) Berechnen Sie auch diese Losung.

Aufgabe 4. Wir betrachten fiir Funktionen ug, vy > 0 mit kompaktem Tréger das Problem

ug(x,t) — Au(x,t) =0  fiir (z,t) € R™ x RT,
u(z,0) = uo (Jz]) fir z € R”,
us(x,0) = vo (|x]) fir z € R™.

(a) Begriinden Sie, dass die Losungen radial-symmetrisch beziiglich 2 sind.

(b) Wenn z — u (z,t) radial-symmetrisch ist, dann ist @ (x|, ¢) := u (z, t) wohldefiniert. Unten
stehen zwei Bilder einer solchen Funktion r — @ (r,t) fir n € {1,2,3} mit ug, vy wie oben.
Welches n gehort zu welchem Bild? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 5. Sei 2 C R” ein beschrianktes Gebiet. Zeigen Sie, dass

t ug(z,t) — Au(x, t) = f(x,t) fiir (z,t) € Q x RT,
ut(x,0) = vg () fiir € Q,
u(z,t) =0 fir (z,t) € 90 x R*,

héchstens eine Losung in C2 (2 x [0, 00)) hat (obwohl nur ein Anfangswert gegeben ist).



