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ii
Vorwort

Diese Vorlesung wird hochstwahrscheinlich im online-Format
stattfinden. Dies bedeutet, dass die Studierenden sich fiir
einen grofleren Teil selbststdndig mit dem Stoff auseinander-
setzen miissen. Um die Beispiele und Aufgaben klar zu mar-
kieren, sind die farblich markiert.

Das Skript ist dem Skript aus 2019 sehr &hnlich mit Aus-
nahme der zusétzlichen Aufgaben.
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Partielle Differentialgleichungen

Ahnliches und Anderes

1.1 Losungen bei GDGL und bei PDGL

Wenn man ein Seil zwischen zwei gleichhohe Stellen spannt,
und man ldsst auf das Seil vertikale Kréfte wirken, dann be-
kommt man das folgende Randwertproblem:

{ —Ugy (1) = f ()
u(a) =h=u(b).

fir x € (a,b),

(1.1)

Mit Hilfe der Theorie fiir gewohnliche Differentialgleichungen
kann man eine Losung finden durch eine Greensche Funkti-
on. Das wollen wir nicht wiederholen. Wir méchten schon be-
merken, dass man durch Skalierung und ,,Verschiebung’ﬂ statt

(1.1) ohne Verlust der Allgemeinheit

{ — Uy () = f(x) firze (0,1),
uw(0)=0=u(1)

r—a

'"Man setzt dazu & = #=2,
(b— ) Fla+(b—a)d)

Woche 1

betrachten kann. Auch ohne Greensche Funktion kann man oft
gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung als Sys-
teme erster Ordnung schreiben. Manchmal kann man gewhn-
liche Differentialgleichungen, insbesondere lineare, als Itera-
tion von Differentialgleichungen erster Ordnung betrachten.
Man kann nicht nur w,, als (u,), betrachten, aber zum Bei-
spiel auch
—Upy + Uy +u = f

als zwei wiederholte DGL erster Ordnung, wenn man diese
umschreibt nach

(% —5-3v5) (% -5 +4v5)u =1

Hier ist 0, das Ableiten nach . Wenn nur z € R als Va-
riable erscheint, dann hat man die folgenden Schreibweisen
fir die Ableitung v’ (z) = dyu(z) = Zu(z) = u, (z). Bei
partiellen Ableitungen bleiben 0, u (x1,z2) = %u (x1,29) =
O (21, 9) = Uy, (71,75), und Ahnliches fiir die Ableitung

nach x,.

Kann man auch partielle Differentialgleichungen



zerlegen in aufeinanderfolgende Gleichungen erster
Ordnung?

Betrachtet man kein eingespanntes Seil sondern ein Mem-
bran, dann hat man zwei Raumdimensionen und ein passendes
einfaches Modell wére

{ — (02, + 2 ) u(z)=f(z) firzeq,
u(x) =0. fir x € 092,
(1.2)
wobei mit 92 der Rand von {2 gemeint ist und mit 2 eine
offene Menge in R2.

Abbildung 1.1: Ein Gebiet {2 muss nicht, aber kann so aussehen.

Wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen kann man
auch hier skalieren, jedoch bleibt die Differentialgleichung so
nur erhalten, wenn man verschiebt oder skaliert. Dann bleibt
aber auch die Form des Gebietes erhalten. Das bedeutet:

e Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen
kann man bei partiellen Differentialgleichungen nicht oh-
ne weiteres auf einer Standardmenge transformieren.

Versucht man die Differentialgleichung in ((1.2)) in Gleichun-
gen erster Ordnung zu zerlegen, dann findet man

651 + 652 - (aﬂm + iawz) (aarl - Z.6902)

Woche 1, Ahnliches und Anderes

and obwohl hier das komplexe i steht, ist das eine Zerlegung
die weiterhilft, aber nur, wenn man Funktionentheorie gehort
hat. Wiirde man dies jedoch in hoheren Dimensionen versu-
chen, findet man erstmals zum Beispiel

02, + 02 + 0%, = (am +iyJo2, + a§2) (am —iyJo2 + agz) .

Das letztere ist jedoch keine Differentialgleichung mehr, son-
dern eine Pseudodifferentialgleichung und man sollte sich erst-
mal iiberlegen, wie man /02, + 02 definieren sollte.

Aufgabe 1.1 1. Zeigen Sie, dass es fir jedes Paar A\, u € C
zwei Zahlen a,b € C gibt derart, dass

324_}\22_’_ 22— 2+a2 24_[)2
Oxdx = Oyox “ay dy  \Ox oy) \ox 0y/)
Wir nennen diese beiden Differentialoperatoren gleich,
wenn fiir alle w € C* (R?) gilt

(a%a% + )‘a%a% + “a%a%) u(z,y) =
(8% + a%) (8% + b%) u(z,y).
Wenn A\, u € R gilt, folgt dann a,b € R?
2. Vergleichen Sie die Zahl der Konstanten in
(%+aaﬁy+b%> (%+c§y+d%>,
ot TG et B Ve et O A A

Welche Darstellung ist allgemeiner?



1.1 Losungen bei GDGL und bei PDGL

e Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen
kann man eine partielle Differentialgleichung zweiter
oder hoherer Ordnung nicht ohne weiteres auf ein Glei-
chungssystem erster Ordnung bringen.

Wir verwendeten gerade 97, + 92, und 92, + 02, + 02, Weil
die Summe der zweiten Ableitungen ein sehr héufig vorkom-
mender Differentialoperator ist, hat er ein eigenes Symbol be-
kommen.

Definition 1.1 Fiir n Dimensionen schreibt man

A=Y
=1

Man nennt A den Laplace-Operator nach dem franzédsischen
Mathematiker Pierre-Simon Laplaceﬂ.

Bemerkung 1.1.1 Man erinnere sich vielleicht noch an zwesi
andere Differentialoperatoren, den Gradienten und die Diver-
genz. Fir eine Menge 2 C R™ sind diese wie folgt definiert:

1. Der Gradient V wird definiert auf Funktionen g €
C' (4 R) durch

Vo) = (... %)

und liefert eine Vektorwertige Funktion Vg € C° (Q;R™).

2Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) war ein Schiiler von
Jean-Baptiste le Rond d’Alembert. Beide haben sich mit partiellen
Differentialgleichungen befasst.

2. Die Divergenz V- wird definiert auf Vektorfunktionen
F e C'(RY), also F = (Fy,...,F,) mit F, €
C' (S R), durch

(V- F) ()= a?x(f)

und liefert eine Funktion V - F € C° (; R).
Es folgt fiir u € C? (;R), dass Au =V - Vu.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen braucht man
Randbedingungen, um zu einer eindeutigen Losung zu fin-
den. Differentialgleichungen, gewohnliche und partielle, wer-
den motiviert durch Modelle aus der Natur, Technik, Wirt-
schaft etc. und will man eine Voraussage treffen, braucht es
eine eindeutige Losung.

Beispiel 1.2 Sei Q = B (0) := {x € R?* 22 + 23 < 1} die 2-
dimensionale Einheitskreisscheibe. Dann 1st
1— |z

u (g, x9) = Y :

(1— a7 —123) (1.3)
ewne Losung von

{ —Au(x)=1 firz e, (1.4)

u(x)=0. firxe 0.

Wir werden noch zeigen, dass dieses Problem auch nur diese
Losung hat. Eine Skizze zu der Funktion in findet man
in Abbildung [1.9 links.



In diesem Beispiel gibt es eine Losung und, wenn man Ver-
trauen hat in den vorletzten Satz, anscheinend auch nur diese
Losung. Was jedoch ist eine Losung? Die Funktion in
liegt in C*°(By (0)) und fiir solche Funktionen u kann man
—Au berechnen, sogar C?(B; (0) reicht, und die Gleichungen

in gelten punktweise.

Abbildung 1.2: Skizzen der Losungen aus Beispielen und
Die Funktion rechts wurde approximiert.

Beispiel 1.3 Betrachten wir das Randwertproblem auf ) =
{x € R? |zy| < 1,|xq] < 1}

—Au(xy,29) =1 firz e Q,
u(xy,x0) =0 firz € 0Q.

Das Gebiet QQ ist ein Quadrat und eine explizite Losung ist
nicht so einfach anzugeben, wenn tberhaupt. Trotzdem kann
man zeigen, dass es genau eine Losung gibt. Eine Skizze zu

der Liosung findet man in Abbildung[I.9 rechts.

Die Existenz einer Liosung ist hier noch etwas heikel. Man
sieht leicht, dass eine Losung nicht zweimal stetig differen-
zierbar sein kann auf dem abgeschlossenen Quadrat. Denn,

Woche 1, Ahnliches und Anderes

wenn u da zweimal stetig differenzierbar wdre, dann folgt aus
u(xy,1) = 0 fir alle z, € (—1,1), dass 02 u(x1,1) = 0
und ebenso aus u(1l,x9) = 0 fir alle o € (—1,1), dass
2 u(l,21) = 0. Zweimal stetig-differenzierbar liefert dann
Au(1,1) =0 und das wdre ein Widerspruch zu der Differen-
tialgleichung. Losungen muss man hier suchen als Funktio-
nen, die zum Beispiel zweimal differenzierbar sind im Inne-

ren, also auf 2, und nur stetig auf der abgeschlossenen Menge
Q.

Obwohl im letzten Beispiel ein sehr einfaches Gebiet 2 be-
trachtet wird und die rechte Seite der Gleichung nur eine Kon-
stante zeigt, gibt es anscheinend keine zweimal auf Q stetig-
differenzierbare Losung.

e Bei partiellen Differentialgleichungen soll man genau de-
finieren, welche Funktionen man eine Losung nennt.

Die Vielzahl an moglichen Gebieten und die vielen Kom-
binationen der partiellen Ableitungen geben noch weniger
Hoffnung auf explizite Losungsformeln als bei gewohnlichen
Differentialgleichungen.

e Bei partiellen Differentialgleichungen soll man sich kon-
zentrieren auf qualitative Aspekte wie FExistenz und Ein-
deutigkeit einer Losung.

Wenn bei einem Randwertproblem die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung geklart ist, wéire der ndchste Schritt,
weitere Eigenschaften der Losung herzuleiten, gegebenenfalls
durch Approximierung der Losung eventuell numerisch. Das
letztere ist kein Teil dieser Vorlesung.



1.2 Randbedingungen

1.2 Randbedingungen

Bei der gewohnlichen Differentialgleichung

—u’ (z) +u(z) = f(z)

hat man mehrere sinnvolle Moglichkeiten, durch Zusatzbedin-
gungen die Eindeutigkeit einer Losung zu bekommen:

1. Das Anfangswertproblem

{ —u" () +u(z) = f(z) firz >0,

w(0) = ' (0) = 0, (1.5)

hat genau eine Losung, ndmlich
u(a) =~ [ sinh(a = y) f () dy
0

2. Das Randwertproblem

—u" (z) +u(z) = f(z) fir x>0,
ST KA o

hat auch genau eine Losung, ndmlich

u(x) = sinh (1 — z) /x zii g?f (y)dy +

0

sinh 0) | %ﬁf@) dy.

Auch bei inhomogenen Randbedingungen wie u (0) = 5
statt u (0) = 0 findet man immer noch eindeutige Losungen.

Man addiere in dem Fall 5cosh () zu der Losung von (1.5)),
sinh(1—x)
sinh(1)

beziehungsweise 5 zu der Losung von 1}

Welche Randbedingungen passen bei partiellen
Differentialgleichungen?

Dazu betrachten wir einige Beispiele. Zuerst nochmals das
Beispiel [1.2] wobei wir nun jedoch einen Punkt auf dem Rand
weglassen.

Abbildung 1.3: B1(0) in R?

Beispiel 1.4 Fiir das Randwertproblem

—Au(x) =1 fiir v € By (0),
u(x)=0. firzedB;(0)\{(1,0)},

findet man Liosungen

(1.7)

22 2
1 —af — a3

1— a2y —13) +e—1 2
( 1) (21 — 1)° + 2

u(ry,x9) =

NN

Die Konstante ¢ kann man in R beliebig wdhlen, und man

findet unendlich viele Losungen fiir ,



Aufgabe 1.2 Es gilt tatsdichlich, dass

2 2

(71 — 1)2 L2 =0 fir (x1,z2) € B1(0)\ {(1,0)}.

Zeigen Sie dies.

Also wenn man die Randbedingung an einer Stelle weglésst,
hat man wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen nicht
mehr die Eindeutigkeit. Man konnte vermuten, dass man ge-
nerisch bei einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung auch auf alle Randstellen die Funktionswerte vorschrei-
ben soll, um genau eine Losung zu finden.

Kann man vielleicht die Randbedingung wu (1,0) =0
durch Oy, u(1,0) =0 ersetzen?

Die Bedingung 0,,u (1,0) = 0 verlangt, dass u und diese
Ableitung definiert sind. Wenn « erfiilllt und stetig auf
By (0) sein sollte, dann kann man zeigen, dass nur die Funk-
tion u(z) = 1(1— |z|*) in Betracht kommt und 8,,u (—1,0) =
% gilt.

Sind Losungen immer stetig bis auf dem Rand?

Aufgabe 1.3 Sei Arg : C\ (—00,0] — (—m,m) das Argument
und setze
u(z,y) = Arg (1 +z +iy).

1. Begriinden Sie, dass
ue (B1 )\ {(-1,0)}).

Die Funktion st beschrdnkt, jedoch nicht stetig fortsetz-
bar auf B1(0).

Woche 1, Ahnliches und Anderes

2. Erginzen Sie das Randwertproblem

—Au(z,y)=... firz?+y* <1,

u(cosp,sing) = ... firpe (—m,m),
limg )y u(z,0)=...

L 1.0

/’
A//AAAJO? 0.0

-1.0

Abbildung 1.4: Die Funktion aus Aufgabe

Kann man vielleicht die Stetigkeit weglassen und die
Randbedingung 0,,u (0,0) = 0 durch das schwéchere
lim,, 41 Oz, u (21,0) = 0 ersetzen?

Beispiel 1.5 Die letzte Bedingung reicht leider gar nicht fiir
FEindeutigkeit und das sieht man mit der Funktion aus dem
letzten Beispiel: Setze

2 2
1—af — x5

v(xy,x9) 1= ——————
(71, 2 (21 — 1) + 22



1.2 Randbedingungen

Diese Funktion ist stetig auf By(0) \ 0, aber nicht beschrdnkt
bei (1,0). Es gilt Av =0 in By(0) und die Randbedingung in

.

Definiere den Differentialoperator
L:C! (RQ;R) — " (RZ;R)
durch
(Lu) (1, 29) = x104,u (21, T2) — 2205, u (21, 22) .

Diesen Differentialoperator kann man auch verwenden fiir

Funktionen, die nicht auf ganz R? definiert sind, wenn man

sich beschrdnkt auf die Stellen, wo die betreffende Funkti-

on differenzierbar ist. Wir verwenden diesen Operator L fiir

Funktionen, die differenzierbar sind auf By (0) \ {(1,0)}.
Man kann zeigen, dass nicht nur auch

u(zy,0) =1 (1 —af — 23) + cv (21, 22)
fiir beliebige ¢ € R eine Losung von ist, sondern, dass
sogar

4711

u(wy,x) =1 (1 —af —a3) + ch (L) (21, 22) .
k=0

fur beliebige ¢; € R das Randwertproblem erfillen. Auflerdem
kann man zeigen, dass {Lkv}i:ol ein unabhdngiges System
bildet. Da fiir die ungeraden Elemente L*v, also fiir k € 2N+
1, gilt, dass lim,,| 1 0., L*v (21,0) = 0, ist das Ersetzen von
u(1,0) =0 durch lim,, |y O;,u (x1,0) = 0 nicht ausreichend,
um Findeutigkeit zu erreichen.

-05% IS -0 B
"0 0
o500 0gs 00

Abbildung 1.5: Die ersten 4 Funktionen aus der Reihe
v, Lv, L*v, L3v, ..., die bei (1,0) jeweils hohere Singularititen auf-
weisen.

Aufgabe 1.4 Sei ¥ € C ([-m,7];C) mit ¥ (—7n) = U (7) ge-
geben durch die konvergente Reihe

U (p) = Z e

Zeigen Sie, dass u : B1(0) — C definiert durch

u (rcosp,rsing) = E cprlFlethe
keZ

1. konvergiert fiir r € [0,1], und das gilt u € C*(B(0));
2. eine Ldsung ist von

—Au(z,y) =0 fiir 2% + 9% < 1,
u(cos @, sinp) = W(p) fir e € [—n, 7.

Beispiel 1.6 Als ndchstes Randwertproblem betrachten wir auf

Q:{x€R2;0<x1<ﬂund0<x2<w}



das Randwertproblem:

(%%—%%)u(%l,m):o fir x € Q, (1.8)
u(xy,z9) =0 fir z € 0Q).

Offensichtlich ist u (xy,z2) = 0 eine Lisung. Wir finden je-
doch auch, dass

u(x1,29) = esin (xq) sin (z3) (1.9)

mit jeder beliebigen Konstante ¢ € R eine Losung ist, obwohl
auf dem ganzen Rand uw = 0 vorgeschrieben ist. Der Unter-
schied mit vorhin ist ein Minus-Zeichen zwischen beiden Ab-
leitungen.
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Abbildung 1.6: Links die Funktion aus (1.9) als auch noch drei
andere Losungen von (1.8)). Raten Sie welche!

Beispiel 1.7 Wiederum
:{x€R2;0<w1<wund0<x2<ﬂ},

jedoch jetzt betrachten wir andere Randbedingungen, ndamlich
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das Randwertproblem:

)
links: ( T9) =0 fur zy € [0, 7],
rechts u(m z) =0 firxg €[0,7],
unten (Tl, 0)=0 firaz €]0,7]
unten: <£ (21, J,g)) =0 firaz €[0,7].
xo=0

\

Oben stellen wir keine Randbedingung. Unten gibt es hier
zwet unabhdngige Randbedingungen. Wir werden spdter zei-
gen, dass dieses Problem nur u = 0 als Losung hat, jedenfalls
nachdem wir Losungen verniinftig definiert haben.

e Anscheinend sind bei partiellen Differentialgleichungen
die Randbedingungen, die Findeutigkeit garantieren, ab-
hingig von einer Klassifizierung der betreffenden Diffe-
rentialgleichung.

Ubrigens erscheint die Differentialgleichung aus den letz-
ten beiden Beispielen bei einer schwingenden Saite. Dass man
sich erstmal die partiellen Differentialgleichungen anschaut,
die eine Anwendung haben, ist nicht nur, weil man nur an
Anwendungen interessiert sein soll. Der eigentliche Grund fiir
eine solche Einschrankung ist die Tatsache, dass jeder Typ sei-
ne Eigenarten hat. Man kann beliebig wilde Kombinationen
von partiellen Ableitungen aufschreiben und versuchen dazu
etwas zu sagen. Die Theorie von ,,Allem* gibt es aber nicht.

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Bemerkung von Jac-



1.2 Randbedingungen

ques-Louis Lioneﬂ, der Alan Turingﬁ wie folgt zitiert haben
soll:

PDE’s are made by God, the boundary conditions by
the Dewil!

3Jacques-Louis Lions, 1928-2001, franzosischer Mathematiker mit
wesentlichen Beitrigen zu Randbedingungen fiir partielle Differential-
gleichungen

4Alan Mathison Turing, 1912-1954, englischer Mathematiker, der auf
vielen Gebieten der Mathematik gearbeitet hat.
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