Partielle Differentialgleichungen

Existenz nach Perron

14.1 Das Theorem von Perron

Wie schon angekiindigt liefert die Methode von Perron fiir

—Au=0
e
eine Losung u € C°(Q)NC(), angenommen ¢ ist stetig und
2 geniigend ,nett”. Wir haben auch gesehen, dass @ = B;(0)\
{0} kein nettes Gebiet ist. Es wird Zeit fir eine Bedingung,
die uns €2 geniigend nett sein 1a83t.

in €,

auf 0f2 (14.1)

Bedingung 14.1 Ein Gebiet ) erfillt die &uBere Kugelbedin-
gung, wenn es fir jedes x* € 0N eine Kugel B C R™\ Q gibt
mit x* € 0B.

Bemerkung 14.1.1 Diese duflere Kugelbedingung ldafst sich
leicht als ausreichende Bedingung verwenden. Tatsdchlich
kann man diese Bedingung abschwdchen. Eine duflere Kegel-
bedingung (e statt u!) reicht auch. Leider wird der Beweis auf-
wendiger.
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Abbildung 14.1: Die duflere Kugelbedingung.

Bemerkung 14.1.2 [solierte Punkte als Teil des Randes er-
fillen klar weder die dufere Kugelbedingung noch eine duffere
Kegelbedingung. Derartige Rédnder sind jedoch nicht die einzi-
gen, die Schwierigkeiten bereiten. Henri Lebesque hat gezeigt,
dass es auch zusammenhdingende Rdnder gibt, die keine Lo-

sung in C(Q) zulassen. Sein Gegenbeispiel in drei Dimensio-
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nen in der Form einer hineingerichteten Spitze ist als das
wLebesgue thorn® bekannt geworden.

Abbildung 14.2: Bild einer Kugel mit einem ,Lebesgue thorn“.
Das Horn (oder der Dorn) ist hier wie folgt definiert: D =
{(z,y,2) 1 2® + y* < exp(—1/2) fiir z > 0}. Also gilt @ = By (0)\
D.

Aufgabe 14.1 Wir setzen u(x,y,z) := 1 + zIn(2? + y?).
1. Berechnen Sie Au(x,y, z).

2. Zeigen Sie, dass u(x,y,z) < 0 genau dann, wenn
(x,y,z) € D mit D dem Lebesguen Thorn.

3. Ist u eine positive harmonische Funktion auf € von Ab-

bildung [1].37

Theorem 14.2 (Perron) Sei Q2 C R™ ein beschrinktes Gebiet,
das die duflere Kugelbedingung erfillt. Dann gibt es fiir jedes

p € C(09) eine eindeutige Losung u € C () N C(Q) zu
77.1).
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14.2 Minimum und Infimum bei super-
harmonisch
Man definiert

$.,(T) = {u cC ()

u superharmonisch in €2
u > @ auf 0

und sucht die Losung durch
u(z) :=inf {v(z);v e S, (V) }.
Wir werden das Theorem in mehreren Schritten beweisen.

Lemma 14.3 S,(Q) ist nicht leer und fir u € S,(Q) gilt
u(z) > min{p(x);z € IN}.

Beweis. Weil ¢ stetig ist auf einer beschrankten und
abgeschlossenen Menge, existiert min {p(z);z € 92} und
max {p(z); z € 00Q}. Die Konstante m = max {¢(x); z € 002}

liefert eine konstante Funktion in S,(2). Weiter gilt es, dass
u(z) > min{u(x);xz € 00} > min {p(z);z € 00},

weil eine superharmonische Funktion ihr Minimum am Rand
annimmt. [ |

Lemma 14.4 Sei uy,uy € Sy(Q) und definiere
u(z) = min (uy(x), uz(x)) .

Dann gilt u € S,(Q).



14.2 Minimum und Infimum bei superharmonisch

Bemerkung 14.4.1 Durch wiederholte Anwendung folgt
auch: uy, ..., ux € Sy(Q) impliziert

z = min (uy(z), ..., up(x)) € S,(Q).

Beweis. Sei 2y € 2 und nehme an, u(zg) = u1(xp). Dann gilt
fur B, (zo) C 2, dass

=y
Z uy (y)do
wnrn ! OBr(x0) Y
1

> u(y)do,.
wnrn_l /é)Br(xo) !

Die Bedingung u > ¢ ist direkt erfiillt. ]

u(xg) = uq(zo) >

Aufgabe 14.2 st die Funktion (z,y) — |z + y| + |z — y| sub-
oder superharmonisch auf R??

Lemma 14.5 Sei u € S,(Q) und sei Bg (z9) C Q. Definiere

u(z)  fir v € Q\Bg(xo),

u(x) = RQ_AZ“‘Q / u(y) ~do, fiir v € Bp(xq).

Dann gilt u < w und u € S, (ﬁ)

Bemerkung 14.5.1 Die Anderung einer superharmonischen
Funktion u zu uw < w nennt man ,harmonic lowering“ von
w. Besser bekannt ist die dhnliche Anderung einer subharmo-
nischen Funktion u zu u > wu, die als ,harmonic lifting” von
u bezeichnet wird.
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Beweis. Die Funktion u — u ist superharmonisch und identisch
0 auf 0Bgr(xg). Wegen Proposition ist @ und darum auch
u — 4 stetig. Es folgt w — @ > 0 in Bg(xo). AuBerhalb gilt
u—u=0. [ ]

Proposition 14.6 Sei Q beschrinkt und ¢ € C (992). Dann ist
die Funktion

u(z) :=inf {v(z);v e S, (V) }. (14.3)
harmonisch.

Beweis. Sei 2y € Q und sei {uy}, oy C S,(Q) derart, dass
ug(z0) — u(zo). Setzen wir

Uk (x) := min {uy (z),...,ux(x)},

so ist {U}, (x)},y eine monoton fallende Folge fiir alle z € .
Sei Bgr(zp) C € und definiere Uy, wie in uf Br(zo)
sind die Funktionen Uk harmonisch. Korollar liefert eine
Teilfolge, die gegen eine harmonische Funktion U auf Br/s()
konvergiert. Aus dieser Konstruktion folgt U (zg) = u (zo)
und U () > wu(x) auf Bpgjs(zg). Wir wollen zeigen, dass
U(z) = u(z) auf Bg/(wg). Nehmen wir an, dass es x; €
Bra(xo) gibt mit U (z1) > u(x1). Dann gibt es v € S,(Q)
mit

U (z1) > v(z1) > ulxy). (14.4)

Ahnlich wie vorhin betrachten wir
Vi () := min {v(x),us(z),...,ux(x)}
und finden eine harmonische Funktion V' auf Bp/(7o) mit

U (ZL’Q) = V (l‘o)
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und U (z) > V (x) auf Bpr/s(xo). Dann folgt aus der Mittel-
werteigenschaft, Proposition dass U = V auf Bp/s(wo) im
Widerspruch zu ([14.4). Also gilt U(x) = u (z) auf Br/a(xo),
und w ist harmonisch in Bp/y(xg). Weil xq beliebig ist, ist
harmonisch auf €. |

14.3 Beweis mit Barrieren am Rand

Wir miissen noch zeigen, dass diese Losung u stetig auf € ist.

Wenn u € C(£2), dann folgt aus dem Maximum Prinzip, dass
die Losung eindeutig ist.

Definition 14.7 Eine Funktion b € C(Q) heifit eine Barrie-
renfunktion beziglich x* € 02, wenn

1. b ist superharmonisch in §;
2. b(x*) = 0;
3. b(x) >0 firzeQ\ {z*}.
Lemma 14.8 Wenn Q die duflere Kugelbedingung erfillt an

der Stelle x* € 0X), dann existiert eine Barrierenfunktion be-
ziiglich x* € 0S).

Beweis. Sei B,(x1) eine solche Kugel. Dann definiere fiir n > 3
die Funktion
b(z) =1 — o — 2"

Die Funktion ist sogar harmonisch. Die beiden anderen Eigen-
schaften in Definition zeigt man direkt.
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Fiir n = 2 setzt man
b(x) =log |z — x1| — logr

als Barrierenfunktion. ]

Abbildung 14.3: Barrierenfunktion an einem Randpunkt vom blau-
en ) mit in rot 9B, (zo)

Aufgabe 14.3 Zeigen Sie, dass fir Q = B1(0) an jedem Rand-
punkt xo die Funktion

flz)=1—2"-x
eine Barrierenfunktion ist.
In zwei Dimensionen kann man Barrierenfunktionen kon-
struieren, die lokal nur eine duflere Kegelbedingung vorausset-

zen mit Hilfe der Funktionen, die in Abbildung[2.2) dargestellt
sind.

Proposition 14.9 Sei Q) ein beschrdnktes Gebiet, das die du-
Bere Kugelbedingung erfillt an der Stelle x* € 0X). Dann gilt

fur die Funktion u in , dass
lim u (z) = p(z"). (14.5)
z—z*

€



14.3 Beweis mit Barrieren am Rand

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es 6 > 0 derart, dass
|z —2%| <dund z € 00 = |p(x) — @(z¥)| < e.
Man nehme k; > 0 derartig, dass
|z —2*| > dund x € 00 = k; b(x) > ¢(x) — p(z™).

Dann gilt fiir die Funktion w, definiert durch

w(x) == (") +e+ ki b(x)
dass w € S,(Q). Es gilt also, dass

u(r) < w(z) fiir z € Q. (14.6)

Auf ahnliche Art kann man auch eine harmonische Funktion
n(x) finden durch

n(z) == —inf {v(z);v € S_, (Q)}. (14.7)

Fir v; € S¢(§) und vy € S_@(ﬁ) fOlgt v + vy € So(ﬁ)
und weil v, + vy superharmonisch ist, dass vy + vy > 0 auf Q.
Anders gesagt

v > —vq auf Q.

Es folgt dann auch, dass fiir z € Q
u(z) = inf {v; () ;01 € S,(Q)}
> sup {—v2 (z) ;02 € S_,(Q)} =n(z). (14.8)

Auch hier kann man zeigen, dass es ky > 0 gibt mit der
Funktion
w(z) = p(a*) — e — ky blx)
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derart, dass )
w(z) < n(x) fir z € Q. (14.9)

Aus (|14.6H14.8114.9) folgt

w(z) < n(z) < u(r) < o) firz € Q

und dass es §; > 0 gibt so, dass fiir x € Q und |z — 2*| < §;
folgt

u(z) — @(z7)] < 2.
Weil e beliebig ist, ist (14.5)) erfiillt. [ |
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Partielle Differentialgleichungen

Laplace und Regularitit

15.1 Bemerkungen zur Regularitit

Wir haben gezeigt, dass es fiir f € C*(Q) und Q C R" ein
beschréinktes Gebiet mit einer dufleren Kugelbedingung, eine
Losung u € C'(Q2) N C?*(Q) gibt zu

{ —Au(z) = ()
u(z) =0

fiir z € ),
fur x € 09.

Wenn man vergleicht mit dem eindimensionalen Randwert-
problem

(15.1)

{ —u" (x) = f(z) fir z € (a,b), (15.2)

u(z) =0 fir x € 0(a,b),
dann folgt fiir (15.2)), dass fir f € C'([a,b]) die Lésung u
sogar in C® ([a, b]) liegt. Und wenn man nur f € C([a, b]) hat,
folgt immer noch eine Losung u € C? ([a, b]). Ganz allgemein
kann man fiir direkt zeigen, dass f € C*([a,b]) eine
Losung u € C*27 ([a, b]) ergibt.
Kann man &hnliches vielleicht auch fiir (15.1]) erwarten? Ei-
ne extra Schwierigkeit hat man durch den Rand, der im ein-
dimensionalen Fall sehr trivial ist. Wenn wir nun annehmen,
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dass der Rand sehr schon ist, sagen wir 9€2 € C*°, oder wenn
wir vom Rand weg bleiben, gibt es dann &dhnliches?
Die Perronsche Methode gibt uns eine Losung zu ((15.1]) in

zwel Schritten:

1. Man setzt

w(z) = / Fo(x—y) f(y)dy (15.3)

und bekommt fiir f € C (Q) N L>®(Q), dass u; € C(Q)N
C? () mit —Auy(z) = f(x) fiir z € Q.

2. Man findet anschliefend eine Losung uy € C(Q)NC? (Q)

von
—Auy () =0 fir x € Q,
{ ug(z) = uy(z) fir x € 0N. (15.4)
Die Funktion v = u; — ug ist die Losung von (15.1)). Die
Eindeutigkeit folgt dabei aus dem Maximum-Prinzip.
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15.2 Regularitit und Fundamentall6-
sung

In Proposition haben wir schon bewiesen, dass fiir f €
C} (R™) folgt, dass fiir w, definiert durch

wia) = [ Futa-y) fo)dy, (15.5)

gilt w € C? (R™). Hier ist F),, die Fundamentallésung aus De-
finition Wenn f € C2 (R") gilt, dann kann man wie folgt

verfahren:

0w (@) =0y, [ Fuw =) fly)dy =
= 0O, /n F,(2) f(x —2)dz = /n F,(2) 0y, f(x — 2)dz =
- [ Fa-)0. sy (15.6)

Man kann also eine Ableitung durch das Integralzeichen schie-
ben.
Fir f € C2 (R") gilt 9;f € C} (R™) und deshalb folgt aus

Proposition fiir (15.6), dass d;w € C* (R™) gilt. Dies gilt
fiir jedes i, also gilt w € C3(R™). Man kann diese Schritte
beliebig wiederholen und so folgt:

Lemma 15.1 Seik € NT. Fir f € C¥ (R") und w definiert in

gilt w € CH1(R").

Mit mehr Miihe kann man sogar zeigen, dass fiir £ € N und
v € (0,1) gilt:

feCh(RY) = we CH2(RY).

Woche 15, Laplace und Regularitat

Die Holder-Stetigkeit der Losung ist 42 besser als die Hol-
der-Stetigkeit der rechten Seite. Fiir C¥ (R™) (oder Cp'' (R™))
und Dimensionen n > 2 gilt die Erhéhung der Differenzier-
barkeit um 2 nicht:

feCERY) 7> we 2 (RY).

Wir werden nun ein Beispiel geben, bei dem f € C(£2) und
die Losung von ((15.1)) nicht zweimal stetig differenzierbar ist.

Beispiel 15.2 Die Funktion

) w2 log (—log (1 +23)) fiir z # (0,0),
wlen, o) = 0 fiir = = (0,0),

st ewne Losung von

—Au(z) = f(x) firz e B.(0),
{ u(z) =0 fiir x € 9B, (0), (15.7)

mit r = 1/+/e und

4a;;w2(21—210g(;51+22)2 f,L” ; 7& (O’ 0) |
[z, 29) = (23+a3) (log(23+23))
0 fiir x = (0,0).

Die Funktion [ ist stetig auf B, (0), denn die rationale Teil-

4x10

Junktion - F st beschrinkt und der Logarithmus hoch 2 im
12

Nenner sorgt fir Konvergenz gegen 0 fir x — (0,0). Man
kann auch zeigen, dass u € C™(B, (0)) fiir jede v < 1. Die
Funktion u ist aber nicht zweimal differenzierbar in (0,0). Die




15.3 Regularitédt und Rand

zweite Ableitung von u nach zum Beispiel x1 ist nicht definiert
in (0,0) und unbeschrdnkt bei (0,0):

O, Oz u (21, 22) = log (— log (L% + ULS)) +
2z + 213 B 4air? (15.8)
(23 + 23)°log (23 + 23) (2% + 23)” (log (22 + 23))’

o

0.5

W il

“ LRI
X
‘a\\\\‘e

Abbildung 15.1: Skizzen zu den Funktionen aus Beispiel
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Von den drev Termen in hat der erste eine Singulari-
tat in (0,0). Die zwei ibrigen Termen kann man stetig durch
0 in (0,0) fortsetzen.

Man kann sich noch fragen, ob denn dieses u tatsdchlich
die einzige Losung zu 1st. Wenn es eine zweite Losung
ug gdbe, dann betrachte man w = u — us. Das Maximum-
prinzip oder der Mittelwertsatz hat zwar als Voraussetzunyg,
dass w € C? (B, (0))NC(B, (0)), doch man kann zeigen, dass
w € WP (B, (0)) N C(B, (0)) mit p grof reicht. Es folgt so,
dass w = 0.

Aufgabe 15.1 Zeigen Sie, dass die Funktion v : [0,1] — R,
definiert durch

[ a*log(—log(x)) firz >0,
v(@) = { 0 fiir x =0,

in C'7(0, 3] liegt und nicht in C?[0, 3].

15.3 Regularitit und Rand

Um den soeben gezeigten Ansatz zu verwenden, miisste man
f:Q — R auf (k mal) stetig differenzierbare Art erweitern
kénnen.

Lemma 15.3 Sei f € C*([0,00) x R""!). Dann gibt es eine
Erweiterung f € C* (R").
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Beweis. Man definiere fiir z; < 0 und 2/ € R*!

k+1

$1, :E:: aTnj? —mxi,x )

mit a,, bestimmt durch

k+1
1= (-m) a, fir t€{0,1,...,k}. (15.9)

m=1

Anders gesagt, a,, erfiillt

1 1 | 1 a 1
-1 -2 -3 - -m—1 as 1
(1) (=2 (=3)* -+ (-m—1)’ ag | =11
<Q1)’“ (22)’“ (Q:s)’“ (—m.— 1) ak‘H I

Dieser Typ von Matrix ist nach Vandermonde benannt und
bekanntlich invertierbar, wenn die zweite Zeile keine glei-
chen Zahlen enthélt. Es gibt also eine eindeutige Losung

ap,...,a,1. Wenn die Gleichungen in ([15.9) erfiillt sind, fin-
det man fir ¢ + |o| < k, dass

k+1
8518§‘f( )= hm 8§18§‘ <Z A f (—maxy, :r;’))
m=1

k+1

= lim Z am (—m)" (05,05 ) (—may, o)

11¢0

=" (=m)" (95,05 F) (0,") = (95,05 f) (0,2").

m=1

Woche 15, Laplace und Regularitat

Dann folgt, dass

g

f(zq,2") fir z; <0,

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion ist. ]

Beispiel 15.4 Fine C'-FErweiterung von f € C'[0,00) wird
auf diese Art definiert:

f(x) = arf (=) + azf (=22) fiir x <0,

und aq, as werden bestimmt durch

f(0) = lim f(z) = (a1 +a2) £ (0),
1(0) = hm f! (x) = (—ay — 2as) ' (0).

10

Man lost 1 = a1 + ay und 1 = —ay — 2ao, und man findet
a; = 3 und ay = —2.

Aufgabe 15.2 Nennen wir die C'-Erweiterung aus Beispiel
E, und die dhnlichen C*-Erweiterungen Ej,. Kann man
Ej 1 erstellen als Linearkombination von Ey und Fy_1?
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Abbildung 15.2: Die Funktion f(z) = 9e¢™* + cos(z) auf [0,00)
und ihre C°-, C'- und C?- Erweiterung auf R~ in blau, purpur
und gold.

Abbildung zeigt, dass die Erweiterung bedeutend gro-
Ber sein kann als die urspriingliche Funktion. Man kann jedoch
zeigen, dass diese Erweiterung beschrinkt ist im geeigneten
Raum.

Fiir den Operator Ej : CF ([0,00) x R*™ 1) — CF (R"), de-
finiert durch

By, (f) (v1,2") =
{ flxy,2")  fiir (2q,2") € [0,00) x R*™1
)

M f(—may, ) fiir (zp,27) € R™ x R*

mit a,, (anhingig von k) als in (15.9)), kann man namlich

folgendes zeigen:

Lemma 15.5 FEs gibt C) derart, dass fir alle f €
CF ([0, 00) x R™71):

1Bk ()l @y < Cr Il ll o po,00) xmn-1y
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Anders gesagt: Ej, : CF([0,00) x R*™1) — CF(R") ist ein
beschrdankter linearer Operator.

Beweis. Weil Ey, (f) € CF (R") gilt

1Ex ()l cp )
= 1Bk ()l ot to,00) xmn-1y + 1Bk ()l op - xen1)

k+1
< W lepooeynrnsy + D laml D2 || (=m0l g
m=1 a1+l |<k >
k
< (1 1) g {oml ) U fllcgoepennry
fiir alle f € CF ([0, 00) x R™1). u

Proposition 15.6 Sei 0 C R" ein beschrinktes Gebiet mit
00 € C*. Dann gibt es einen beschrinkten linearen Opera-
tor

mit Eyo(f)(z) = f(z) fir z € Q und f € C* (Q).

Beweis. Wir geben nur eine Skizze. Fiir 02 gibt es wie in
Definition beschrieben, eine Uberdeckung des Randes
mit Blocken {Bi}le. Sei {Xi}f:o eine Zerlegung der FKins
derart, dass support(y;) C B; fir i = 1,...,¢. Auf je-
dem dieser Blocke kann man den Rand in lokalen Koordina-
ten beschreiben durch xgi) =1, <x§i), e ,m@) und Q durch

7

2D > (:z:gi), e ,xﬁ?). Weil ¢, € C* kann man den Rand
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glattbiigeln durch

Si (:z:g),xg), ey £§>>
(l’gl) - 1/)7, <:L‘gl)7 MR £Z)> ’:L'gb)’ ct 7'T7(’7:L)> Y

und lokal wird eine Funktion zu einer auf dem Halbraum
transformiert durch

(Sif) (i) =fln+v: (), y)

Formal schreiben wir

~

Eral Z L EWS; (. f)

=1

und die Tatsache, dass diese Definition den gewiinschten Er-
weiterungsoperator liefert, darf der Leser selbst iiberpriifen.
Auch kann man sich davon iiberzeugen, dass Ej q(f) einen

kompakten Trager hat, der nur abhéngt von {Xi}le. ]

Korollar 15.7 Sei 2 C R™ ein besc@rdnktes Gebiet mit 0) €
C*. Dann gilt fiir jedes f € C* (Q) mit k1 < k, dass w €
ChHL(Q) fiir

w(x):/nFn(x

Bemerkung 15.7.1 Fir xz € Q) gilt

—y) Era(f)(y) dy.

—Aw(z) = Epo(f) (x) = [ (2).

Woche 15, Laplace und Regularitat

Dies bedeutet, dass man eine Losung von ((15.1) bekommt,
wenn man

{ —Auy =0 fiir x € Q, (15.10)

Uy =w  fiir x € 99,

16st und v = w — ug nimmt. Weil us € C(Q) gilt, folgt fiir
f und Q wie in Korollar [15.7} dass u € C**!(Q). Méchte
man sogar die Regularitét einschliefllich des Randes zeigen,
kann man fiir Gebiete, die die dufleren Kugelbedingungen er-
fiillen, die Funktion us mit Oberlésungen und Unterldsungen
annahern und mit Harnackschen Ungleichungen Abschéitzun-
gen erzeugen, die dafiir sorgen, dass man u, € C* (Q) zeigen
kann. Fiir hohere Regularitéit betrachtet man ein Problem wie
(115.10) nun fir 0,,us usw.

15.4 Losungen und Abschitzungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige Ergebnisse fiir Lo-

sungen vomn
—Au=f in €,
{ w=0  auf o0, (15.11)

in verschiedenen Rahmen. Um diese Ergebnisse zu beweisen
wére eine Spezialvorlesung notig.

Theorem 15.8 Seien k € N und v € (0,1). Sei Q@ C R" ein
beschrinktes Gebiet mit 02 € C*+3. Dann g¢ibt es fiir jedes

f € C*(Q) genau eine Lisung u € C*27(Q) 2u (15.11).
Auferdem gibt es eine Konstante cq . > 0 derart, dass fiir
jedes f € Ck7(Q) und die zugehirige Losung u gilt:

[ull grren (@) S ok ||f||Ck7 () -



15.4 Loésungen und Abschétzungen

Fiir einen Beweis schaue man nach in [7].

Wir haben in Abschitt bemerkt, aber nicht bewiesen,
dass es bei einem beschriinkten Gebiet Q fiir f € L*() eine
schwache Losung u € W, () gibt zu . Eine schwache
Losung heiBt hier: u € W,*(€Q) und

/Q(Vu -V — fv)de =0 fiir alle v € Wy 2(Q).  (15.12)

Der Raum W, () wurde in ((12.13) definiert. Die Sobole-
v-Riume W#P(Q) findet man in Abschnitt [3.3.1]

Theorem 15.9 Nehmen wir k € N und p € (1,00). Sei Q C
R" ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C*+3. Sei u € Wy*(Q)
die schwache Ldsung vom Typ . Wenn zusdtzlich f €
WHP(Q) gilt, dann folgt u € WF2P (Q).

Auflerdem gibt es eine Konstante cop, > 0 derart, dass
fiir jedes f € WEP(Q) und fiir die dazugehérige Losung u €
Wy?(Q) N WP (Q) gilt:

”uHWkH,p(Q) < CQk.p Hf”Wk,p(Q) .
Fiir einen Beweis schaue man bei [4, Seite 317] fiir p = 2

oder in [7] fiir allgemeine p € (1, c0).

Wie verhalten sich diese beiden Typen von Losungen? Eine
Richtung mége deutlich sein. Weil C*7(Q) C WHP(Q) gilt fiir
beschrinkte Gebiete (2 und dass es sogar cq ;> 0 gibt mit

||f||Wk»2(Q) < C/Q,lm ||f||C’m(Q) fiir alle f € CM(Q)a

findet man fiir f € C*7(Q) nicht nur u € C*7(Q), sondern
auch u € W*?(Q). Kann man auch in der umgekehrten Rich-
tung eine Inklusion erwarten? Fiir f € W"P(Q) findet man
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im Allgemeinen keine Losung u € C**27(Q)) aber manchmal
schon eine Losung u € C*17(Q)). Die sogenannten Sobolev
Einbettungen geben Antwort auf diese Art von Fragen.

Die Sobolevschen Einbettungssétze, die fiir beschrankte Ge-
biete 2 C R™ gelten, die eine innere(!) Kegelbedingung erfiil-
len, geben uns die folgenden Abschétzungen:

. WennkZmundk;—%>m—§danngilt
Hu‘|W"L¢1(Q) < Cokpmg HUHW’M’(Q) :
e Wenn k:—% > m + 7 dann gilt
||U|‘me((2) < CQkpmy HUHW’W(Q) :

Wenn man ganz genau wére, miifite man bei der letzten Ab-
schétzung eigentlich sagen, dass es fiir jede Aquivalenzklasse
U € Wk2(Q) einen Vertreter u € C™7(Q) gibt mit

HU”cmw(Q) < CQkpmy ”U||Wka2(Q) :

Man kann diese Ergebnisse kombinieren zur folgenden Aus-
sage:

Korollar 15.10 Sei Q2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit OS2 €

C?. Dann gibt es fiir jedes f € C(Q) genau eine schwache
Lisung u € Wy (Q) zu (15.11). Auperdem gilt u € CY(Q),

und es gibt cq > 0 derart, dass fir jedes f € C(Q) und die
zugehorige Losung u gilt:

lalleagay < callfllog -
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Beweis. Wenn f € C(Q), dann gilt f € LP(Q) fiir alle p €
(1, 00) also auch fiir p = 2. Dann gibt es genau eine schwache
Losung in v € W,*(Q), die sogar in W2P(Q) liegt fiir alle p €
(1,00). Fiir p > n folgt, dass u € C14(Q) fiir € € (0, 1-— g)
Die Abschéitzungen folgen:

||U||cl(ﬁ) < HUHCLE(Q) <a ||UHW27P(Q)
C

=06 ”fHLP(Q) < Hf||c((2) :

Die Konstanten hdngen nur von €2 und n ab. Man kann p = 2n

und € = % wahlen. ]

Diese Uberlegungen fithren dazu, dass man fiir f € C(Q)
und Q € C? nur eine Losung w € W2P(Q) N CY(Q) findet, und
im Allgemeinen nicht in C?(€2). Das bedeutet, dass man eine
Gleichung —Awu = f nicht punktweise

—Au(z) = f(z) fur alle x € Q
lesen soll, sondern nur

—Au = f fast iiberall in 2.

Woche 15, Laplace und Regularitat



Partielle Differentialgleichungen

Semilineare Laplace-Gleichungen

16.1 Ein erweitertes Maximum-Prinzip

In diesem Abschnitt betrachten wir

{ —Au(x) + c(x)u(x) = f(x) firz € Q,

(z
u(x) = 0 fir g € 00, (10D

mit ¢ € C(Q).

Theorem 16.1 (Starkes Maximum-Prinzip) Seic > 0. Wenn
u € WP(Q)NCY(Q) eine Losung ist von mit 0 < f €
C(Q) und p > 2, dann folgt, dass entweder u > 0 in Q oder
u=f=01wmQ.

Wir werden diese Aussage in mehreren Schritten beweisen.
Das erste Ergebnis ist eine schwéchere Version des obigen
Theorems.

Proposition 16.2 (Schwaches Maximum-Prinzip) Sei ¢ > 0.
Wenn u € W»P(Q) N CH(Q) eine Losung ist von und
0< felC(Q) und p > 2, dann folgt, dass u > 0 in 2.
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Beweis. Nehmen wir an, dass minu = u (z) < 0. Weil u stetig
ist, gibt es eine Kugel B,(x¢) mit u(z) < 0 fiir alle z € B,.(xo).
Wir kénnen r sogar so grof§ wahlen, dass es x7 € 0B,.(xq) gibt
mit u(x;) = 0. Es folgt auch, dass

f(z) — e(x)u(z) > 0 auf B,(xg)
und damit, dass u superharmonisch ist auf B, (zy). Wir finden

einen Widerspruch zu u(z;) = 0. Also folgt v > 0 in . n

Lemma 16.3 Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und seiu €
C(Q2) eine nichtnegative Funktion. Wenn es xo,x1 € Q gibt
mit u(zxg) > 0 = u(zy), dann gibt es xq4,x5 € Q und R > 0
mit

1. u(xy) =0 und x4 € OBg(x5);

2. u(x) >0 fir x € Br(xs)\ {z4};

3. BQR(ZL‘4) C Q.
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Beweis. Weil ) zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg ~ :
[0,1] = ©Q mit v(0) = zo und v (1) = 2. Setze

to = 1inf {t € [0,1];u(t) = 0} und z3 = v (ta).

Weil 2o € Q und Q offen ist, gibt es Ry > 0 mit Bg, (x2) C €.
Setze

ts =inf {¢t € [0,1];7(t) = Bpy2 (v2)} und 25 =~ (t3).

Es gilt t3 < ty und u (z3) > 0. Weil u stetig ist, gilt u (z) > 0
in einer Umgebung von x3 und

Rs =sup{r € [0, Ry/2];u(x) > 0 auf B, (x3)}

ist derart, dass es x4 € OBg,(x3) gibt mit u(z4) = 0. Fiir
x € Bpg,(z3) gilt u(z) > 0. Um zu verhindern, dass es mehrere
Stellen auf 0 Bg, (x3) gibt, wo u (z) = 0 gilt, brauchen wir noch
einen Schritt. Setze x5 = % (3 + x4) und R = %Rg. [ ]

Abbildung 16.1: Die Konstruktion in Lemma mit Detailan-
sicht.
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/l'gi;{%; =
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Abbildung 16.2: Die Hilfsfunktion aus dem Beweis zu Theorem
[16.1] Die Funktion v ist mit dem blauen Gitter dargestellt; die
Einschréankung von v auf By /2(x4) ist griin.

Beweis von Theorem Sei u € W22(Q) N CH(Q) eine
Losung von mit 0 < f € C(Q). Wegen des schwachen
Maximum-Prinzips gilt v > 0 auf Q2. Wir nehmen an, es gibt
zo,x1 € Q mit u(xg) > 0 und u(x;) = 0. Wir nehmen z4, x5
und R wie in Lemma und definieren r = %R und

— e |? —ar?
e alz—xs| —ear

v(x) = pp—— ,

wobei wir momentan a noch nicht festlegen. Wir werden fiir
u — v einen Widerspruch erzeugen auf B, ().

Fiir v gilt:

e v(x) >0 fiir |x — 5] <7 und v(z) <0 fir |z — x5 > r;

o (—A+c¢(z))v(xz) < 0 fiir |z —x5] > r und geniigend



16.2 Existenz bei einer einfachen Perturbation

grofes a, denn

(A +c(z))v(z) =
_ -V (*2@ (x — :):5) e_a\ﬂﬁ—%\g) 4 C(J:) (e—wlﬂf—ﬂﬁsl2 _ e—arz)

1—e o
(2na — 402 |z — $5|2) e—alz—as|® + c(x) (eﬂx\z—ans\2 — efaﬂ)
- 1 —eoar?
< (—40%r% + 2na + o(x)) eele=wsl — (x)emor”
- 1—e o '

Man withle o € RT so, dass —4a?r? + 2na + c(x) < 0.

Wir miissen als nichstes ¢ verniinftig wihlen: Fiir = €

0B, (x4) N Bg (x5) gilt u(z) > 0, und weil 0B, (x4) N Bg (x5)
kompakt ist und u stetig, kann man ¢ > 0 derart wéhlen, dass

ev(z) < u(zx) fur x € 0B, (x4) N Bg (x5). (16.2)

Da v(z) < 0und u(z) > 0 fir x € 0B,(x4) N(R™\ Bg (25))
und beide Funktionen nicht gleichzeitig 0 sind, folgt

u(z) —ev(x) > 0 fir x € 9B, (z4) N (R"\ B (x5)). (16.3)
Kombiniert man und , so findet man
u(z) —ev(x) > 0 fiir v € B, (xy).
Weil auch
(—A+c(v)) (u—ev) >0 auf B(xy)

liefert das schwache Maximum-Prinzip, dass

u(z) —ev(z) > 0 fir v € B(xy).
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Sei nun v der auswirtige Normalenvektor in x4 an Bs, (x5).
Weil u € C' (Q), existiert (9,u) (x4). Es folgt

u(zy + tv) — u(zy)

(Oyu) (z4) = lim

tl0 t
tr) —0
LG Rl U
t10 t

Weil u(zy) = cv(xy) = 0 und u(z) > ev(z) gilt, folgt auch

(O,u) (w4) = lim u(zy) —u(zy — tv)

t10 t
0— —t
<l L Em )
tl0 t
und das gibt einen Widerspruch. ]

16.2 Existenz bei einer einfachen Per-
turbation

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir A > 0:

u(z) =0 fir x € 092. (16.4)

{ —Au (z) + Mu(z) = f(zx) fir z € Q,
Theorem 16.4 Sei (2 C R™ ein besch_rdnktes Gebiet mit 052 €
C3. Dann gibt es fiir jedes [ € C(Q) und jedes A > 0 eine
Losung uy € WP(Q) N CY(Q) von (16.4).

Wenn 0 < f € C(Q2) und 0 < X\ < A, dann gilt

0 < uy,(x) < wuy () fir alle x € Q.
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Beweis. Wenn wir fiir jedes f € C(2) mit f > 0 eine
Loésung u, von finden, kann man auch fiir beliebige
f € C(Q) eine Losung finden. Denn sei f € C(Q), dann gilt
£ L(f+ ) € O() wnd - = L(f] = f) € C(©) und
ft, f~ > 0. Wenn uq,us Losungen von mit rechts f+
beziehungsweise f~, dann ist © = u; — us eine Lésung von
(16.4) mit f. Wir diirfen also annehmen, dass f > 0 gilt.

Wir definieren nun Gg, : C(€2) — C(2) als den Losungsope-

rator fir
—Au=f in ),
{ u=0 auf 0f). (16.5)

Genauer gesagt, ist Go f fiir f € C (Q) eine Losung von ((16.5)
in W2P(Q) N C*(2). Wegen Korollar [15.10| gilt

||ng||L°°(Q) < Cq ||f||Loc(Q)
und Ay : C(Q) — C(Q), definiert durch
A)\U = QQ (f — /\u) >

ist fiir |A|Cq < 1 mit Cq aus Korollar [15.10| eine Kontrak-

tion. Fiir solche A liefert der Fixpunktsatz von Banach eine

Funktion uy, € C(£2) mit
A)\U)\ = U).-
Es gilt uy = Go (f — Auy) und somit ist uy eine Losung in
WP (Q)NCH(Q) von (16.4). Wenn X > 0, besagt Proposition
[16.2] dass uy > 0. Dies bedeutet, dass es eine Losung uy > 0

gibt fiir A € [0,Cg") und auBerdem folgt

—Auy = f —duy < fin Q.
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Es gilt
—Auy—up)=f—Aduy—f==-Auy <0 (16.6)

und durch das Maximum-Prinzip folgt dann uy < wuy.

e Fassen wir zusammen: Fiir A € [0,Cq") hat ei-
ne Losung uy. Weil A, eine Kontraktion ist, ist die Lo-
sung u) eindeutig. Wegen des Maximum-Prinzips gilt
0 < uy < uyp.

Weil 0 < uy < uyg, gilt auch
||u/\||Loo(Q) < HUOHLoo(Q) < Cq HfHLoo(Q)

und wir kénnen fiir A € [O, Cq 1) unser Argument wiederholen

mit Gq )y : C(2) — C(Q) als den Losungsoperator fiir

{ —Au+ X u=f inQ, (16.7)

u=20 auf 0€).
Man zeigt so, dass es eine Losung gibt fiir alle A € [0, 2051)
Uusw.
Ahnlich wie in 1' findet man fiir 0 < Ay < Ao, dass
—A (ux, —unt) + A1 (ua, —uny) = (A = Ag) up, <0

und aufgrund des Maximum-Prinzips folgt 0 < wuy, < uy, in
Q. ]



16.3 Schwach harmonisch ist harmonisch

16.3 Schwach harmonisch ist harmo-
nisch

Theorem 16.5 (Das Weylsche Lemmzﬂ) Sei 0 C R" ein Ge-
biet und sei u € L}, () derart, dass

/ u Ap dx =0 fiir alle p € C5° (). (16.8)
Q

Dann gibt es eine Funktion u* € C*™(Q) mit Au* = 0 und
u = u* fast tberall.

Beweis. Wir definieren eine harmonische Funktion u} und zei-
gen, dass sie auf

Qo = {x € Q;d(x,00) > 2¢}

mit u fast iiberall iibereinstimmt.
Sei x. € C* (R) mit 0 < x, < 1 derart, dass

1 fiir |r| < 3e,
fiir 1e < |r| <e,
0 fir |r| >e¢,

Xs(r) - Xs<_r) =

und sei
Foe (z) = x(J2]) Fo(z)

mit F,, die Fundamentallosung zu —A auf R™. Wir definieren
auch

0 fiir |z| < ie,
H.(z) =4 AF,.(z) fiir 3e <|z| <e, (16.9)
0 fir |z| > e.

!'Hermann Klaus Hugo Weyl, Elmshorn 1885 — Ziirich 1955.

197

Weil AF,(z) = 0 fiir x # 0 und x. wie oben definiert ist,
folgt AF, () =0 fiir 0 < |z| < %5 und auch fur |z| > eM.
Es folgt, dass H. € C*° (R™). Bemerke, dass H,. radialsymme-
trisch ist.

Wir setzen nun

ui(z) = / H.(x — y)u (y) dy.

Weil der Trager von y +— H.(x — y) in B.(z) liegt,
H. € C*(R") gilt und weil u lokal integrierbar ist, folgt
uf € C*° (R") und

(o) = [ GH.(a — pyuly) dy
Q

Firxz € Q. = {x € Q;d (x,00) > e} gilt, dass der Triger von
y — H.(x — y) innerhalb von Q liegt. Dann folgt aus der

Annahme (16.8), dass
Aul(z) = / AH.(z —y)u(y)dy = 0.
Q

Die Funktion u} ist harmonisch auf (..
Sei p € C§°(§25) und setze

Es gilt, dass ¢ € C§°(Q5-.) C C§°(Q) und

AY () = —p(z) + [ He(z —y)o(y)dy.

Qs
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Wir finden
0= A d
Aum>w@>x

:/Qu ( /Hx— )dy)dw
:—/Qu()( dH/ /H r — y)u(z)dudy
:—/Qu()( dx—i—/ /H — z)u(z)dzdy

- —/Qu( z)o(x )da:+/s0(y)ue(y)dy

Q
= [ (@) = @) ol

Weil dies fiir beliebige ¢ < § und ¢ € C5°(€s) gilt, folgt fiir
e <o
u = u: fast tiberall auf €.

Dann gilt fiir 1,65 < 9, dass ul, = v = u}, fast iiberall auf
Q5. Weil diese uZ. harmonisch sind auf (2, sind sie stetig und
es folgt ul, = ul, auf 5. Man kann Q auffiillen mit €,
das heifit 2 = Un6N+ Oy, und so ist u* = lim, u*l‘/n eine
wohldefinierte harmonische Funktion auf €2 und es gilt © = u*
fast iiberall auf (2. [ |

Wir haben superharmonische Funktionen auf €2 definiert
durch u € C (Q) so, dass fiir alle B,(z) C Q

u(z) > ! /aB ( )u (y) doy. (16.10)

wyrn—1

Man mochte auch eine schwache Version wie in ((16.8]) fiir su-
perharmonische Funktionen bereit haben. Die gibt es, wie wir
im néchsten Lemma zeigen werden.
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Lemma 16.6 Sei u € C (). Wenn fir alle ¢ € C§° (2) mit
w >0 gilt, dass

/u (—=Ayp) dz >0, (16.11)

dann ist u superharmonisch auf €.

Bemerkung 16.6.1 Selbstverstindlich kénnen wir nicht er-
warten, dass eine Funktion u € C (), die erfillt in
Analogie zum Weylschen Lemma, fast tiiberall mit einer stark
superharmonischen Funktion tbereinstimmt. Mit ,stark su-
perharmonisch® ist gemeint, dass u € W2F(Q) und —Au > 0
gilt. Umgekehrt, wenn u € W2P(Q) N CH(Q) die Gleichung
—Au > 0 erfillt, folgt durch partielle Integration.

Beweis. Wir werden (|16.10)) zeigen fiir B, (z) C §2. Sei ¢, der
Mollifier aus (8.5) und definiere

%@ﬁz/})wa—wG&mﬂ%%ﬁw
By (xg

Hier ist G, (20) (y, x) die Greensche Funktion auf B, (z,). Fiir
geniigend kleines € > 0 folgt ¢, € C§° (2). Auch gilt ¢, > 0.
Es folgt

osl}@>eA%@»dx

B /QU(x) (_A“’ /Brm) Ve (2 = y) Go, (o) (¥, %0) dy) dx
- /Qu(x) (/Br(oco) (=A%) (=) G, wo) (v 70) dy) dz



16.4 Existenz zwischen Ober- und Unterldosung

~ [ (wg (v = o)

w : /
V. (r—y da) dx
w1 B, (20) ( ) do

/?/1 x — xo) u(z)dz
T o I/BBT o </¢ x —y)u(x )dfc> do,. (16.12)

Weil u € C'(Q2) gilt

1im/Q Y, (v —y)u(x)dr = u(y)

el0

und aus ((16.12) folgt

Weil zy € Q beliebig ist, ist so (16.10)) bewiesen. [ ]

16.4 Existenz zwischen Ober- und Un-
terlosung

In diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Problem

—Au(x) = f(z,u(z)) firzeQ,
{ w(x) = 0 fiir z € 99, (16.13)

wobei f € C(Q x R) lokal Lipschitz-stetig in u ist:
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Es gebe also fiir jedes M > 0 eine Zahl Lj; € R mit

|f(x7u1) - f(‘rau2)| < LM |U1 - U2|
fiir v € Q und |uy, |ug] < M. (16.14)

Wir werden die Existenz einer Losung beweisen mit Hilfe einer
Methode, die das Maximum-Prinzip und die damit induzierte
Ordnung verwendet. Dafiir brauchen wir die folgenden Defi-
nitionen.

Definition 16.7 Eine Funktion u € C(Q) heifit eine Ober-
losung, wenn uw(x) > 0 fir x € 0 und wenn fir alle
w € C§(Q) mit o >0 gilt

/(ﬂ(ﬂf) (=8¢ (2)) = f(z, )¢ (x))de =2 0.  (16.15)

Eine Funktion u € C(Q) heifit eine Unterlésung, wenn
u(z) <0 fir x € 0 und wenn fir alle ¢ € C§° () mit
>0 gilt

/ (u(@) (~Dp (2)) — f (1.0 @ (2)) dzr < 0. (16.16)

Bemerkung 16.7.1 Wenn u € C*(Q) N C(Q) oder u €
W2P(Q) N C(Q), dann gilt —Au > f auf 2. Solche w nennt
man starke Oberlésung.

Lemma 16.8 Sei Q C R" beschrinkt mit 0Q € C°. Wenn
u € C() sowohl Ober- als auch Unterlosung zu ist,

1st u eine Ldosung.
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Beweis. Sei w € W2? () N CL(Q) fiir geniigend groBes p die
Losung von

{ —Aw (z) = f(z,u(x)) firzxzeQ,

w(z) =0 fiir z € A9, (16.17)

Diese existiert, weil z +— f(z,u(z)) € C(Q).
Fiir u — w und alle ¢ € C§° (2) mit ¢ > 0 folgt

/(u () —w (z)) (—Ap (z))dz = 0. (16.18)

Wenn diese Gleichung gilt fiir alle 0 < ¢ € C§° (€2), dann gilt
sie auch fiir 0 > ¢ € C5° (2). Fiir beliebige ¢ € C§° (Q2) gibt
es 1,0y € 57 () mit ¢ = ) — @y und ¢y, 9y > 0: Man
nehme fiir ¢ die Distanz zwischen 02 und dem Trager von ¢,
definiere y, € C5°(2) mit 0 < x, < 1 durch

1 fiir z € Q.
Xe(x) =4 ... firz e )\ Q.,
0 fijerﬁ\Qg/Q,
und setze ¢; = ||¢|| x. und ¢, = ¢; — . Das heifit, dass
(16.18) gilt fiir beliebige ¢ € C5° (€2) und aus dem Weylschen

Lemma folgt, dass v — w ist harmonisch auf 2. Wegen der
Randbedingung v — w = 0 folgt u = w auf €. [ ]

Theorem 16.9 Se: Q2 C_R" ein beschranktes Gebiet mit 05) €
C3. Nehme an f € C(Q2 x R) erfillt (16.14]). Wenn es eine

Oberlosung u und eine Unterlosung u gibt mait
u(x) > u(zx) fir alle x € Q,
dann gibt es eine Losung u € C? (Q) mat

u(x) > u(r) > u(x) fir alle x € Q.
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Beweis. Statt dieses Problem fiir f zu betrachten, verwendet
man

flz,u(x)) firu>7u(x),

f(z,u) = flz,u)  fira(z) > u > u(z),
flz,u(x)) fir u(z) > u,
und betrachtet
—Au(z) = f(z,u(z)) firze,
{ u(z) =0 fir x € 092. (16.19)

Fiir die Funktion f gilt sogar mit L = Ly, und
M = max ([[all , lull)

dass fiir x € Q und uy, us € R
’f(%%) — f(u9)| < L |uy — ugl. (16.20)

Das Randwertproblem (|16.19) kann man auch schreiben als

(=A+ L)u(x) = f(z,u(z)) + Lu(z) firz e Q,
u(z) =0 fir z € 092.
(16.21)
Sei Gq 1, der Losungsoperator fiir
(—A+L)u=g inQ,
{ u=20 auf 0f). (16.22)

Theorem [16.4] sichert die Existenz eines solchen Operators.
Dann konnen wir (|16.21)) auch schreiben als

u(w) = Gau (f(u() + Lu()) (2).



16.4 Existenz zwischen Ober- und Unterldosung

Wir mochten einen Fixpunktsatz anwenden fiir
T:C(Q)— C(Q) mit Tu=Gqy (f(,U) + Lu) :

Dazu zeigen wir einige Hilfsresultate.

Behauptung 16.10 Sei u € C(Q). Dann gilt folgendes:

e Wenn u eine Oberlisung ist, dann gilt Tu < u.

o Wenn u eine Unterldsung ist, dann gilt Tu > u.

Man findet mit partieller Integration, dass

| Tute) (~ap () do

= /QTu(:v) (—A+L)p(x)dr — L/QTu(x)w () dx

- /Q (A + L) Tu(z)) ¢ (x) do — L/QTU(x)sO(fv) dx

= /Q (f(x,u(x)) - Lu(x)) o (x)dx — L/QTu(x)go () dx
~ [ F )o@ e+ L [ (ua) = Tuta)) ¢ (@) da

Weil u eine Oberlosung ist, gilt (16.15)) und man findet also

/Q (Tu(x) - u(2)) (~Ap (x)) di
< L/Q (u(x) — Tu(x)) ¢ (x) dz.

201

Nehmen wir an: Tu(z) — u(x) hat ein positives Maximum
in xy. Dann gilt in einer Umgebung B, (z) von z; fiir alle
¢ € C§° (B, (19)) mit ¢ > 0, dass

/B  (Tue) — () (A (@) do

< L/BT(IO) (u(z) — Tu(x)) ¢ (x)dz < 0.

Wegen Lemma ist T'u —u subharmonisch auf B, (z() und
wird somit maximal auf dem Rand 0B, (z¢). Dann ist Tu —u
konstant, wo Tu —u > 0 gilt, und weil Tu —u < 0 auf 02 ist,
folgt, dass diese Konstante nur 0 sein kann. Wir haben einen
Widerspruch. Ahnliche Argumente zeigen die Behauptung fiir
eine Unterlosung. (]

Behauptung 16.11 Seien uy,us € C(Q). Dann gilt folgendes:
o Wenn uy < ug dann gilt Tuy < Tus.
Wegen ([16.20]) gilt fiir uy < uy, dass
<]E(',U1) + LU1> - (f(, uz) + LUQ)
< L|uy —ug| + L (ug —ug) = 0.
Aus Proposition folgt dann, dass
Tu; —Tuy = Ga 1, <f(,U1) + Lul) —Gar (f(,uz) + LUQ)
=Ga.r <(f(,’u1) + Lul) - (f(,uz) + LUz)) <0.

Die Ordnung bleibt erhalten. (]
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Behauptung 16.12 Sei u € C(Q). Dann gilt folgendes:

e Wenn u eine Oberlosung ist, dann ist Tu eine starke
Oberlosung.

e Wenn u eine Unterlosung ist, dann ist Tu eine starke
Unterlosung.

Sei u eine Oberldsung. Dann gilt Tu € WP () N C* (Q)
fir alle p € (1,00). Weil u > Tu gilt, und weil

s f(x,s)+Ls
eine monoton wachsende Funktion ist, folgt, dass
(=A+L)Tu=f(-,u) + Lu > f (-, Tu) + LTu.
Also ist Tu eine starke Oberlosung. ]

Diese drei Behauptungen zeigen, dass man mit

Uy = U Ug=1u
{ —0__51 und { 0
Upyy = LUy,

ﬂn—i—l = Tﬂn
Folgen von Unter- und Oberlosungen {u;}, oy und {@}, oy
findet mit

U=Uy S U Uy < -+ < Uy < U < Ug =T

Diese Funktionen sind gleichgradig gleichméfig stetig und be-
schrankt. Wegen des Satzes von Arzela-Ascoli gibt es konver-
gente Teilfolgen von {uy }, o und {@ } o Weil diese Funktio-
nen geordnet sind, konvergieren sogar die Folgen selbst. Fiir
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U (7) = limy 00 2, () und dhnlich fiir Ty (z) = limy o0 Uk (2)

gilt
u., = Gar (f(.&oo) + Lgoo) € WQ’p(Q) N (Jl(Q).

Dann ist U (u,,) eine Losung von (16.19). Weil u(z) <

Uy, (%) < U (z) < 1 (x), folgt

und T, (u,,) ist dann sogar eine Losung von ((16.13)). Es ist

iibrigens nicht unbedingt so, dass u,, = Ue. [ ]

Aufgabe 16.1 Sie Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit C?-
Rand. Betrachte

_ — 1 — 442 ;
{ Au=1-—u in €2, (16.23)

u=20 auf OS.
1. Zeigen Sie, dass w =1 eine Oberldsung ist von .
2. Zeigen Sie, dass v =0 eine Unterlosung ist von .
3. Begriinden Sie, dass es eine Losung gibt von .

16.5 Variationelle Methoden

Auch in diesem Abschnitt betrachten wir das semilineare Pro-
blem

{ —Au(z) = f(z,u(z)) firz e, (16.24)

u(z) =0 fir x € 09).



16.5 Variationelle Methoden

Wenn f bestimmte Figenschaften hat, kann man zeigen, dass

J(u) = / (AVu(z) - Vu(z) = F (z,u(z))) do

mit
u(x)
F(z,u(x)) = f(z,v)dv
v=0
ein Minimum in W, ?(Q) besitzt. Wenn uy, diese minimie-
rende Funktion ist und F’ geniigend nett ist (zum Beispiel falls
f stetig ist und eine passende Wachstumsbedingung erfiillt),
dann folgt
OpJ (U 4 tp)i=o = 0.
Weil

J(u+tp) — J(tp)
t

OJ (u + tp) = lgfél

— [(Vu@) Vo) - f@u@)p @) ds, (1625)

folgt, dass u eine schwache Losung ist.
Fiir zum Beispiel f (u) = 1 — u® findet man

J(u):/(%|Vu(x)\2—u+}lu4) dx

und man kann sehen, dass J ein Infimum hat. Das gibt Hoff-
nung, dass J sogar ein Minimum hat. J hat ein Infimum,
wenn J (u) > c gilt fiir alle u, die in Betracht kommen; J hat
ein Minimum, wenn J(u) > J(ug) fiir alle u, die in Betracht
kommen.

Oft kann man nicht nur eine Losung als Minimum des Funk-
tionals finden, sondern erscheinen Losungen moglicherweise
auch als Sattelpunkt des Funktionals. In einem Sattelpunkt
kann man auch und eine schwache Losung erwarten.
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Beispiel 16.13 Wir betrachten
—Au(z) =u(x)® firz e,
{ u(z) =0 fir x € 092. (16.26)
Dann nimmt man
J(u) = / (2 |Vu (z)]” — Tu ($)4) dx.
Q
Wenn fiir alle w € W,*(Q) gilt
ull ) < ClIVUll 2 (16.27)

dann folgt, dass
2 4
J(w) = 3| Vulljaq) — 1 Il
9 2
> 1 [Vullze () (2 - HV“HLQ(Q)>

und dass F' fiir u = 0 ein lokales Minimum hat. Die Tatsache,
dass u =0 eine Lisung ist, ist nicht besonders tiberraschend.
Wenn man aber bemerkt, dass lim; ., J(tu) = —oo fir u €
Wy (Q\ {0}, dann kann man auch noch einen Sattelpunkt
erwarten. Ein Sattelpunkt fiir eine Funktion g € C* (R™) in
endlichen Dimensionen ist relativ klar definiert. Hier haben
wir jedoch eine Funktion J : W,2(Q) — R, und Wy?*(Q)
ist ein unendlich dimensionaler Raum. Ambrosetti und Rabi-
nowitz haben gezeigt, dass fir derartige Probleme tatsdchlich
ein Sattelpunkt existieren kann. Dieses Ergebnis ist bekannt
geworden als das Mountain-Pass Lemmd?} Wir sparen die De-
tails und geben nur die wichtigsten Bedingungen:
Wenn es e € Wy *(Q) gibt und €,6 > 0 mit

2Ambrosetti, Antonio; Rabinowitz, Paul H. Dual variational me-
thods in critical point theory and applications. J. Functional Analysis
14 (1973), 349-381.



e J(u)>e>0 firalewu e Wol’Q(Q) mit ||u||W01,2(Q) =0,

e J(e) <0 mit HuHWOLz(Q) > 0,

dann definiert man

it d s 7€ C([0,1);W,%(9)
= f{;g” G5 50) =0 und 4(1) = }

Diese Zahl m ist die Passhohe; v ist eine Kurve in Wy (Q),
die 0 und e verbindet. Anschlieffend betrachtet man eine Folge
{un}t,en mit J (u,) — m. Dann muss man noch zeigen, dass
u, konvergiert und dazu braucht man noch einige Bedingun-
gen, deren Beschreibung hier zu weit fiihren wirde.

Ubrigens braucht man fir noch einen Sobolev-
FEinbettungssatz. Die Bedingung dazu ist 1 — 5 > —% und
st nur erfillt, wenn n < 4.

Jtu)

l( - t
Abbildung 16.3: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationérer
Punkt (griin) in Dimension 1.

Woche 16, Semilineare Laplace-Gleichungen

Abbildung 16.4: Lokales Minimum (rot) und ein zweiter stationérer
Punkt (griin) in Dimension 2. Man sucht diesen Punkt (= Funkti-
on fiir das obige Beispiel), indem man alle Wege vom roten Punkt
in die Tiefe betrachtet. Auf jedem Weg ~y gibt es ein Maximum m.,.
Schlussendlich nimmt man das Infimum von m. iiber alle Wege ~
und versucht zu zeigen, dass dieses Infimum angenommen wird.
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