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Aufgabe 1 (2+3+2+3 Punkte): Wir betrachten die folgende Integralgleichung fiir u : [—1,1] —
R:

1

/ (x u(x) ¢" (x) +2u(x) ¢ (z)+ © (x)) dr =0

4/
fir alle p € C° (—1,1).

(a) Welche Differentialgleichung erfiillt eine solche Funktion u auferhalb von 07 Hinweis: es
gilt, dass eine Lisung u, aufer in 0, zweimal stetig differenzierbar ist.

(b) Berechnen Sie eine stetige Funktion w : [—1,1] — R, die diese Integralgleichung erfiillt
fir alle p € C2° (—1,1).

(c) Ist diese Funktion u eine klassische Losung der Differentialgleichung in (a)?

(d) Erfiillt diese Funktion u die Integralgleichung

! / / / 1 o
/_ (—xu (@) ¢ (2) — o/ (2) s@(x)+4—\/ms0(x)> dr =0

fir alle p € O (—1,1)?

Aufgabe 2: Sei v harmonisch auf einen Gebiet 2 C R". Zeigen Sie, dass u keine isolierten
Nullstellen hat. [Genauer gesagt sollen Sie also beweisen: Ist xy €  und u(zy) = 0, dann gibt
es eine Folge (z;) C Q mit x; # xo, x; = o fiir j — oo und u(x;) = 0 fiir alle j € N||



Aufgabe 3 (2+2+2+4 Punkte): Sei  C R” ein beschriinktes Gebiet, T € C?(Q x R{) eine
Loésung von

ST (x,t) — AT (z,t) + (T(z,1))> =0 fiir (z,t) € Q x RT,
T(xz,t)=0 fir (z,t) € 0Q x RY,
T(x,0) =To(x) fir x € Q

und betrachten Sie E(t) = [, T(z,t)*dx.

(a) Zeigen Sie, dass fQ 2, )T (2, 1) de < — [ |V, T (z,t)| do gilt.
(b) Zeigen Sie, dass E(t) < E(0) gilt.
(c

(d) Zeigen Sie, dass falls To € L*(Q) mit limy_oo || Too — T'(¢,-)||12¢) = O existiert, dann
T = 0 gilt.

Zeigen Sie, dass Fo, := limy_,o F (1) existiert.

)
)
)
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Aufgabe 4: Die partielle Differentialgleichung fiir eine Minimalflache ist
Vu(z,y)
V1t Vu(z,y)P

(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir radialsymmetrische Funktionen zur folgenden Glei-
chung wird:

V. =0.

5, U, (r) L1 Ur(r) _0

L+|U () " \J1+ U ()]

(b) Sei h > 0. Berechnen Sie wenn moglich eine radialsymmetrische Losung fiir

V-(M)ZO fiir 1 <a?+y* <4,

14| Vu(z,y)|?
u(z,y) =0 fir 22 +y? =1,
u(z,y)=nh fiir 2% + y* = 4.

(¢) Welchen Wert darf h maximal annehmen, damit eine radialsymmetrische Losung (z,y) —
u(x,y) existiert?



Aufgabe 5: Auf
Q:={(rcosp,rsing): 0 <r <1lund0<|p| < 37}

sei U : (2 — R durch Polarkoordinaten folgendermafsen definiert:

2
U(rcosp,rsing) = u(r,p) = (r_% — 7“%) sin (§ <<p + Zw))

(a) Zeigen Sie, dass U in € die Differentialgleichung —AU = 0 erfiillt.
(b) Zeigen Sie folgendes Randverhalten:

. _ . 3
1:{111 u(r, @) =0 fiir ¢ € (=3, 3m)
lim wu(r,¢) = lim u(r,p) =0  fiir r € (0,1)

pl=gm SOT%T"

(c) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass eine nicht-konstante harmonische Funktion ihre
Extrema nur auf dem Rand ihres Gebietes annehmen kann. Wie verhélt es sich hier mit
U?



