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Aufgabe 1: Finden Sie eine Formel für die Lösung (x1, x2) 7→ u (x1, x2) des folgenden Problems:
(

1
2

)
· ∇u (x1, x2) = sin (x2) für (x1, x2) ∈ R2,

u (s,−s) = 0 für s ∈ R.

Aufgabe 2: Wir betrachten auf Rn die Gleichung

~x · ∇u (~x) = x1

(a) Zeigen Sie, dass u(~x) = x1 eine Lösung ist.

(b) Berechnen Sie eine Lösung von ~x · ∇u (~x) = x1 auf einer Umgebung von |~x| = 1, für die
gilt

u (~x) = 0 für |~x| = 1.

(c) Geben Sie das maximale De�nitionsgebiet dieser Lösung an.

Aufgabe 3 (3+7 Punkte): Gegeben ist das Vektorfeld ~v : R2 → R2, de�niert durch

~v (x1, x2) =

(
x1 − x2

1− x2

)
,

und das Randwertproblem{
~v (x1, x2) · ∇u (x1, x2) = x2 + u (x1, x2) ,

u (x1, 0) = sin (x1) .
(1)

(a) Geben Sie ein parameterabhängiges, gewöhnliches Di�erentialgleichungssystem mit An-
fangsbedingungen an, mit dessen Lösungen man Lösungen für (1) schreiben kann.

(b) Berechnen Sie eine Lösung für (1). Auf welchem Gebiet ist diese Lösung de�niert?
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Aufgabe 4: Betrachtet wird die Gleichung{
ut + F (u)x = 0 für t > 0 und x ∈ R,
u(x, 0) = u0(x) für x ∈ R,

wobei F ∈ C1(R).

(a) Sei u ∈ C1(R× [0,∞)) eine klassische Lösung dieses Anfangswertproblems und sei weiter
M : [0,∞) → [0,∞) eine stetige Funktion, so dass u(x, t) = 0 für alle x mit |x| ≥ M(t)
gilt. Zeigen Sie, dass ∫ ∞

−∞
u(x, t) dx =

∫ ∞
−∞

u0(x) dx (2)

für alle t > 0 erfüllt ist.

(b) Sei u ∈ C0(R × [0,∞)) nur eine stetige schwache Lösung des Anfangswertproblems. Sei
weiter M wie in (a). Zeigen Sie, dass (2) immer noch gilt.

Aufgabe 5 (10 Punkte): Wir betrachten die Burgers-Gleichung ut + uux = 0 für t > 0 mit
Anfangswert

u(x, 0) = u0(x) =


1 für x ≤ 0,

1− x für 0 ≤ x ≤ 1,

0 für x ≥ 1.

Berechnen Sie eine physikalisch relevante (schwache) Lösung u(x, t) ∈ C(R× [0,∞)).
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