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Aufgabe 1 (6+2+2 Punkte): Sei Q (ξ, η) mit ξ, η ∈ R das Symbol eines Di�erentialoperators
L von rein zweiter Ordnung in 2 Dimensionen mit konstanten Koe�zienten, also

L := Q

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= α

(
∂

∂x

)2

+ 2β
∂

∂x

∂

∂y
+ γ

(
∂

∂y

)2

,

mit α, β, γ ∈ R.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen äquivalent sind:

(i) Es gibt c > 0 derart, dass

entweder Q (ξ, η) ≥ c
(
ξ2 + η2

)
für alle ξ, η ∈ R,

oder Q (ξ, η) ≤ −c
(
ξ2 + η2

)
für alle ξ, η ∈ R.

(ii) Die beiden Eigenwerte der Matrix

(
α β
β γ

)
haben das gleiche Vorzeichen.

(iii) Das Polynom αt2 + 2βt+ γ hat zwei Nullstellen in C \ R.

(b) Angenommen L erfüllt die drei Bedingungen. Ist L hyperbolisch, elliptisch, parabolisch
oder sonstiges, oder ist diese Klassi�zierung so noch nicht festgelegt?

(c) Ist die folgende Bedingung äquivalent zu denen in (a)?

(iv) Es gibt c > 0 derart, dass

|Q (ξ, η)| ≥ c
(
ξ2 + η2

)
für alle ξ, η ∈ R.

Aufgabe 2: Bestimmen Sie, auf welchen Teilgebieten von R2 die Di�erentialgleichung(
1− x2

)
uxx + 2xyuxy +

(
1− y2

)
uyy = f

hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ist.
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Aufgabe 3: Sei Q (ξ) mit ξ ∈ Rn das Symbol eines Di�erentialoperators L von rein zweiter
Ordnung in n Dimensionen mit konstanten Koe�zienten, also

L := Q

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
=

n∑
i,j=1

αij
∂

∂xi

∂

∂xj
,

mit αij ∈ R und wir dürfen annehmen, dass αij = αji.

(a) Wieso darf man annehmen, dass αij = αji für alle i, j ∈ {1, . . . , , n}?

(b) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen äquivalent sind:

(i) Es gibt c > 0 derart, dass

entweder Q (ξ) ≥ c |ξ|2 für alle ξ ∈ Rn,

oder Q (ξ) ≤ −c |ξ|2 für alle ξ ∈ Rn.

(ii) Die n Eigenwerte der folgenden Matrix haben das gleiche Vorzeichen:

 α11 · · · α1n
...

...
αn1 · · · αnn


(iii) Für jedes unabhängige Paar ξ, η ∈ Rn hat das Polynom P (t) := Q (ξ + tη) zwei

Nullstellen in C \ R.

Hinweis: Symmetrische reelle Matrizen sind orthonormal diagonalisierbar. Solche n× n-
Matrizen haben also n unabhängige paarweise orthonormale Eigenvektoren mit reellen

Eigenwerten.

Aufgabe 4 (8+2 Punkte): Für a ∈ R und Funktionen (x, y) 7→ u (x, y) ∈ C2 (R2) de�nieren
wir den Di�erentialoperator La durch

Lau = uxx + 2auxy + uyy + 2ux + 2a2uy.

(a) Für welches a ist La hyperbolisch, elliptisch, beziehungsweise parabolisch?

(b) Geben Sie für ein von Ihnen gewähltes a die Form einer allgemeinen Lösung von Lau = 0
an.

Aufgabe 5: Betrachten Sie die folgende Di�erentialgleichung:(
1− u2x

)
uxx + 2uxuy uxy +

(
1− u2y

)
uyy = f. (1)

(a) Geben Sie eine Bedingung für ∇u derart an, dass (1) hyperbolisch ist.

(b) Geben Sie eine Bedingung für ∇u derart an, dass (1) elliptisch ist.
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