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Aufgabe 1: Wir betrachten die Funktionenfolgen
o f,:[~1,1] = R mit f,(z) = e ™ und
e g,: R — R mit g,(z) = e =7

Priifen Sie jeweils:

(a) Ist diese Familie gleichméfig beschrankt?
(b) Ist diese Familie gleichgradig stetig?

(c) Gibt es eine gleichméRig konvergente Teilfolge?

Losung 1: Die Folge f,, ist gleichméfig beschrinkt, aber nicht gleichgradig stetig. Es gibt keine
gleichmifig konvergente Teilfolge von f,,.

(a) Die gleichmiifig Beschriinktheit folgt aus 0 < f,(z) = e ™* < 1.

(b) Die Folge ist nicht gleichgradig stetig. Wire sie gleichgradig stetig, dann wiirde gelten,
dass

Ves03550Vapel-1,nen ¢ |2 —y| <0 = |fu(z) — fuly)| <e.
Wir zeigen also, dass

Jen0Vs>030,ye[—1,1]Tnen - <’$ -yl < 5) A <|fn(x> = fu(y)| = 5)-

Setze ¢ = % und sei 0 > 0 beliebig. Da lim % = 0, gibt es ein n € N, so dass 711 < 0. Wir

n—0o0

setzen nun z = 0 und y = £ mit einem solchen n. Dann folgt |z —y| = |y| = £ < 6. Es
folgt nun weiter

1
[fal@) = faly)] = [1 —exp (=nd)| = 1 — -
Da e > 2 folgt

e
3> 2 und damit ist 1 -2 > 1-1 =1
gleichgradig stetig.

5 = €. Damit ist {f,} nicht



(¢) Es gilt fir alle x € [—1, 1], dass

1 fiirz=0,

lim f,(z) = f(z) = {
0  sonst.

Wenn es eine gleichmifig konvergente Teilfolge gegen eine Grenzfunktion g gébe, so wiirde

sie auch punktweise gegen g konvergieren und weil f,, schon punktweise gegen f konver-

giert, miisste f = g gelten. Aber alle f,, sind stetig und darum miisste die Grenzfunktion

bei gleichméfiger Konvergenz auch stetig sein, ist sie aber nicht. Also kann auch eine

beliebige Teilfolge nicht gleichméfig konvergieren.

Die Folge g, ist gleichméfig beschréankt und gleichgradig stetig. Sie besitzt aber keine gleich-
malig konvergente Teilfolge.

(a) Die Folge ist durch 1 betraglich beschriankt, also gleichméfig beschrankt.

(b) Sei0 <e<1,0=—1In(l—¢)und n € N. Sei |z —y| < §. Wir nehmen zusitzlich an, dass
ly —n| > |x — n]| (fir |y — n| < |z — n| geht man analog vor). Dann erhalten wir

Fal@) = Fuly)] = |e71o=] — elomnl] = gmlo=nl |1 — ~lu=nbtlo=nl] < |1 — ~ly=ntle=n]

=1—¢ vl <1 _e-lo=vl o1 _ 0 < ¢

(c) Die Folge hat keine gleichméfig konvergente Teilfolge, da der punktweise Grenzwert
lim,, o fn(z) = 0 ist, aber f,(n) = 1 und damit die Folge nicht gleichméfig gegen Null
konvergieren kann.



Aufgabe 2 (2+2 Punkte): Sei L > 0 gegeben.
Fr:={f:[0,1] = R" ; f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L }
Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Fp ist gleichméfig beschrinkt.
(b) Fp, ist gleichgradig stetig.

Losung 2: (a) Fy ist nicht gleichmifig beschrinkt: Jede konstante Funktion ist Lipschitz-
stetig fiir jede Lipschitz-Konstante L > 0. Also liegen alle konstanten Funktionen in F7.
Gébe es nun ein C' > 0, sodass fiir alle f € F, und x € [0, 1]

[f(x)] < C

gilt, so diirfte g(z) = C' + 1 als konstante Funktion nicht in Fj, liegen.

(b) Fr ist gleichgradig stetig: Sei ¢ > 0 gegeben. Wir setzen 6. = 7. Fiir alle f € L und
z,y € [0,1] mit |x — y| < 0. gilt dann wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f:

[f(z) = f)| <Lz —y|l < Lé. = ¢

Damit ist F, gleichgradig stetig.



Aufgabe 3: Gegeben seien die folgenden Funktionen u; € C*(R,):

ui(z) = sin <§) . ug(z) = xsin (i) . uz(r) =2"sin <%)

Uberlegen Sie, ob sich die Funktionen u; zu Funktionen in C°(R) oder sogar C'(R) fortsetzen
lassen.

Losung 3: Um zu priifen, ob eine stetige Fortsetzung existiert, miissen wir den rechtsseitigen
Limes

=1 ;
a = lim u; ()

bestimmen. Nur sofern dieser existiert, kann es iiberhaupt eine stetig differenzierbare Fortset-
zung geben. Da in diesem Fall der Funktionswert u;(0) = a der Fortsetzung eindeutig durch
den obigen Limes bestimmt ist, konnen wir die Existenz der rechtsseitigen Ableitung mittels

b i lim 8 =4O
z0 €T

iiberpriifen. Nur wenn diese existiert, gibt es eine stetig differenzierbare Fortsetzung, z.B.

() = {uz(x) ,x >0

a+br ,x<0

(a) W&hlt man z, = -2, so erhilt man eine divergierende Folge uy(z,). Somit existiert
der rechtsseitige Limes von u; an der Stelle 0 nicht und die Funktion ist nicht stetig
fortsetzbar.

(b) Man erhilt wegen der Beschréinktheit vom Sinus, dass a = 0 gilt. Da lim, o sin () nicht
existiert (siehe (a)), besitzt us keine rechtsseitige Ableitung in 0. Folglich gibt es nur eine
stetige Fortsetzung von ws.

(c) Man erhilt direkt a = 0 und b = 0. Somit ist us stetig differenzierbar fortsetzbar auf R.



Aufgabe 4 (Je 1 Punkt): Entscheiden Sie bei den folgenden Mengen €, jeweils, ob der Rand
CO-, C%- oder C'-Regularitit besitzt (wobei a € (0, 1]).

(a)le{( y) € y<\/|7}

(b) Qo {(z,y) € (-1,1)* 1 y < |a[}

(c) Der Rand von g ist durch [0,27) > ¢+ ((2cost + 1) cost, (2cost + 1) sint) parametri-
siert.

(d) Q4= B1(0)\ {0}

(€) 25 = By(0) \ 9B1(0)

f) Qs ={(s+t3,t3) :s e R, t € R}

(g) Q7 ist die grofte offene Menge innerhalb {(:L’,y) €(—1,1)?: y < (sin %)2}

Losung 4: (a) C%2
(b) €O

(¢) nicht C°

(d) nicht C°

)
)

e) nicht C°
)
)

W\l\)

f 0,
(g) nicht C°

Q

(
(



Aufgabe 5: Sei v € (0,1) und seien u,v € C%7([0,1]; [0, 1]). Liegen die folgenden Funktionen
dann in C%7([0,1];R)?

(a) u+wv
(b) uw

(¢) uow

Losung 5: (a) Nach der Dreiecksungleichung gilt

KU+W@%%U+W@N<|M®—uwﬂ+h@ﬂ—MWI
|z —y = |z —yp lz —y

< [uly + [v];5-

Somit gilt u + v € C*([0,1];R).

(b) Da u,v insbesondere stetig sind und [0, 1] eine kompakte Menge ist, sind ||u]|o und ||v||s
endlich. Daher gilt:

(w0)(2) = (@) (@)] _ fu(z)(o(x) = 0@w) +o@) (@) = w1 4 ool
" 2=yl ST

Insbesondere gilt uv € C%7([0,1]; R).

(c) Die Funktion uow liegt im Allgemeinen nicht in C%7([0, 1]; R): Wihlt man u(z) = v(z) =
27, so ist u, v € C%7([0,1];R), denn sei ohne Einschrinkung y € (0, ). Dann gilt

o=yl = ()]

FET i

1—
= 1.
1 —

]S8[

Es gilt uov = 27°. Wegen 72 < v gilt weiter

o v(z) = uow(0)|

— 7 220
lz =0

Folglich gilt uov ¢ C*([0,1];R).
Allgemein findet man fiir v € C%* und v € C%° (mit entsprechend passendem Definiti-
onsbereich), dass uov € 0%,



Aufgabe 6 (3+3+3 Punkte): Sei 2 C R" ein beschrénktes Gebiet.

(a)
(b)
(c)

Geben sie alle Inklusionen zwischen den Mengen C°(€2), C%1(€2), C1(Q) an.
Geben sie alle Inklusionen zwischen den Mengen C%(Q), C%'(Q2), C'(Q2) an.
In welcher wichtigen Eigenschaft unterscheiden sich (C1(€2), || - [lc1) und (CH(Q), || - [|co)?

Losung 6: (a) Eine differenzierbare Funktion ist genau dann Lipschitz-stetig, wenn Thre Ab-

leitung beschrinkt ist. Daher gilt auf der kompakten Menge @: stetig differenzierbar =
Lipschitz-stetig = stetig. D.h. es gilt C*(Q) C C*1(Q) C CYQ).

Stetig differenzierbare Funktionen mit offenem Definitionsbereich kénnen unbeschrankte
Ableitungen haben (vgl. z.B. 1/x auf (0,1)). Daher gilt nur noch C*'(Q) c C°(Q) und
CH(Q) c C'Q).

Der Raum (C*(Q), ] - ||c1) ist nach dem Vorlesungsskript vollstéindig, (C(€2), || - ||co) ist
es hingegen nicht:

Um das zu zeigen wihlen wir f, : [-1,1] — R mit f,(z) = y/2? + . Dann gilt f, €

C*([—1,1]) fiir alle n. Des weiteren erhélt man fiir m,n € N nach den binomischen Regeln

1 1 1 1
(it gl ()]
n m r€[—1,1] n m

denn fiir a,b > 0 gilt
ja =0 < |(a—b)(a+b)] = |a® - 1?].

Da 1 eine Cauchyfolge in R ist, ist somit auch f, eine Cauchyfolge bzgl. | - ||co. Der
Grenzwert f(z) = |z| liegt aber nicht in C*([—1,1]).

1 1

n m

sup
z€[—1,1]




Aufgabe 7: Uberlegen Sie sich ein beschrinktes Gebiet  C R? und eine Funktion u € C*(f)
mit [|ufze@) < 00, ||Vul|re@) < 00, so dass u nicht zu einer Funktion in C°(Q) fortgesetzt
werden kann.

Gibt es so eine Funktion auch fiir Q = B;(0)?

Losung 7: (a) Sei Q= (—1,1)?\ ([0,1) x {0}) und sei weiter

2

f(m,y):{q: x,y >0 .

0 sonst
f ist offensichtlich partiell differenzierbar auf €2, aber wegen lim, o f (3,y) = 1 und
limyo f(3,y) = 0 nicht stetig auf Q = [—1,1] fortsetzbar. )
Man beachte hier, dass bei Mengen ohne C°-Rand nicht notwendigerweise Q° = Q° gilt.
Man kann aber zeigen, dass Mengen mit C°-Rand relativ offen sind.

1
4

Angenommen dies wire nicht so, dann miisste es ein xy € 02 geben, so dass der Grenzwert
lim, .0 f(x) nicht existiert.

Weil f beschrinkt ist, gibt es nach Bolzano-Weierstraf also zwei Folgen ., y, —— o,
so dass lim,, . f(z,) = 21 und lim,,_,o f(y,) = 22, wobei z; # 2.

Entwickelt man nach der Taylorformel an der Stelle z,, erhilt man

f(@) = flen) + (= a0) - VF(E)

fiir x € B1(0) mit einem passenden & zwischen z und z,,, welches wegen der Konvexitét
von B;(0) wieder in der Menge liegt. Also folgt

n—o0

£ () = F(@n) < | = gal sUD [V f| =0

und damit folgt z; = 25 im Widerspruch zur Annahme. Also lésst sich die Funktion stetig
auf den Rand fortsetzen.

Anhand des Beweises wiirde man annehmen, dass die Menge konvex sein muss, aber mit
etwas Bastelei geniigt auch ein C°-Rand.



