Prof. Dr. Guido Sweers SoSe 2021
Henrik Schlieffauf, M.Sc.

Partielle Differentialgleichungen
Ubungsblatt 2

Die Losungen zu den bepunkteten Aufgaben miissen als gut lesbares eingescanntes/abfotografiertes
Dokument im PDF-Format bei Ilias hochgeladen werden. Abgabeschluss ist am Montag, 26.04.2021,
um 14 Uhr. Bitte beachten Sie, dass auch nur Thre Bearbeitung der pepunkteten Aufgaben kor-
rigiert wird.

1—a? — 22
(1 — 1)% + a3

w(zy, x9) = (2105, — 20, ) v(x1, X2)

Aufgabe 1: Im Skript findet man v(zy, x2) = . Zeigen Sie, dass

auch eine Losung von dem folgenden Randwertproblem ist:

{—Au(m) =0 firxze B(0), (1)
u(z) =0 fir x € 0B1(0) \ {(1,0)}.

Losung 1: Man kann nachrechnen, dass v eine Losung des Problems (1) ist. (Das ist Aufgabe
1.2 aus dem Skript.) Damit erhilt man fiir (z1,x) € B1(0):
Au(zy,0) = (02, + 020,) (2105, — 120,,) v(21, 32)
= [&rl (83;2 + xlagm — xgaim) + Oy, (xlﬁim — Oy, — xgaim)] v(xy, z2)
= (282 + 1,03 190> + 2,03 —20%  — ang’mm) v(xy, z2)

r1x2 T1x1T2 - T1T1T1 T2X2X2 xr1x2
= (2100, — 1205,) (02,4, + 024,) v(x1, 22)
= (2104, — x204,) Av(z1,22) =0
Fiir die Randbedingung rechnet man nach:
—219 (1 — 22 — 23)

(21— 1)? +a3)°

u(zy, xe) =

Damit erfiillt v auch die Randbedingung.

Alternativ kann man die Randbedingung via Polarkoordinaten leichter nachrechnen: Fiir
1—1?

(1 —rcos <p)2 + (rsin @)2

0(r, ) = v(rcosp, rsing) =

gilt:
0,0(r, ) = (—rsin Oy, + 1 cosp Oy,) v(rcos g, rsinp) = u(rcos g, rsin )

Setzt man nun r = 1 in
1 —92r<i
0,0(r, p) = (1 = 1%)0, ( 2 : 2) =(1-17) 7’2511190 2\ 2
(1 —rcosp)” + (rsinp) (1 =rcosp)” + (rsing)”)

ein, so folgt die Randbedingung.




Aufgabe 2: Fiir welche a € [0,1] sind die folgenden Funktionen in C%%([0, 1])?
(a) fi(z) =" mit B € [0,00)

@)ﬁ@OZ{

—xln(x) fiir x € (0,1],
0 firx=0.

Losung 2: (a) Fir o > (3 ist

L@ = O _
jz = 0"
fiir x | 0 unbeschrinkt. Daher diirfen wir o < 8 annehmnen. Ohne Einschrinkung sei
nun 0 < y <z < 1. Dann gilt

O I el s B L 2|
|z —y[* |z —y[* 11—

Nunist 0 < £ < 1 und damit 0 < 1 -2 < 1. Also ist |1 — %‘a > 1— 2. Auferdem gilt fiir
0<p <1, dass (%)’3 > (%) und damit 1 — (%)6 <1- % ist. Zusammen ergibt sich fiir
0<1<6:

filx) = Aw)| _ [27 =y _1-
|z —y|* 7 —yl* T 1~
Also ist die Funktion Holderstetig fiir alle o < 5 < 1.

=1

ERNISES

Ist 8 > 1 so ist fi Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 3, da fi(z) = Bz~ und es
nach dem Mittelwertsatz ein £ € (y, x) gibt, sodass

2% — | = /() |z —y| < Blz —y| .

Damit gilt dann
@) =AW _ gle=ul _
|z =y |z —y|
Also ist f; auch fiir f > 1 und « € [0, 1] Holder-stetig.

Mit

[folz) = f2(0)] -
=2l (—1
D = oo In(e))
sieht man direkt, dass dies fiir &« = 1 unbeschrinkt ist, fiir a < 1 aber beschrankt.
Betrachte also @ < 1 und sei ohne Einschrinkung 0 < y < x < 1. Dann gilt

J, o ] < [ s de< (/:rf;(mfa dt)l_a (/jl; i)’

wobei im letzten Schritt die Holder-Ungleichung verwendet wurde. Um deren Anwendung
1
zu rechtfertigen miissen wir nachweisen, dass |f5| € L= ([0, 1]). Es gilt aber gerade

1 1 1 00
[ a= [ -w -1 de= [ -1t e =0 < oo
0 0 0
Einsetzen in die obige Abschétzung liefert

[fo(@) = foly)| < O — gl

|f2(z) — fa(y)| =




Aufgabe 3: Berechnen Sie:

@ [ Ly ) [, ered)dey

<az<y<l Y

Losung 3: (a) Wenn man zuerst nach x integriert, dann bewegt sich x in den Grenzen von
0 bis y. Nun darf y jeden Wert von 0 bis 1 annehmen, da die Bedingung an x dafiir sorgt,
dass dann 0 < z < y < 1. Also erhélt man

YO R "1 1
/ falycaly = / (/ L d:v) dy = / |:—£L'2—] dy = / —ydy = —
o<z<y<l Y 0 oY o L2 vl 0o 2 4

(b) Es ist hilfreich hier Polarkoordinaten zu verwenden: (z,y) = (r cos(¢), rsin(¢)) = f(r, ¢).

Da

vs = (ate) o)

und {(z,y) € R? ; 22 +y* < 1} = {(rcos(p),rsin(¢)) ; r € [0,1],p € [0,27]} folgt mit
der Transformationsformel

27 1
/ (22% +9*) d(z,y) = / / (27’2 cos(p)? 4 1 sin(gp)Q) r drde
22 4y2<1 o0
27 1
= / / (r3 cos(p)? + 7’3) drdy
o Jo
1

-1 ( /0 7 cos()? dip + 27r)

Es gibt mehrere Moglichkeiten das Integral iiber cos(p)? auszurechnen. Mithilfe der Ad-
ditionstheoreme cos(2¢) = cos()? — sin(¢)? = 2 cos(p)? — 1 folgt cos(p)? = H=@2) ypq

2
damit gilt

27
/ (22% +y?) d(z,y) = ! 190 + E sin(2p)| +27 | = §7r.
e =3\ 2P 1

0



Aufgabe 4: Sei X = {(x,y) € (0,1)*: x + y < 1}. Berechnen Sie

| )
X

Hinweis: (u,v) = (x +y, xyTy>

Lésung 4: Wir betrachten die Funktion f : X — R? f(z,y) = (z + v, x—iy) Offensichtlich
gilt f(X) C (0,1)%. Wir zeigen nun, dass f auf dieser Menge sogar invertierbar ist. Sei dazu
(u,v) € (0,1)* gegeben und setze f(x,y) = (u,v). Dann folgt aus v = =z + y und v = £
die Umkehrfunktion y = wv und = = u(1 — v). Da sowohl f als auch die Umkehrfunktion
differenzierbar sind ist f : X — (0, 1)? also ein Diffeomorphismus. Daher gilt

y Lot 1—v —u
/ewd(x,y) :/ / e’ det( )
X o Jo v u

e—1

11
dudv :/ / e’ |u — uv + uv| dudv =
o Jo 2




Aufgabe 5 (5+5 Punkte): Gegeben sei

zcos(l — 2% — 3?)
/x2+y2<1 v ( 142 (. v).

(a) Berechnen Sie das Integral direkt.

(b) Berechnen Sie das Integral mit dem Satz von Gaufk.

Losung 5: (a) Es gilt

{(m,y)ERQ:x2+y2<1}:{(:15,3;):yE(—1,1),—\/1—y2<m<\/1—y2}.

Somit folgt

zcos(l — x% — y?)
/x?+y2<1 v ( 1422 d(.v)

- /1 /M Oy (z cos(1 — 2% — y?)) dady
oy
= [ VT aosl = (15 =) = (VT Pheos(1 = (1 =) = ") dy
= 2/_ V1 —y?cos(0)dy
=2 : /1 —sin(z)? cos(z) dz

[SIER

INERCTE

= 2/ cos(2)?dz = .

NIE]

Nach der Substitution y = sin(z) wurde verwendet, dass cos(z) > 0 auf [-7, 7] gilt.

(b) Der Rand der Menge ist der Einheitskreis {(x,y) : 22+ y? = 1}, dessen Normale in einem
Punkt (z,y) durch @ = §> gegeben ist. Demnach folgt mit dem Satz von Gaufs

— 2 2 _
v. xcos(1 x2 y°) d(z,y) = x cos(1 ) 1) e
z24y2<1 I+ 22 4y?=1 1+

x X
— . d
Lo G22)- ()

= / (2* + (1 + 2%)y)do
x24y2=1

= /0 ’ (cos(p)? + sin(p) (1 + cos()?)) dp = 7.



Aufgabe 6 (5+5 Punkte): Eine Ubung zu Polarkoordinaten:

(a) Zeigen Sie, dass fiir x = r cos(p) und y = rsin(p) gilt:
”# 9 10 o 1 09?

@—F@y ror 8r+7“_28_g02'

(b) Zeigen Sie, dass fiir Funktionen f : R” — R, die nur von ||z|| abhéngen, fiir die also ein
f mit f(x) = f(||z]]) existiert, folgendes gilt:

Af) = 221 050y iy = .

rn=1or or

Losung 6: (a) Hier muss man einen Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensys-
temen schaffen, der die Abh#ngigkeit voneinander illustriert. Sei u(x,y) eine Funkti-
on in kartesischen Koordinaten und v die Darstellung in Polarkoordinaten. Das heift
u(rcos(p),rsin(p)) = v(r, ¢). Die Darstellung in der anderen Richtung ist komplizierter,
denn dann braucht man Fallunterscheidungen, wir wollen also hiermit arbeiten. Es gilt
nun

100 1oy
ror Or 12 dp? v P
10 0 1 0? )

(T (37‘ I + ﬁ_agﬂ) u(r cos(p), rsin(p))

— (e cosl) () + 2 (wnlrsingie) + wr cos(io))

— % (ux cos(p) + wy $in(@) + (e co8(0)? + Uy, cos(p) sin(p)) + (g, cos(@) sin(p) + wuy, sin(gp)Q))

1

T (ux( 7 co8()) + 1ty (=7 8In(9)) + s (=7 8I0(0))? + 11y (=7 5in(0)) (1 cOs(p))

 thgy (7 5in()) (r c08(9)) + 1y (1 cos(9))?
= Ugy + Uyy
und damit ist dies gezeigt.

(b) Mit 5 ||x|| = oy ergibt sich:

n n 0 a B n 8 T
Zaxz 1) = 2 gt 1l = 3 5 (g7 1)

i=1 v i=1
0 ]| - it .
—ZT”J“ (ll2ll) + HxHQf (Il211)
=1
- \xuz( E u) elD + 1 u el
*IIxHQ
1. N
= 5L el + el
1 o - o 0 - 1 0 0 =
= g (- o e ) = S )



Aufgabe 7: (a) Zu welcher Differentialgleichung wird

Ugy — Uyy = [,
wenn die Substitution s =z — y, t = x + y durchgefiihrt wird?
(b) Zeigen Sie, dass jedes Paar von Funktionen g, h € C*(R) durch
u(z,y) =gz —y) + h(z +y) (2)
eine Losung liefert zu

Uy — Uyy = 0. (3)

(c) Zeigen Sie, dass sich jede zweimal stetig differenzierbare Losung von (3) wie in (2) schrei-
ben ldsst.

f+_8

—S

Losung 7: (a) Man sieht, dass s = x — y und ¢t = z + y dquivalent zu x =
ist. Wir definieren
~ t+s t—s
t) = ; )
u(s,t) :=u ( 5 5 )

also gilt auch u(z,y) = u(x — y, z + y). Damit erhalten wir

(2 v~ (2) ey = (2) 5wt~ (2) e v +0)

0 -
ax( —y,x+y)+u(r —y,x+y))

und y = 5

s(®
g ~
a_( us(z =y, ¢ +y) + wl(z —y, v +y))
=Ugs(x —y, 2 +y) + Ust(z —y, . +y) + Us(w — y, 2 + 1)
+uy(x —y,x +y) — (Uss(x — y,x + y)
—Ust(T — Y, T+ y) — Ws(z — Y,z +y)
+ Uy(r —y, . +y))
=dug(x —y,x+y).

Wir finden also

0 0 1 - ~
gsar =1/ <S§t>t 2 ) = flet) W

(b) Dann hat obiges u die Gestalt @(s,t) = g(s)+ h(t). Man sieht durch Ableiten sofort, dass
die Funktion die Gleichung 050,u(s,t) = 0 16st. Wenn man f = 0 in (4) setzt, so ist nach
Teil (a) u also eine Lésung von ug,, — uy,, = 0.

(¢) Um zu zeigen, dass jede Losung diese Form hat, kann man wie folgt vorgehen.

Sei u eine Lésung von (3), dann 16st @ die Gleichung 0,0,1(s,t) = 0. Daraus folgt nach
Integration, dass 0,u(s,t) = h(t) und daraus folgt, dass

u(s,t) = /Ot h(t)dt + g(s) = h(t) + g(s) .



Man erhélt also, dass

u(z,y) :u(




