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Variationsrechnung N7
Kapitel 1 \ ),

A N

Einfiihrung

1.1 Die Brachystochrone als Beispiel

Eine Achterbahn ohne Reibung soll (0,0) mit (6, —1) verbinden. Man startet mit Ge-
schwindigkeit 0. Welche Kurve sorgt fiir die schnellste Verbindung?

Abbildung 1.1: Welche Achterbahn fithrt am schnellsten zum Ziel?

Physikalische Herleitung
Die Energiegleichung

Epot + Egin =0
bringt

1
mgh + gm (vf 4+ v3) =0, (1.1)
wobei h die Hohe, m die Masse, U = (v, v9) die Geschwindigkeit und ¢ die Gravitations-

konstante ist.

Weil v, = Cé—f, gilt fiir die Zeit von x = 0 bis x = 6 mit Hilfe der inversen Funktion
x> t(x), dass
6 6 1
T:t(6)—t(0):/t'(x)da:: —dx.
0 0o U1

1



2 Kapitel 1, Finfiihrung

Schreibt man an der Stelle z fiir die Hohe h = —u(z), so folgt vo = u/(z)v; und

0] = /02 + 02 = /1 + (u/(2)) v

1 lE) y1e <u/<x>>2
U1 \Vvi+ v} V2gu(x

Die Zeit T'(u), die man braucht um durch die Kurve (z, u( x)) von (0,0) nach (6,1) zu

kommen, betréigt so
1
/ @) (12)
2gu

wobei man sich beschrankt auf Kurven, fiir die gllt u(0) = 0 und u(6) = 1.

Mit (1.1)) finden wir

Variationelle Betrachtungen

Das Funktional T (u) ist eine Funktion von Funktionen und wir wollen eine Funktion u
finden, die dieses T" minimal macht. Weil man innerhalb von T eine Ableitung von u
findet, nehmen wir an, dass wir differenzierbare Funktionen brauchen. Um sicher zu sein,
dass das Integral existiert, nehmen wir sogar an, dass u stetig differenzierbar ist.

Wenn man eine solche minimierende Funktion v hat, kann man versuchen einige Ei-
genschaften zu finden. Eine grobe Herleitung geht wie folgt. Stort man die minimierende
Kurve u ein wenig, sagen wir durch 7¢ (x), wobei ¢ eine Storungsfunktion und 7 € R ein
Parameter ist, dann soll gelten

T (u+7p) > T(u).

Wenn man 7 — T (u + 7¢) ableiten kann, folgt fiir dieses v und fiir alle ¢, die erlaubt
sind, weil diese Funktion fiir 7 = 0 ein Minimum haben soll, dass

(%T(u—i—no):OfﬁrT:O.

u(0) = 0 und u(6) = 1 erhalten bleiben sollen fiir u + 7¢, miissen die Randwerte
= ¢(6) = 0 gelten. Es folgt

0 1+ (u/(z) + 7¢'(2))°
or pr Lt 7e) = \/_87/ \/ u(x) + To(x) d

1
= (@)+7¢'(2)) oy (W @)+ @)7)? i
V2 / (\/u x)+w(:r \/1+(u z)+7e! (x))? 2¥ (@) 2u(z)+re(z)) 2 p(x) | du.
Fiir 7 = 0 folgt

( )

6 !
o) oy (H(@)?)? B
/0 ( /—u(w)\/H(U,(x))QSO (x) 2(—u($))% o(z) | dz = 0.

Wenn wir jetzt annehmen, dass u sogar zweimal stetig differenzierbar ist, kénnen wir
partiell integrieren und finden

6 - 5
0= e () — V@) x>dx
/0 ( V “(z)\/lﬂu'(w)f(p ( ) 2(u($))% (,0( )
6 6 /
' (z) W (z) VI (@)
+ - — x)dz.
|:\/u(x \/l-i-(u )2()0 ( ):| 0 /0 ( (\/u(x)\/l+(u’(x))2) 2(u(ac))% ) (p( )
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Verwenden wir ¢(0) = ¢(6) = 0, so folgt

6 /
. v/ (x) - 1—&—(u’(m))2 _

Wenn v € C [a, b] derartig ist, dass

/bv(cc) @(x) dr =0 fiir alle p € C'[a, b], (1.4)

dann gilt v = 0, und damit folgt, dass
Vit
V1 + u? 032

wenn man annimmt, dass der Ausdruck zwischen den Klammern in (|1.3)) stetig ist.
Wir sehen, dass die Variation des Energiefunktionals eine Differentialgleichung liefert.

(1.5)

Losung der Differentialgleichung

Um die Geschichte zu vervollstdndigen, zeigen wir hier noch kurz, wie man ([1.5) mehr
oder weniger explizit 16sen kann.

Man kann (1.5 auch schreiben als

W - <¢w11t+7u) “] - (‘W - (ﬁfﬁ)) v=0

und weil
V1+u? ( u ) , 1
— u = —_—
Vu Va1 + u? Va1 + u?
folgt

1
V1 +u?

Daraus wird eine trennbare Differentialgleichung (Cy = C;? > 0)

01:

mit Anfangswert «(0) = 0. Eine Losung in Parameterform ist eine Zykloide:

T\ 10 s — sin (s)
w ) 2 2\ 1—cos(s) )"
Kontrolle ergibt

U T _ 1 —cos(s) sin(s) _
Cy—u Cy—u & 1+ cos (s) 1 — cos (s)

sin ()

==£1.
1 — cos (s)?

Witzigerweise haben wir unterwegs einige Annahmen gemacht, ndmlich dass die Lo-
sung zweimal stetig differenzierbar ist. Zwar sind ¢ — x (t) und ¢ — wu(z (1)) stetig
differenzierbar und das ist sehr angenehm, wenn man auf der Achterbahn fihrt, jedoch
ist © +— u (x) nicht differenzierbar in 0.

Aufgabe 1 Welche Kurve macht die schnellste Verbindung, wenn man anfingt mit Ge-
schwindigkeit U] = 17
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Abbildung 1.2: Aus dieser Familie sucht man sich jetzt die Funktion, bei der die Randbe-
dingung u(6) = —1 erfillt ist ...

' . ' .
[\CRE G I )|

Abbildung 1.3: ... und sollte diese Funktion finden.

1.1.1 Zweck und Ziel der Variationsrechnung

Gegeben sei ein Funktional J : B +— R

J(u) = /QF(m,u(x),Du(x)) dx. (1.6)

Hier sind Q C R", B ={u: Q — R passende Funktionen} und F': Q2 x R x R" — R eine
geniigend glatte Funktion. Mit D ist die Ableitung gemeint; im mehr-dimensionalen Fall
wire es der Gradient.

Die generische Aufgabe in der Variationsrechnung ist es, eine solche Funktion
u zu finden, dass J in u einen stationdren Punkt hat. Meistens sucht man ein
Minimum und das passt genau zum Prinzip der minimalen Energie aus der
Physik.

Das Finden einer solchen Funktion besteht meistens nicht aus der Konstruktion einer
expliziten Formel, sondern beschéftigt sich eher mit Existenz, Eindeutigkeit und moglichen
Regularititseigenschaften einer solchen Losung.

Grob gesagt gibt es zwei Richtungen in der Variationsrechnung.

e Die klassische Variationsrechnung.

Das Funktional Minimum?
1 T
(Partielle) Differentialgleichung — Regulére Losung

e Die direkten Methoden.

Das Funktional Regularitat?
! T

Minimum mit Hilfe der Funktionalanalysis — Schwache Losung




1.2 Raume stetiger Funktionen D

Eine regulédre Losung ist eine Funktion, die die Differentialgleichung im klassischen Sin-
ne erfiillt. Bei vielen Anwendungen existiert so eine Losung nicht. Eine schwache Losung
ist eine Verallgemeinerung, die breitere Anwendungsmoglichkeiten hat.

In der Numerik sind Finite Differenzen meistens mit den klassischen Methoden ver-
bunden, wiahrend Finite Elemente oft die direkten Methoden benutzen.

1.2 Ré&aume stetiger Funktionen

Notation 1.2.1 Sei A eine Menge.

1. C(A) ={u: A — R; u stetig} ist der Vektorraum der stetigen Funktionen.

2. Cp(A) = {u: A — R; u stetig} ist der Vektorraum der beschrinkten stetigen Funk-
tionen.

3. Co(A) ={u: A — R; u stetig} ist der Vektorraum der stetigen Funktionen mit kom-
paktem Trager K strikt innerhalb A, genauer gesagt,

{u(x) #0} =1 K C A°.

4. Co(A) ={u: A — R; u stetig} ist der Vektorraum der stetigen Funktionen, die am
Rand 0 werden, genauer gesagt, fir die gilt

lim u(z,) =0

n—oo
fiir alle Folgen {xy}, . C 2 mit lim x, = z* € 0Q oder lim ||x,|| = cc.
n—o0 n—oo

12|

10f
osf
osf
osf
osf
. . . . . 04l
02 04 06 08 10
04l
o2
o2
. . , , .
02 04 \/ﬂ\/& 10

02}

L L L L
0.2 04 0.6 0.8 10

Abbildung 1.4: Graphen einiger Funktionen aus Cy((0, 1)), C.([0, 1]) bzw. Cy([0, 1]).

Bemerkung 1.2.2 [In der Literatur sind die Notationen nicht eindeutig. Manchmal wird
mit C'(A) eigentlich Cy(A) gemeint und mit Cy(A) der Raum C.(A).

Wenn nur bekannt ist, dass A C R", dann hat C(A) noch wenig Struktur. Wenn
jedoch A kompakt ist, dann weiss man, dass jede stetige Funktion auf A beschrankt und
gleichméBig stetig ist. Auf ein Kompaktum ist das Supremum einer stetigen Funktion
auch das Maximum. Weil das Supremum so endlich ist, kann man so eine Norm definieren
und sogar beweisen, dass dieser Normierter Raum gute Eigenschaften hat:
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Theorem 1.2.3 Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebie. Dann ist (C(Q), |- Hc@)) mit
der Norm definiert durch

lullo) = llullo = sup[u(z)|
€

ein Banachraum.
Bemerkung 1.2.4 || . || : X — [0,00) heifit eine Norm auf X, wenn

1. lullx >0 und ||ul|y =0 u=0 fir alleu e X;
2. |leu|lx = || |ullx fir alle w € X und ¢ € R (C);

3. lu+v|x <|lullx + vl fir alle u,v € X.
Bemerkung 1.2.5 Ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Vektorraum.

Bemerkung 1.2.6 FEin normierter Vektorraum ist vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
auch konvergent ist mit Grenzwert in dem Raum.

Beweis

. <C’(Q), | - HC(Q)) ist ein normierter Vektorraum:
Sei u € C(Q). Weil Q kompakt ist, existiert max,cq |u (z)] in R und

Jul| o, = max [u ()] < oco.
e

Die weiteren Eigenschaften der Norm zeigt man sofort.

o <C’(Q), | - HC(Q)) ist vollstandig:

Nehmen wir eine Cauchy-Folge {u,}, .y und sei e > 0. Dann gibt es N. € N derart,
dass n,m > N impliziert ||u, — ty||,, < . Dann ist auch {u, (z)},, .y eine Cauchy-
Folge, diesmal in R, und weil R vollstandig ist, existiert
U(x):= lim u, (x).
n—oo

Als néchstes zeigen wir, dass U stetig ist. Nehmen wir an, U ist nicht stetig auf
Q. Dann gibt es € Q, &g > 0, und eine Folge {#n} ey mit limy, oo 2, = = und
\U (x,) — U (x)| > €o. Im ersten Schritt legen wir ny € N wie folgt fest: n; ist derart,
dass fiir n,m > ny gilt ||u, — unml|, < €0/4. Weil u,, stetig ist, gibt es ¢, derart,
dass fur |z, — z| < do gilt |un, (x,) — un, (x)] < €9/4. Man findet fiir |z, — x| < ¢
und alle k£, m > ny, dass

|un (2n) = um ()] <
< |uk ("En) — Up,y (mn)l + |un1 (mn) — Up,y (JI)| + |un1 (x) — Um (ZL’)| < %50'
Nehmen wir nun ein solches z, mit |z, — x| < ¢ und weil u (z,) — U (x,) fir

n)
k — oo und weil auch w,, (z) = U (z) fiir m — oo, folgt |U (z,) — U (z)| < 20, ein
Widerspruch.

!Die Menge 2 C R™ heifit ein Gebiet (in englisch domain), wenn €2 offen und zusammenhiingend ist.
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e Zum Schluss soll man noch zeigen, dass lim,, o [|[U — u,|| = 0. Auch dies folgt aus
der Dreiecksungleichung: fiir jedes x € ) findet man

U () = un (2)] U () =t (2)] + [um () = un (2)]

U () = m (2)] + [[um — v -

IN A

Sei € > 0, nehme N derart, dass fiir n, m > N folgt [[um — us|| < 3e. Als Néchstes
blést man m auf um |U (z ) — U (7)| < 3¢ zu finden. Fiir jedes x G Qund n > N
folgt |U (x) — uy, (z)| < e, also auch [|[U — unH <e. u

Es sei nochmals bemerkt, dass Normkonvergenz eine stiarkere Bedingung ist als die
punktweise Konvergenz. Betrachten Sie die Funktionenfolge {u,}, . C C[0,1] definiert
durch u, (z) = ;7572 Es gilt 7}1_)1{)10 up, (z) = 0 fur alle z € [0, 1] aber auch 7}1—{20 |lun, — 0| =
1. Diese Folge konvergiert nicht beziiglich der Norm. Wenn ein Grenzwert u., beziiglich
der Norm existieren wiirde, wiirde aus ||uo, — u,|| — 0 folgen, dass |us () — u, (x)| — 0
und findet man, dass auch nur u,, = 0 als Grenzwert im Frage kédme.

A 0’0’
" g\\,&& =

05 1.0 15 20 25 30

Abbildung 1.5: Die Funktionenfolge x konvergiert nicht in der [|[| ¢ ,)-Norm.

1+ 2 2
Aufgabe 2 Wiesoist || . ||, keine Norm fiir die stetigen Funktionen auf ein unbeschrank-
tes 17

Aufgabe 3 Sei Q C R" ein unbeschrinktes Gebiet. Ist || . ||, eine Norm fir Cy, (Q)?

1.3 RAume differenzierbarer Funktionen

Fiir einen Multiindex «, das heifit o = (ay, g, ..., ;) € N setzt man
z* = aay? ..o,
O\ [ 0\" o\
pe o= (2} (£} (2
oxy 0xy ox,,
la] = o +ag+-+ .

Um die Formulierungen fiir ein und allemal festzulegen, geben wir die folgende Definitio-
nen. Auch hier ist 2 ein Gebiet in R"™; € ist die zugehorige abgeschlossene Menge.

Definition 1.3.1 Vektorrdume stetiger und differenzierbarer Funktionen auf offenen Men-
gen.

1. CHQ) = {u : Q — R; u ist differenzierbar und g—; eCQ) firi=1,... ,n} :

2. CHQ) = {u : Q = R; w ist differenzierbar und g—; e C*YQ) firi=1,... ,n} :
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Bemerkung 1.3.2 Manchmal sicht man auch C®(Q) := (5, C*(Q).

Definition 1.3.3 Vektorriume stetiger und differenzierbarer Funktionen auf abgeschlos-
senen Mengen.

1. CY(Q)

{u : Q0 — R; w ist differenzierbar und

es gibt g; € C(Q) derart, dass % =g; fuirt=1,... ,n} :

2. CkQ) = {u : Q — R; u ist differenzierbar und
es gibt g; € C*~1(Q) derart, dass % =g; firi=1,... ,n} :

Auch hier kann man wieder die Buchstaben b, ¢ oder 0 unten anhéngen. Zum Beispiel
definiert man, wenn €2 beschrinkt ist,

Cy(Q) = {u € C'(Q); upq =0 und IVl pq = O} :

Schreibt man C°(Q2), dann ist C(Q2) gemeint.
Auf Intervallen braucht man auch mal Funktionen, die stiickweise differenzierbar sind.
Zum Beispiel

C’Sc[a,b} = {uECl[a,b]; esgibta=ag<a; <---<apy1=>b

Mit U)fa;,a,.1] € C?[a;, ayq] fiiri=0,..., k} )
Lemma 1.3.4 Sei (2 ein beschrdnktes Gebiet in R™. Einige normierte Vektorrdume sind:

1. Die stetig differenzierbaren Funktionen (C’l(Q), | - ||01(Q)>, wobei die Norm defi-

niert wird durch

o)

ulleny =l + 3|
=1

)
o
und iterativ

2. Die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen (C’k(Q), | - HC’%Q))? wobei die Norm
definiert wird durch

agiu( (1.7)

v =l + 3 o -

Die Ableitungen sind hier wie in Definition [I.3.3]definiert. Man kontrolliert sofort, dass
die Eigenschaften einer Norm erfiillt sind fiir || . [[oxq)-

Theorem 1.3.5 Sei Q ein beschrdanktes Gebiet in R™ und k € N.
Dann ist (C*(Q), || . lor@y ) ein Banachraum.

Um dieses Ergebnis zu beweisen, verwendet man Theorem [1.2.3] Zuséztlich soll man
jedoch noch zeigen, dass

: 0 9 (..
fim (e @) = 5 (i 0).




1.4 Holder-Réume 9

Abbildung 1.6: Die Funktion f mit f (z) = 2?sin (2) fiir € [-1,1] \ {0} und f(0) =
ist zwar differenzierbar, weil jedoch die Ableitung nicht stetig ist, folgt f & C* ([—1, ])
Links ist f dargestellt und rechts f’.

1.4 Holder-Raume
Zwischen C*(Q) und C**1(Q) liegen auch noch die Holder-Réume:
Definition 1.4.1 Fiir v € (0,1] und u : Q@ — R definiert man

o ) —u)
[ ]'y B x#ygﬁ |ZL‘ - y|ﬂ/ ‘

1. C%(Q) = {u : Q — R; u stetig und [u], beschrdnk:t} :
2. CF1(Q) = {u: Q> R; ue CHQ) und D*u € C*(Q) fir |af < k}.
Bemerkung 1.4.2 C%Y(Q) sind die Lipschitz-stetigen Funktionen.

Lemma 1.4.3 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet und sei k € N und o, 5 € (0,1) mit o < 5.
Dann gilt B B ) B B
C* Q) c CPH(Q) c CHP(Q) c CF(Q) c C*(Q)

und alle Inklusionen sind strikt.

Beweis. Um die Inklusionen zu zeigen, benutzt man die folgenden Ungleichungen:

u@) —ul

]Vu(:v)]ﬁsup —

yeQ |.73 y|
u ()~ w)| @) )l e e ()~ u ()]
r—yl* |z =y o =g < diam () o —yl”

Beispiele die zeigen, dass die Inklusionen strikt sind, bekommt man fiir Funktionen auf
[—1,1], indem man den Exponent p in z — max (0, )" geschickt wéhlt. [ |

Das néchste Ergebnis werden wir nicht beweisen.

Theorem 1.4.4 Sei Q) ein beschrdanktes Gebiet in R", k € N und v € (0,1]. Der Vektor-

raum C*7(Q) mit der Norm || . loray definiert durch
lullrn@ = Y 1Dl + Y D], (1.9)
<k jal=k

ist ein Banachraum.
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14
12
10
0.8
0.6
0.4
0.2

-1.0 -05 015 l‘.O -1.0 -05 ) 05 1.0
Abbildung 1.7: Links f (z) = (max (0,2))*? und rechts f’. Es gilt f € C*2 ([~1,1]) und
fle s ([-1,1)).

1.5 Differenzierbarkeit eines Funktionals

Wie man bei der Brachystochrone gesehen hat, war es der erste Schritt um ein Minimum
fiir

J(u) = /QF(x,u(Jz),Du(:E)) dx (1.10)

zu finden, die Gleichung B%J (u+ T¢)r=0 = 0 anzuschauen.

Definition 1.5.1 Das Funktional J : X — R heifst Gateaux-differenzierbar in u € X,
wenn

1. %J(u + TQ) =0 existiert fir alle ¢ € X und
2. J'(u) = (o= ZJ(u+T79)=0) : X = R stetig ist.

Bemerkung 1.5.2 Das letzte soll man wie folgt lesen: o — J'(u) () : X — R ist stetig.
Es hat nichts mit maglicher Stetigkeit von u — J'(u) zu tun.

Definition 1.5.3 Hat man zusdtzlich die Bedingung

Lt 9) = I(w) = ()

=30 in X el x

=0,

dann heifit J Fréchet-differenzierbar in u.

Bemerkung 1.5.4 Gateaux-differenzierbar, kann man beschreiben wie: J ist in u diffe-
renzierbar in jede Richtung ¢ und diese Richtungsableitungen sind stetig abhdngig von
der Richtung. In endlich dimensionalen Rdumen ist Fréchet-differenzierbar die tibliche
Differenzierbarkeit.
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Die erste Variation

2.1 Definition der ersten Variation

Sei 2 CR” und F : Q x R x R" — R eine Funktion. Fiir J in ([1.10]), also

J(u) = / F(z,u(z),Vu(x))dx (2.1)
)
und wenn folgendes gilt:
1. J (u) wohldefiniert ist, wie zum Beispiel fiir u € C* (2),
2. (u,p) — F (z,u,p) als reelle Funktion differenzierbar ist, und
3. die Ableitung mit ¢ auch noch Sinn macht, wie zum Beispiel fiir p € C* (Q) NCy (Q),

dann finden wir, dass

0
8—J(u + TQ)jr=0 = / (Fu(z,u, Du)p + F,(x,u, Du) - Dp) dz. (2.2)
T Q
In einer Dimension gilt Dy = ¢'; in mehreren (n > 2) Dimensionen gilt Dy = Vi,
wobei V der Gradient ist. Das Symbol V wird ,nabla“ genanntf}

Vp =

Der Spaltenvektor V¢ wird aus Platzgriinden oft als Zeilenvektor geschrieben. Es gibt
auch die Divergenz V - :

Ul(.ilfl,...,l'n) - n anZ-

Un (1, ..., Tp) i=1

V -

($1,...,l’n).

Fiir V - schreibt man oft auch einfach V und aus dem Kontext muss man her-
ausfinden, ob Gradient oder Divergenz gemeint ist.

INabla soll ein hebraisches Wort fiir eine Art von Harfe sein und diese Harfe sieht aus wie V.

11
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Definition 2.1.1 Sei F' und J wie in . Das Funktional

9,
0J (u; @) == EJ(U + 7¢)|r=0

aus heifst die erste Variation von J in der Richtung .

Wenn die Funktion v ein Minimum von J liefert und J Gateaux-differenzierbar ist,
also 0J(u; @) = J' (u) (@), folgt 0J(u; p) = 0 oder anders gesagt, es gilt die Identitét

/Q (Fu(z,u, Du)p + Fy(z,u, Du) - D) dx = 0. (2.3)

Abhéngig vom Problem gilt fiir alle Funktionen ¢ € C'(Q2) oder ¢ € CL(Q) oder
sogar ¢ € C°(Q). Die Integralgleichung fiir alle ¢ aus der Klasse der Testfunktionen
wird die schwache Form der Fuler-Lagrange Gleichung fiir J genannt.

Wie gesagt, die Klasse von Funktionen ¢ ist abhéngig vom Problem, zum Beispiel
von den Randwerten. Bei der Brachystochrone waren die Randwerte von u festgelegt
und es wire ¢ € CH(Q) N Cy(Q) passend. C=(Q) ist eine Teilmenge davon und wir
werden zeigen, dass diese Funktionen meistens schon reichen um vom Variationsproblem
zur Differentialgleichung zu gelangen.

Wenn wir annehmen, dass die betreffenden Funktionen geniigend glatt sind, kann man
(2.3]) partiell integrierenﬂ:

| (Fuw . Dyg + Fy(ou, Du) - D) do =
Q

. —~ d (OF
/BQ Fy(w,u, Du) o vdo —i—/Q (Fu(iﬁ,% Du) — Z o <a—pi(x,u, Du))) o dv.  (2.4)

=1

Wenn ¢ € Cy(€Q) gilt, ist das Randintegral gleich 0 und es folgt aus (2.3}{2.4), dass

/Q (Fu(x,u, Du) — i di (g—i(x,u, Du))) o dr =0

i=1

’Die partielle Integration auf Q C R” ist wie folgt. Sei 77 der aus-
wirtige Normalenvektor auf 92. Dann gilt fiir (zweimal) differenzier-
bare Funktionen u,v : Q2 — R und v : 0 — R"™, dass

du _ ) _ v
/vadx—/ wv v; do /uamida?,
Q oQ Q
/Vu-ﬂ'da?:/ uﬁ'-ﬁda—/uV%}dw,
Q o0 Q

/Auvda::/ (Vuv—u Vv) - 17d0+/uAvdx.
Q a0 Q

Weil Vu -7 = g—g gilt, kann man die letzte Gleichung auch wie folgt schreiben:

/Auvdx:/ (%v—uav)da—l—/uAvdx.
Q oa \OV ov Q

Fiir Beweise suche man in der Literatur nach Greenschen Formeln.
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Nehmen wir an, die Formel zwischen den Klammern ist stetig, dann folgt

F.(xz,u, Du) — Z di» (gj(x u Du)> = 0. (2.5)
=1 i %

In einer Dimension wird dies
F, (z,u,u') — Fp (x,u,u’) — W' Fyy (2, u,u") — 0" Fyp (z,u,u’) =0

und in mehreren Dimensionen

Fu(z,u, Du) — ZFpiwi(x,u,Du) Vu - Fyy(z,u, Du) — Z E):f(?x aa 7 (x,u, Du) =0,

(2.6)

die sogenannte starke Form der Euler-Lagrange Gleichung fiir J.

2.2 Das erste Hauptlemma der Variationsrechnung

Schon ein paar Mal haben wir aus einer Integralgleichung mit Testfunktionen eine punkt-
weise Gleichung hergeleitet. Wir formulieren das als néchstes. Auch hier ist €2 ein Gebiet
in R™, dass heifit €2 ist offen und zusammenhéngend.

Lemma 2.2.1 Seiu € C(Q) und nehme an, dass
/ u(z)p(x) de =0 fir alle p € C(Q). (2.7)
Q
Dann gilt uw= 0.

Bemerkung 2.2.2 Dieses Lemma gilt auch noch unter wesentlich schwéicheren Bedin-
gungen. Statt u € C(Q) reicht schon u € LP ().

Beweis. Nehme an, u (z9) > 0 gilt fiir ein xy € Q. Weil u stetig ist, gibt es eine Umgebung
B.(z) := {z € R"; |z — 20| < &} mit Bo.(xo) C Q und u(z) > tu(zo) > 0 auf B.(zo).
Definiere

1
_J e fir x € Ba(ay), 2.8
() { 0 fiir z € Q\ B, (o). Y

Man zeigt, dass ¢ € C2°(£2) und weil

1
/Qu(x)gp(x) dx = /Ba(xo) u(z)p(x) de > U (x0) /Bs(mo) o(x) de > 0

gilt, folgt der Widerspruch. [

Aufgabe 4 Zeige, dass die Funktion ¢ aus (2.8) in C°(Q) liegt.
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Abbildung 2.1: Q | B. (zq), B2 (x¢) und Testfunktion ¢.

2.3 Satz beim Minimierungsproblem

Theorem 2.3.1 Sei F' € C* (Q x R x R") und definiere fir u € C*(Q) das Funktional

J (u) = /QF (z,u, Du) dx.

Sei C C CH(Q) derart, dass es fiir jedes u € C und ¢ € C2(Q) eine > 0 gibt mit u+tp € C
fir allet € (—¢,¢).

Wenn J : C —R ein globales Minimum in @ hat und @ € C*(Q), dann erfillt u die
Fuler-Lagrange Gleichung:

V. E(z,a(z), Di(x)) — F,(z,4(z), Di(z)) = 0 fiir alle x € €. (2.9)

Beweis. Man folge der Geschichte vom Paragraph und benutzte Lemma [2.2.1} ]

2.4 Minimalfliache

Wenn man den Flicheninhalt einer durch ¥ (x,y) = (z,y,u(z,u)) : & C R? — R3
parametrisierten Oberflache betrachtet, dann wird dieser Inhalt gegeben durch

oV oV OV oW

_ Oz 0r Oz O
—/ det( ov oy v oY )dmd%

Q Oy Ox oy Oy

Man berechnet sofort, dass

und findet

ovov  ovow ) )
det(g\‘f,g{f, 7 9 ):(Hug) (14 42) = (upuy)? = 1+ [Va?.

oy ox Oy Oy
:/ 1+ [Vul*dady.
Q

Nehmen wir an, diese Oberflidche ist fixiert am Rand 02 durch u = v.
Die erste Variation an der Stelle v ist

Also folgt
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Weil u am Rand fixiert ist, kénnen wir nur im Innern variieren. Nehmen wir ¢ € C 1 (Q) N
Co (), so folgt fiir ein Minimum u € C? (Q2), dass

0:/ Vu- Ve dxdy:—/V~ L © dxdy.
Q Q

1+ [Vl \/ 1+ |Vul

Dies liefert die Differentialgleichung fiir eine Minimalflache:

o D

1+ |Vaul?

Fiir radialsymmetrische Randwertprobleme findet man eine gewthnliche Differentialglei-
chung, die man sogar explizit 16sen kann.

Abbildung 2.2: Bild zu der Minimalfliche zwischen zwei horizontalen Ringen, zentriert
um die z-Achse.

2.5 Ein zweites Hauptlemma der Variationsrechnung

Obwohl wir hier an einer Dimension interessiert sind, geben wir das nédchste Lemma gleich
fiir ein Gebiet €2 in mehreren Dimensionen.

Lemma 2.5.1 Seiu e C (Q) und nehme an, dass

/ u(x)g;o (x) de =0 fiir alle p € C°(Q) undi=1,...,n. (2.10)
Q i

Dann gilt u = c.

Bemerkung 2.5.2 Wenn man wiisste, dass u € C* (Q) qilt, kénnte man partiell inte-
grieren und findet dann, dass

g g;t () o(x) de = —/Qu(:v)g;i (x) dx = 0.

Mit Lemma bekdime man %(az’) = 0 und auch, dass x; — w(T1,...,Ti...,Ty)

konstant wdre. Wenn dies in jede kichtung gilt, folgt das gewiinschte Ergebnis.

Beweis. In einer Dimension geht es wie folgt. Fixiere irgendeine Funktion y € C*(R),
die die folgenden Eigenschaften hat

9

x(z)=0firr <X und x(z)=1firz> 3,
) v ) v (2.11)

X' (z) >0 fiir v € R.
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1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

Abbildung 2.3: ein Bild von .
Sei ¢ € C° (a,b) und definiere

biz) = / " pls)ds — x (222) / " p(s)ds.

Dann folgt 1(a) = 0 = 1 (b) und sogar, dass der Triager von 1 innerhalb (a,b) liegt. Also
gilt auch ¢ € C° (a,b). Weiter hat man

0 = [utwe= [ uw) (o0 v (22) 5 [ oloias) o =

= [ (st s [ G wioris) et

und es folgt mit Lemma [2.2.1], dass

b
u(z) = ﬁ/ X' (5=%) u(s)ds = konstant.

In mehreren Dimensionen betrachtet man erst ein Rechteck R innerhalb €2, und setze
R:=[a,b] x R C R x R"". Fiir p € C*(R) nimmt man analog wie vorher,

T b
P(x, ") :/ go(s,x')ds—x(%)/ (s, x')ds.

Auch der Tréger von 9 liegt innerhalb R und auf dhnliche Art wie vorher folgt, dass u
nicht von x; abhéngig ist, denn

b
u(zy, ') = ﬁ/ X (ﬁ) u(s, z')ds.

Genau so ist u auch nicht abhéngig von den anderen Variablen; also gilt u© = ¢ auf
jedem Rechteck. Weil Q2 offen und zusammenhéngend ist, kann man 2 fiillen mit offenen
Rechtecken und es folgt, dass u konstant ist auf €. ]

Aufgabe 5 Konstruiere eine explizite Funktion x derart, dass erfillt ist.

2.6 Regularitit in einer Dimension

In der Formulierung des Theorems stort die Annahme u € C?*(Q). Fiir J braucht man
ja nur w € C'(Q) und es wiire schoner, wenn diese Eigenschaft folgen wiirde aus der
Tatsache, dass u ein Minimum ist.
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2.6.1 Ein Satz von C! zu C?

In einer Dimension kénnen wir zeigen, dass ein Minimum in C* ([a, b]) unter einigen An-
nahmen beziiglich des Funktionals automatisch in C? ([a, b]) liegt. Wir schreiben I = (a, b).

Theorem 2.6.1 Sei F' € C* (I x R x R). Fiir u € C'(I) betrachten wir das Funktional

T (u) = / F(z,u,4/) da.

1

Sei C C C*(I) derart, dass es fiir jedes u € C und ¢ € C>°(I) eine > 0 gibt mit u+tp € C
fir allet € (—¢,¢).

Wenn J : C — R ein globales Minimum @ € C*(I) hat und F,, (z,a(z), ' (z)) # 0
gilt, dann folgt i € C*(I).

Bemerkung 2.6.2 Wenn man den Beweis genau anschaut, sieht man, dass es schon
reicht, statt F € C? ([ X R x R) anzunehmen, dass

F,Fy Fy, Fpp, Fpy, Fpy € C (I xR X R) .

Bemerkung 2.6.3 In C stecken die Randwerte. Wenn u(a) = 1 und u(b) = 2, dann
nimmt man C = {u € C*(I);u(a) =1, u(b) = 2}.

Beweis. Wie vorher zeigt man, dass fiir das Minimum die folgende Gleichung erfiillt ist
fiir alle p € C°(1)

b
/ (Fy(z,a,0") ¢ + F, (x,0,a") ¢") dz = 0.

Weil wir nicht wissen, dass @' differenzierbar ist, konnen wir nicht partiell integrieren
wie bei der Herleitung der starken Euler-Lagrange Gleichung. In einer anderen Richtung
partiell integrieren geht schon und wir finden dann:

/ab (Fp (z,u(x),d'(x)) — /: F, (s,a(s), @(s)) ds) () de =0,

Mit Lemma gibt es eine Konstante ¢ so, dass

F, (z,a(x), ' (x)) — /m F, (s,a(s),d'(s))ds = c fiir alle x € I. (2.12)

a

Wegen der Stetigkeit gilt (2.12) sogar auf I. Setzen wir
q(x)=c+ / F, (s,u(s), @ (s)) ds.

Weil F, und @, @' stetig sind, gilt x +— F, (z,a(x), @ (z)) € C(I) und es folgt ¢ € C*(I).

Durch findet man
(x = F, (z,a(z), @ (z))) € C*(I). (2.13)

Weil man auch angenommen hat, dass Fy, (z,4(z),@'(z)) # 0, kann man fiir jedes
xo € I die Gleichung

Fy (z,a(x),p) —q(x) =0 (2.14)
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implizit 16sen in einer Umgebung von (g, pp) mit py = @'(xg), sagen wir p = P (x) ist
derart, dass F), (z,u(z), P (z)) — q(x) = 0. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt
sogar, dass P € C' ((xg — €, z¢ + €)) fiir € > 0 geniigend klein und dass das Folgende gilt
fir all diese z € (g — €, 20+ €):
Fy (5,8(2). i (2)) ~ Py (2,(). P (2) — Fy (2. (x). P () (x)

Fpp (z,0(2), P (2))
Weil p = P(z) die eindeutige Losung von (2.14) in der Néhe von (zg,po) ist und weil
p =@ (x) eine Losung von ([2.14)) ist, folgt

W' (z) = P ()

P'(z) =

und @' € C' ((zo — €, 20 + ¢)) fiir jedes zo € I. Wir finden, dass @ € C*(I). Um zu zeigen,
dass @ € C?*(I) gilt, kann man sich iiberlegen, dass es auch eine einseitige Version des
Satzes iiber implizite Funktionen gibt, die man in den Randpunkten anwenden kann. m

Eigenartig in dem Beweis ist schon, dass erst bewiesen wird, dass
(x = F, (2, 0(x), @' (2))) € C(I),
obwohl man apriori blof @'(x) € C°(I) hat. Im Nachhinein folgt dann @'(x) € C*(I).

2.6.2 Einige Beispiele, mit und ohne Regularitit

Beispiel 2.6.4 Fir die eingespannte Saite oder Wischeleine, die durchhdngt durch eine
Kraftdichte f, wird folgendes Funktional verwendet

J(u) = /01 ( 1+u/'(x)?—1— f(z)u (m)) d. (2.15)

Die elastische Energie, gespeichert in der ausgedehnten Saite oder Leine, ist proportio-
nal zu der zusdtzlichen Ldnge. Die durch diese Ausdehnung verursachte zusdtzliche Lange

der Kurve wird gegeben durch
1
/ (VIT P —1) de.
0

Fiir die Energie durch die Auslenkung gilt Kraft x Weg:

1
/ f(z)u(z)dz.
0
Mit der obigen Schreibweise hat man

F(z,u,p)=+14+p>2—1—f(2)u

und es folgt
1

L+p)F
Fir f € C([0,1]) kann man Theorem mit Bemerkung anwenden und man
findet, dass ein C* ([0, 1])-Minimierer in C* ([0, 1]) liegt.

Fpp (a:,u,p) =
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Beispiel 2.6.5 Fin Funktional, das ein vereinfachtes Modell fiir eine Saite beschreibt, bei
der seitwdrts Krifte ausgetibt werden, ist

1
J(u) :/ (3 (2)? = f(z)u())dz. (2.16)
0
Dieses Funktional folgt aus , wenn man fir kleine p approximiert durch

V1+p?—1r3p°
Die Euler-Lagrange Gleichung in schwacher Form fiir 15t
1
| @@ - o)z =0
0

und aus u(z) = c— [ f(s)ds folgt sogar fir f € C°(I), dass u € C*(I). Bei festgelegten
Endpunkten, zum Beispiel u(0) = u(1) = 0 findet man sogar eine explizite Losungsformel

) = [ min(e.5) (1 = max(z. ) S )y (2.17)

Aufgabe 6 Zeige, dass die Funktion in eine Losung von der zu gehdrenden
FEuler-Lagrange Gleichung ist.

Beispiel 2.6.6 Die Konfiguration bei einem Kristall ist derart, dass die Funktion F' nicht
2
ein Minimum hat, sondern mehrere. So eine Funktion ist F (u,p) = (1 — |p|2) .

Hp

Abbildung 2.4: Skizze zu p — (1 — p?)°.

In dem eindimensionalen Gebiet (—1,1) ist das zugehorige Funktional wie folgt:
1 2
J(u) = / (1 - (u'(m))2> dz. (2.18)
-1

Wir sind interessiert an u derart, dass
J(@) = inf {J(u); we C'[-1,1]NCy [-1,1]}.

Man sieht, dass p— F(p) :== (1 — p2)2 zwei Minima hat, ndamlich fir p = £1. Auferdem
hat man F (p) > 0 und es folgt so direkt, dass J(u) > 0. Setzt man 0J (u; @) =0, so folgt

oJ (u; ) = /1 (1 — (u’(x))2> u'(z)¢ (x)dx =0,

-1
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und (1 — (u’(x))Q) ' (x) = c. Dies ist ein Polynom dritten Grades in v’ (x) und als Lo-
sungen findet man u'(x) = ¢. Hier ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms (1 —t*)t — c. Es
folgt u(x) = éx + b, und durch die Randbedingungen u(—1) = u(1) =0 folgt u(z) = 0. Da

J(O):/1 | dz =2

1

qilt, ist die Null-Funktion jedoch nicht das Minimum.
Versuchen Sie mal

1+ fiir v < 33,
un(z) = 1—ﬁ—n x? fir x| < %,
11—z fdrx>%.

‘
-1 S 1
2

Man zeigt direkt, dass u, € C*[—1,1] N Cy[—1,1] und J(u,) — 0 fiir n — oo. Weil
fiir jede Funktion J (u) > 0 gilt, ist {u,}, oy eine Minimalfolge. Der Limes uo,, definiert
durch

Uso () = lim u,(z) =1— 2|, (2.19)

n—oo

liegt aber nicht in C* [—1,1].

Abbildung 2.5: Zwei Funktionen aus C%! ([—1,1]), die (2.18)) minimieren, wenn man die
Ableitungen verniinftig definiert hétte.

Wenn man zeigen kann, dass das Integral J(u,) = 0 fiir J aus und U, wie in
(2.19) wohldefiniert ist, zum Beispiel wenn u' € L*(—1,1), kénnte man us, als Losung
zulassen. Dann miisste man jedoch festlegen, wie eine Ableitung v’ € L* (—1,1) definiert
ist und welchen Losungsbegriff man hat. Ableitungen und Losungen punktweise betrachtet
reichen dann nicht mehr.
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Rand- und Nebenbedingungen

Es tont trivial, aber die einfachste Art wie Randbedingungen auftreten ist, dass man
sie vorschreibt. In einem Anfiéngerkurs Differentialgleichungen hat man fast nur solche
Beispiele. Auch bei der Brachystochrone haben wir Losungen gesucht, bei denen u(0) = 0
und u(6) = 1 erfiillt sein soll. Damit hat man nur im Inneren des Gebietes zu variieren und
es folgt, angenommen die Funktionen sind geniigend regulér, eine Differentialgleichung im
Inneren des Gebietes.

3.1 Natiirliche Randbedingungen

Wir konnen ein Funktional J(u) = fQ x,u, Vu)dr betrachten fiir Funktionen in
{ueC(Q); u=0aufI'}, Wobe1 F nur ein Teil von 8(2 ist. Wenn wir w auf 0Q\I" nicht
vorschreiben, dann sollte man u auch da variieren. Also gestatten, dass ¢ einen Triger
in Q\I' hat. Wenn wir das Minimum wieder % nennen, wird die schwache Euler-Lagrange
Gleichung wie folgt

0= / (Fu(a:, u, Vu)p + Fy(z, u, Vu).Vgo) dz fiir alle ¢ € C>(Q) mit
Q supporty C Q\T.

Angenommen die betreffenden Funktionen sind geniigend regulér, dann liefert die partielle
Integration

0= / V- Fy(z,u,Vu) ¢ do +/ (Fu(a:, u, Vu) — V- Fy(z,u, Vu)> e dr. (3.1)
OO\T Q

Weil C2°(€2) eine Teilmenge ist von {¢ € C>(Q); supporte C Q\TI'}, gilt (3.1) auch fiir
¢ € C>(Q). Fiir solche ¢ € C>(Q) ist das Randintegral identisch 0 und (3.1)) vereinfacht

0= / <Fu($, u,Vu) — V, - Fy(z,u, Vu)) p dx.
Q

Lemma [2.2.1] liefert uns dann, dass F,(z, u, Vu) V. Fy(z,u,Vu) = 0. Wenn wir das
nun haben, folgt, dass das zweite Integral in (3.1)) gleich 0 ist. Deshalb gilt auch, diesmal
fur ¢ € COO(Q) mit supporty C Q\I', dass

0= / v Fy(x,u,Vu) ¢ do. (3.2)
OO\T

21



22 Kapitel 3, Rand- und Nebenbedingungen

Da man zeigen kann, dass
{v € C*(09); supportyy C INT} = {p),,; 0 € C®(); supporty C O\I'},

kann man Lemma auf OQ\I" verwenden und findet so eine zweite Randbedingung,
némlich 7 - F,(z,u, Vu) = 0.
Das Minimierungsproblem fiir J fiihrt uns zum folgenden Randwertproblem:

Fu(z,u,Vu) =V, - Fy(z,u, Vu) =0 in Q,
u=0 aufl, (3.3)
V- Fy(z,u,Vu) =0 auf 0Q\I'.

Die letzte Gleichung in (3.3]) ist die zum Minimierungsproblem gehorende natiirliche Rand-
bedingung.

Beispiel 3.1.1 Betrachten wir nochmals das vereinfachte Modell der Saite in Beispiel

757 1
J(u):/o (% (u’)2—fu) da.

Statt an beiden Enden u vorzuschreiben, konnen wir zum Beispiel u(1) freilassen. Freilas-
sen bedeutet hier nicht einfach ein Ende loslassen, denn dann erwartet man nicht, dass
das Model noch verniinftig ist. Man kann sich jedoch wvorstellen, dass das rechte Ende
x =z, = 1 vorgeschrieben wird ohne u (x.) vorzuschreiben. Man kann sich dieses Problem
mechanisch vorstellen durch eine Saite, die am linken Ende befestigt ist, und am rechten
Ende mit einem Knoten versehen ist, der sich nur in vertikaler Richtung frei bewegen ldsst.
Dieser Knoten konnte zum Beispiel durch eine schmale Spalte zuriickgehalten werden. Ma-
thematisch heift es, dass wir J minimieren iber Funktionen in {u € C*[0,1]; u(0) = 0}.
Man findet mit den obigen Argumenten das folgende Randwertproblem

—u" = fin (0,1),

u(0) =0,

v (1) =0.
Die Randbedingung u (0) = 0 ist vorgeschrieben und u'(1) = 0 ist die natirliche Randbe-
dingunyg.

Aufgabe 7 Zu einer Seifenblase zwischen einem halben Ring und einer glatten Wand, die
durch einen konstanten einseitig grofseren Luftdruck ausgedehnt ist, gehort das folgende

Minimierungsproblem:
J(u) = / (\/ 1+ |Vu]* —p u) dx.
Q

Dabei nehmen wir Q = {(x1,z9) € R* 22 + 23 < 1 und z; > 0}. Die zuldissigen Funktio-
nen sind B B
C={ueC"Q);u(z)=0 firzeQ mi |z|=1}.
1. Beschreibe das Randwertproblem, das die Fuler-Lagrange Gleichung bringt.

2. Bemerke, dass die Fortsetzung u(zy,xs) = u(|x1|,z2) einem radialsymmetrischen
Problem unterliegt.

3. Finde eine radialsymmetrische Lisung.

Aufgabe 8 Die Frage, die bei der Brachystochrone erscheint, kann man auch wie folgt
andern. Statt zu fragen, wie man mit der Achterbahn am schnellsten von (0,0) zu (6, —1)
kommt, kénnte es einem auch egal sein, auf welcher Héhe man fiir = 6 ankommt. Durch
welche Kurve ist man am schnellsten von (0,0) bei x = 67
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Abbildung 3.1: Auf einem Teil des Randes beim Modell einer Seifenblase zwischen Ring
und glatter Wand ist die Randbedingung nicht festgelegt.

3.2 Nebenbedingungen

Statt Randbedingungen kann man andere Bedingungen begegnen. Ein paar Beispiele fol-
gen.

3.2.1 Die Vorhangschiene

Ein einfaches Modell, das die Energie fiir einen elastischen Stab beschreibt, der eine seit-
wérts gerichtete Kraft mit Dichte f empfindet, ist

J(u) = /_11 (% (W = f u) dr.

Nimmt man an, der Stab ist am Rand eingespannt und in der Mitte durch einen Ring
fixiert die kleine Drehungen zulésst, dann sind die folgende Funktionen passend:

C={ueC®[-1,1];u(-1) =u (-1) = u(0) = u(l) = (1) = 0}

Dieses Funktional erscheint, wenn man ein einfaches Modell fiir das Durchbiegen einer
Vorhangschiene sucht.

Abbildung 3.2: In der Mitte der Vorhangschiene ist die Hohe fixiert. Hier ist iibrigens an
den Enden u = v/ = 0 angedeutet.

Die schwache Form der Euler-Lagrange Gleichung ist

1
0= / (u" " — f ) dz fiir alle Testfunktionen .
—1

Die erste Frage, die sich aufdrangt, ist folgende: Welche Testfunktionen soll man eigentlich
benutzen? Der erste Ansatz wére, die Funktionen ¢ auch, genau wie u selber, in C zu
nehmen. Vielleicht reicht es aber, diesen Raum einzuschréanken, dhnlich wie wir vorher
C (Q) benutzt haben. Wir zeigen mal ein paar Versuche.
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e Auf dem ersten Blick konnte man vermuten, dass man testen soll mit ¢ € C*° [—1, 1],
fiir die gilt, dass der Trager die Stellen {—1,0, 1} nicht enthélt. Daraus wiirde fiir
einen Minimierer in C* [—1, 1] folgen

{ u" = fin (—=1,1),
u(—1) =u' (-1) =u(0) =u(l) =u' (1) = 0.

Leider hat man da eine Bedingung zu viel fiir ein wohlgestelltes Problemﬂ. Wenn
man die Bedingung u (0) = 0 weglésst, hat man fiir jedes f € C'[—1, 1] die Losung

u(a:):/lﬁ(s—(s—xy) (242 +92) + (e —y)?le —yl) £ (o) dy

und u (0) = 0 ist nur erfiillt, wenn

/ (2—35° + lyl*) £ () dy = 0.

1

e Nachdem dieser Ansatz fehlgeschlagen ist, kénnte man sich iiberlegen, ob man das
Problem nicht in zwei Probleme zerlegen sollte: eins auf [—1,0] und eins auf [0, 1].
Schreiben wir u, = Uy und we = wy_, . Wir finden

1 1
0 = / (u”gp" . f 90> dr — [u”(pl](l) _,_/ (u//// . f) godx _
0 0

= —u"(0) ¢ (0) +/0 (" — f) pdz.

Wir finden
{ u)/ = fin (—1,0), und { u” = fin (0,1),
ug(0) = ug (=1) = up (=1) = 0. ur(0) = up (1) = u, (1) = 0,

Es fehlt links und rechts noch eine Bedingungen fiir eine eindeutige Losung. Diese
Bedingungen folgen aus der Annahme, dass u € C? [—1, 1], néimlich

ug(0) = 1, (0) und v (0) = v;/(0).

Aufgabe 9 Wir betrachten das Problem der Vorhangschiene, die in der Mitte und an
den beiden Enden nur fiziert wird:

uelC ={ueC[-1,1]; u(—-1) =u(0) =u(l) =0}.
Wir nehmen an, dass f € C'[—1,1] und dass der Minimierer folgende Eigenschaften hat:

u(—1) =0, u(0) =0, u(1l) =0,

U|[—1,0] - 04 [—1,0] , U & 02 [—17 1] y o U[0,1] S 04 [O, 1] , (34)

und wir testen mit Funktionen in ¢ € Cy.

!'Hadamard nannte drei Kriterien fiir ein wohlgestelltes Problem:

— Existenz: es soll mindestens eine Losung haben.
— Eindeutigkeit: es soll héchstens eine Losung haben.

— Robustheit: kleine Anderungen im Problem geben kleine Anderungen bei der Losung.
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1. Zeige, dass man so zwei Differentialgleichungen vierter Ordnung bekommt, eine auf
[—1,0] und eine auf [0, 1], mit insgesamt 8 Bedingungen.
Ubrigens kann man sogar zeigen, dass dieses Problem fiir jedes f € C'[—1,1] genau
eine Losung hat, die erfullt.

2. Was passiert, wenn man v € C?[—1,1] in ersetzt durch u € C®[—1,1] und
testet mit Funktionen in {p € C3[—=1,1]; ¢o(—1) = p(0) = p(1) =0} ?

3.2.2 Ein Funktional als Nebenbedingung
Ein Beispiel mit einem anderen Typ von Bedingung findet man in der folgenden Frage:
Welche Kurve (z,u(z)) von Lénge 3, die (—1,0) und (1,0) verbindet, er-

gibt den maximalen Flicheninhalt zwischen der horizontalen Achse und dieser
Kurve?

Fiir die Variationsrechnung formuliert, wird dies: finde das Maximum von J(u) =

f_ll u(z)dz unter der Bedingung I(u) = f_ll \/1+ (W(x))’de = 3.

3.3 Lagrange-Multiplikator

Theorem 3.3.1 Sei F,G € C? (2 x R x R") und definiere fiir u € C*(Q)

J(u):/QF(x,u,Du) dz  und [(u):/QG(x,u,Du)d:v.

Sei C C CY(Q) derart, dass es fir jede u € C1(Q) und ¢ € C=(Q) einen € > 0 gibt mit
u+ty €C firallet € (—¢,¢).

Wenn J : C — R unter der Nebenbedingung I(u) = ¢ ein globales Minimum hat in
u e C*Q), dann gilt

e Ol (u;-) =0, oder

e ¢s gibt A € R derart, dass 0J (u;-) = NI (u;-).

Das \ nennt man den Lagrange-MultiplikatoiP)

Bemerkung 3.3.2 0J (u;-) und 01 (4;-) sind Funktionale. Aus dem Hauptlemma folgt,
dass die Gleichung in zweiten Punkt genau dann gilt, wenn

Fy(-,@, Da) — V,.Fy(-, @, Da) = A (Gu(-, i, D) — V.G (- 1, Dﬂ)) . (35)

Bemerkung 3.3.3 Man kann selber diberlegen, wie man dieses Theorem erweitert fiir
mehrere Nebenbedingungen I; (u) = €;, i =1,... k.

Beweis. Wir nehmen an, dass C = C(Q) N Cy(€). Bei andere Randbedingungen kann
man sich iiberlegen, an welche Stellen sich der Beweis dndert.

2Multiplikator = multiplier
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Wir definieren

H(z,\) = Fy(z,u(x),Du(x)) — V. Fy(x, (), Du(z))
D) <Gu(x, i(x), Di(x)) — Va.Gyl(z, (), Dﬁ(m))) .

Nehmen wir an, der erste Punkt des Theorems ist nicht erfiillt. Das bedeutet, es gibt ein
o € ) derart, dass

Gu(ili'o, 11(3:0), be(l’o)) V .G (Q?o, ( 0), Dﬁ(l’o)) 7é 0. (36)
Wegen ((3.6) kann man A so berechnen, dass gilt:
H(zo,A) = 0. (3.7)

Wenn (3.7)) erfiillt ist fiir alle x € 2, dann gilt (3.5) und wir sind fertig.
Wir versuchen zu einem Widerspruch zu gelangen, wenn wir annehmen, dies sei nicht
so. Das heifit also, wir nehmen an, dass es ein z; gibt mit

h:= ([L’l, ) 7’é 0.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt, dass

H(z,X) = O(|z —x|) fir 2 — xy und
H(z,A) = h+0O(Jx —a4]) fiir x — 1.

Als Néchstes nehmen wir Testfunktionen ¢y und ¢y, wie in (2.8)), einmal mit Tréger
B.(zp) und einmal mit Trager B.(x;). Jetzt betrachten wir

f(s,t) = 1(T+ spo + ter).
Wieder aus Stetigkeitsgriinden und fiir € geniigend klein folgt
(%f<s’t))\s:0,t20 - / <Gu('vﬂ> Du) — V,.Gy(-, 4, Dﬂ)) @o do =
Q

= / Gu(-, @, Du) — V,.G,(+, 0, Du)
Be(af())

N——

o dx # 0.

Der Satz iiber implizite Funktionen besagt dann: es gibt § > 0 und eine Funktion
s : (=6,0) — R derart, dass f(s(t),t) = ¢. Anders formuliert, fir ¢ € (—4,d) er-
fillt a4 + s(t)go + ty1 die Nebenbedingung I (@ + s(t)¢o + te1) = 0 und deshalb auch
DI (a+ s(t)po + ter) = 0.

Anschlieend betrachten wir ¢ — J (@ + s(t)@o + te1) und finden

%J(ajts(t)soo%—tgol):/Q(Fu(-,a,D&)—Vx.Fp(-,ﬁ,Da)) (s' ()0 + 1) d

/H M) (£ (0o + 1) dr = (h+ O(e) (s’(t)+1))/ so(x)da.

Be(zo)

Weil h ungleich 0 ist, ist diese Ableitung ungleich 0 und @ ist kein Minimum, jedenfalls
nicht, wenn man ¢ geniigend klein wahlt. [ ]
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3.4 Beispiele fiir Randbedingungen

3.4.1 Waischeleine und Membrane oder wie die Dimension ein-
greift

Die Minimalldnge einer Wéscheleine in einer Dimension oder die Minimalfliche in zwei
Dimensionen findet man durch das Minimieren von

J(u) = /Q V14 [Vul’dz.

Fiir kleine Gradienten ist dieses Funktional fast wie |Q| + J(u), wobei
J(u) = / LVl de.
Q

Wir werden jetzt die Minima von J suchen fiir radialsymmetrische u, die definiert sind
auf Q = {x € R";d < |z| < 2} mit den Randbedingungen u(d) = —1 und «(2) = 0.

Fiir radialsymmetrische Funktionen findet man |Vu| = ‘é—|u’ (|x|)‘ = |u/| und

|u'(r)|2 r"dr

und die Euler-Lagrange Gleichung liefert (r»~' u/(r))" = 0. Es folgt, wenn man die Rand-
werte benutzt, dass

( 2 _
5 ; fiir n =1,
log(r/2) .
= ———= f =2
u(r) log(d/2) mn=s
T2—n _ 22—n )
| T fiir n > 2.

Wenn man jetzt d | 0 gehen lasst, konvergieren die Funktionen nur zu etwas nicht
Trivialem, wenn n = 1. Man kann so vermuten, dass die Bedingung u(0) = —1 nur in
einer Dimension einen Sinn ergibt.

\I/
N/

\/
\/

——
——

Abbildung 3.3: Minimum fiir n = 1 und (radialsymmetrisch dargestellt) fiir n = 2.
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3.4.2 Natiirliche Randbedingungen bei einer Plattengleichung

Wenn © C R? ein zwei-dimensionales Gebiet beschreibt und man betrachtet dieses Gebiet
als elastische Platte, die durchbiegt unter vertikalen Kréften mit Dichte f, und setzen wir u
fiir die Auslenkung, dann findet man als einfaches Modell das folgende Energiefunktional:

E(u;Q) = /Q (1 (Au)* + (1 — o) (U2, — Usatiyy) + f u) dudy. (3.8)

Dabei ist o die sogenannte Poissonzah]ﬂ. Man kann dabei Randbedingungen betrachten,
die von verschiedenen mechanischen Konstruktionen hervorgebracht werden. Ein paar
Beispiele sind:

1. Eingespann: U= a%u =0.
2. Gelenkig gelagertﬂ: u=0.
3. Symmetrieansatz: %u =0.

4. Frei: keine Bedingung vorgeschrieben.

Mit eingespannt soll man das Bild eines Schraubstockes fiir Augen haben. Mit gelen-
kig meint man, dass die Position aber nicht der Winkel am Rand fixiert ist, so wie die
Scharniere einen Tiir halten.

Wenn wir zum Beispiel Q = (—1,1) x (0, 1) nehmen, eingespannt fiir y = 0, gelenkig
gelagert fiir z = +1 und frei fiir y = 1 und dazu f symmetrisch beziiglich x = 0 ansetzen,
kénnen wir E(u, Q*) betrachten mit Q* = (0,1)* und

ueCl = {uECZ([O,l]Q);Bu:O}.
Die Randbedingungen werden mit Bu = <u‘ i (uy) 5 (ug), IV) festgelegt. Hier sind

I=00"N[y=0], 11 =00"N[x=1], [I] =00*N[y=1]und IV = 9Q* N [z = 0] die
vier geraden Randteile.

u(x,y)

Abbildung 3.4: Vorstellung einer Platte, die durch ihr eigenes Gewicht durchbiegt. Links
ist sie eingespannt, vorne und hinten ist sie gelenkig gelagert und rechts frei.

Aufgabe 10 Finde die natirlichen Randbedingungen, die zusdtzlich zu Bu = 0 kommen.
Was genau in den Ecken passiert, lassen wir sein.

3Leider wird im deutschen Sprachraum das Wort Poissonzahl fiir verschiedene Gréflen verwen-
det. Wir meinen hier die Zahl, die man auf englisch Poisson-Ratio nennt. Sie ist definiert durch
o = m, wobei A, u vom Material abhingige Konstanten sind, die beziehungsweise mit dem Zu-
sammendriicken/Ausrenken und mit der Torsion zu tun haben. Normalerweise hat man A > 0 und p > 0,
und deshalb gilt meistens 0 < o < % Fiir Metalle liegt o rund 0.3. Fiir Gummi liegt o bei 0.5.
4eingespannt = clamped

Sgelenkig gelagert = hinged
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Die zweite Variation und Konvexitat

4.1 Rotationsfliche oder mehr als nur Minimum

Betrachte zwei Ringe, zentriert um die z-Achse, den ersten auf Hohe 0 mit Radius 1 und
den zweiten auf Hohe d mit Radius 2. Welche rotationssymmetrische Oberfliche, die beide
Ringe verbindet, hat den kleinsten Flacheninhalt?

Das heifit, man betrachtet Oberflichen, die man parametrisieren kann durch

{0,2} = W (9, 2) = {u(z)cos (¢) ,u(2)sin(¢), 2} .

Fiir den Fliacheninhalt des betreffenden Abschnitts, also (¢,2) € R := [0,2x] x [0,d],
findet man durch

Wy Wy Wy W, ) U(Z)2 0 _ 2 10 N2
det(lfz-‘lld, qu'qlz)—det( 0 1—|—u’(z)2 = u(2) (1+u(z))

und die Integralformel fiir den Flédcheninhalt, dass

d
J (u) :/R\/det ( gféjz tlll/igj )d(Z,qb) = 27r/0 u(2)\/ 1+ u/(2)2dz. (4.1)

Die Randbedingungen geben uns u € Ciphomogen = {t € C*[0,d];u(0) = 1 und u(d) = 2}.

Die erste Variation wird

d /
OJ (u;p) = / M(p'(z) + 1+ u(2)%0(2) | d=. (4.2)

0 1+ u'(2)?
Die partielle Integration von 9J (u; ) = 0, angenommen u € C?0,d], fiir ¢ € C![0,d]
liefert )

! u'(2)u(z)
0= —| =] +V1+u(2)? 2)dz.
/ ( ( e G ) 2

Es folgt
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und damit
u(z)

——=c.
1+ u/(z)?

Wir finden mit ¢ = ¢ (¢ = 0 liefert u (z) = 0 und das ist keine Losung), dass
u'(2) = £/ u(2)? — 1.
Diese Differentialgleichung ist trennbar. Als Losung erhélt man:

u(z) = = cosh (¢éz +b).

o] =

Jetzt sollen wir noch die Randbedingungen erfiillen: u(0) = 1 ergibt ¢ = cosh(b) und wir
finden
_cosh (cosh(b)z +b)

u(z) = cosh(b)

(4.3)

Die zweite Randbedingung ist nicht algebraisch losbar. Man kann aber zeigen, dass es eine
derartige Zahl dy > 0 gibt, dass folgendes gilt:

1. Fir jedes d € (0,dp) gibt es genau zwei Losungen u; und uy vom Typ (4.3). Diese
zwei Losungen sind geordnet: u; < us.

2. Fiir d = d; gibt es genau eine Losung vom Typ (4.3)).

3. Fiir d > d; existiert keine Losung.

Bilder zu diesen Funktionen u findet man in Abbildung [4.1] Fiir eine dreidimensionale
Darstellung einiger solchen Losungen verweisen wir auf Abbildung 4.2 und

2

15

0.5 -l

Abbildung 4.1: Fiir d > 1.82617... gibt es keine Losungen und fiir d < 1.82617... immer
zweil Fiir d = 1.5 sind rechts beide Losungen z — u (z) abgebildet. Die Kurven nennt man
Katenoiden oder Kettenlinien, weil sie auch die Kurve einer hingenden Kette beschreiben.
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4.2 Lokales und globales Minimum

Wenn das Funktional J(u) in w ein Minimum hat und die Funktion 7 — J(u + 7¢) fiir
passende Storungen ¢ differenzierbar ist, folgt, dass a%‘] (u+ Tp) = 0. Damit ist noch
nicht sicher, dass u ein Minimum ist, denn es kénnte ja auch ein Maximum oder sogar ein
Sattelpunkt sein. Nehmen wir an, dass 7 — J(u + 7¢) zweimal differenzierbar ist, dann
sind wir schon viel weiter, wenn wir herleiten konnen, dass

92
o (U +TP)r=0 > 0
fiir alle Storungen] ¢ gilt. Das Funktional
0*J(u; @) = aaQJ(u%—Tgp)h:O (4.4)
heiflt die zweite Variation von J in chhtung go
Fiir ' € C*(QxR x R") mit J(u) = [, F( x), Vu(z)) do wird die zweite Variation

*J(u; p) =

:/ (Fuu<x>u7DU)¢2+2¢ZF2u » U, DU 34,0 +Z png y U Du) 3@) dz.
Q i=1 ij=1

Der erste Teil 1a83t sich fiir ¢ mit 9o = 0 vereinfachen zu

/ (Fuu(a: u, Du)p? —1—2(,02 (x,u Du)am ) dx
Q 7

= / (Fuu(x, u, Du) — V - F,,(z,u, Du)) ©?dr.
Q

Wenn

1. die Matrix M, definiert durch (Fpl.pj (x,u(zx), Du (x))) ~, positiv semidefinit ist fiir
ij
jedes z € 2 und

(Fuu(x, w, Du) — V - Fyu(z, u, Du)> >0 (4.5)

finden wir 92J(@; ¢) > 0 fiir alle ¢ € C° (Q).

Sogar wenn (4.5)) strikt positiv wire und auch die Matrix M positiv definit wire und
man nur vorgeschriebene Randbedingungen hitte, hitte man bestenfalls nur gefunden,
dass u ein lokales Minimum ist. Ein globales Minimum oder sogar Eindeutigkeit hétte
man noch nicht gefunden. Ein globales Minimum hétte man, wenn die zweite Variation
fiir alle u positiv wére.

Beispiel 4.2.1 Fliir die Minimalfldche aus Pamgmph mat J, definiert in , findet
man

oo d u(z) ) 2u' (z) () o (= -
o Jusg) = [ e O e e | o

Der Term mit @' (2)° ist positiv, wird jedoch klein, wenn u (z) klein wird. Der zweite Term
wechselt im Allgemeinen das Vorzeichen.

1Stérungen = perturbations
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Abbildung 4.2: Dreidimensionale Vorstellung von der Lésung bei maximaler Distanz zwi-
schen den Ringen.

Abbildung 4.3: Dreidimensionale Vorstellungen von den beiden Losungen fiir d = 1.

Aufgabe 11 Fir die Seifenhaut auf Seite mit d € (0,dy) haben wir zwei Lisungen
gefunden. Versuche zu zeigen, daf8 uy ein Minimum ist und uy nicht. Wenn 9*J (ug; @) > 0
fir alle p € C(0,d) gilt, dann ist uy ein lokales Minimum. Wenn es ¢ € C°(0,d) gibt
derartig, dass 8?J(uy; ) < 0, dann ist uy kein Minimum.

4.3 Konvexitat

Es gibt Konvexitét fiir Mengen und fiir Funktionen.

Definition 4.3.1 Die Menge M heifit konvex, wenn fir jedes x,y € M und 6 € (0,1)
qgilt
x4+ (1 —0)y € M. (4.6)

Sei nun X ein Vektorraum oder eine konvexe Teilmenge eines Vektorraums.

Definition 4.3.2 Die Funktion f : X — R heifit konvexr, wenn fiir jedes x,y € X und
0 € (0,1) gilt

fO0x+ (1 —0)y) <0f(x)+(1—-0)f(y) (4.7)
Die Funktion heif$t strikt konvex, wenn fir jedes x #y € X und 0 € (0,1) gilt

f0x+(1=0)y) <0f(x)+ (1-0)f(y) (4.8)
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Bemerkung 4.3.3 Diese Definition kann man auch fir Funktionale verwenden.

Bemerkung 4.3.4 Oft ist es bequem, auch konvexe Funktionen f : R"™ — (—o00,00] zu
betrachten.

1L 1L

Abbildung 4.4: Links eine konvexe Funktion ohne Minimum und rechts eine nicht-stetige
(unbeschrénkte) konvexe Funktion f mit f (1) = 3 und f (z) = oo fiir > 1. Ubrigens ist
{(z,y);y > f(x)} eine konvexe Menge, genau dann wenn f eine konvexe Funktion ist.

Bevor wir Eindeutigkeit und sogar Existenz bei Funktionalen studieren kénnen, schau-
en wir uns Konvexitat bei Funktionen auf R™ an.

4.3.1 Konvexitiat in R"

Fiir Anwendungen ist es oft leichter eine alternative Version von (strikter) Konvexitét zu
benutzen.

Lemma 4.3.5 Sei f: R" — R eine Funktion.
o f ist konvex, genau dann, wenn es fir jedes yo € R" ein p € R™ gibt so, dass
f) = f(yo) +p-(y —wo) fir alley € R™. (4.9)
o f ist strikt konver, genau dann, wenn es fir jedes yo € R" ein p € R™ gibt so, dass

fw) > f(yo) +p- (v —wo) fiir alle y € R™\ {yo}. (4.10)

Bemerkung 4.3.6 Sogar fir f : X — R, mit X einen normierten Vektorraum, ldisst
sich eine dhnliche Aquivalenz zeigen mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach.

Beweis. (4.9) = (4.7)) ldsst sich einfach beweisen. Denn tatséchlich findet man mit (4.9))
und yo = 0z + (1 — 0) y, dass es p € R" gibt so, dass

fllz+(1-0)y)+(1-6) p-(z—y),
flz+(1—-0)y)+0p-(y—z).

(AVARYS
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Abbildung 4.5: Hier ist eine konvexe Funktion f abgebildet mit der alternativen Fassung
von Konvexitét aus Lemma [£.3.5] An einigen Stellen kann es mehrere p € R geben so,

dass f (y) > f(vo) + 1 (¥ — %)

Addiert man geschickt beide Ungleichungen, dann folgt, dass

0f(z)+ (1 =0)f(y) = f(6x+ (1 -0)y).

Die strikte Konvexitédt geht dhnlich.
Die andere Richtung ist schwieriger. Im Fall, dass f differenzierbar ist, kann man es
jedoch leicht beweisen: Man nehme p = V f(yo). Denn aus

0f (y) +(1—=0) f (o) = fOy+(1—=0)yo) = f (yo+0(y— o))

folgt
f (o +0—wy)) — f ()

W) = f(yo) +

0
und wenn wir # nach 0 gehen lassen, folgt
0 (v — _
Fl) 2 £ (o) + g P EOWZID ZIOO) _ p ) 9 fy) (- ). (011)

Fiir Funktionen, die lediglich (4.7 erfiillen, wird es wesentlich komplizierter. Bevor es
weiter geht, zeigen wir dass Funktionen, die (4.7)) erfiillen, fast differenzierbar sind. ]

Wenn (4.7)) erfiilt ist, kann man mit Hilfe einiger geometrischen Argumente folgendes
zeigen: Es gibt fiir 2o € R™ einen Vektor py € R™ mit |py| = 1 derartig, dass

(x—20) po>0 = f(x)> f(x0). (4.12)

In einer Dimension sieht man dies sofort: Nehme an, es gibt © > o mit f (z) < f(x0),
und (4.7) zeigt f (y) > f (zo) fiir beliebiges y < x¢. Es gilt ndmlich, dass

r — X r — TIg

Ty — Ty —
T W) 2 S ) = TR (@) > (o) = (o) = = (),
und dies zeigt fir pg = —1. Falls es kein > x gibt mit f(z) < f(x¢), nimmt
man py = 1.

Dieses eindimensionale Argument kann man auch fiir jede Richtung in mehreren Di-
mensionen anwenden. Wir geben keinen Beweis, sondern versuchen mit einigen Illustra-
tionen in Abbildung zu zeigen, wie man in zwei Dimensionen vorangehen kann.
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Xo

X1 Xy

Xo
'
Xo

2

Abbildung 4.6: Die Stellen x mit f (z) > f (x¢) sind in dunkelrot dargestellt. Man nimmt
an, dass f(z1) < f(xo). Entlang der Linien verwendet man das eindimensionale Ergebnis.

Als néchstes werden wir in mehreren Schritten beweisen, dass in R" die Bedingung in
die Bedingung in impliziert, sowie auch die Bedingung in (4.10)) impliziert.
In groben Linien ist der Beweis wie folgt:

Sei f konvex. Dann gilt, méglicherweise auf einem etwas kleineren Gebiet, dass:

punktweise beschrinkt = gleichmdfig beschrinkt = monotone Differen-
zen = Lipschitz stetig €& Existenz aller Richtungsableitungen = oberhalb
einer affinen Funktion.

Behauptung 4.3.7 FEine Funktion f : R" — R, die erfilt, ist gleichmdf$ig be-
schrdankt auf beschrdnkten Gebieten.

Beweis. Sei {x;},-, C R" eine beschrinkte Folge mit f (zx) — co. Wir schreiben py,
fiir einen Vektor, der wie in zu x;, passt. Dann kann man eine Teilfolge so nehmen,
dass lim,,, o0 T, = Too Und lim,,, o Pk, = Poo existieren. Man findet, dass f (Zeo + Poo) >
f (xg,,) — o0, einen Widerspruch zu der Annahme, dass f (25 + pso) € R. [

Wir nehmen v € R™\{0} und zeigen einige Eigenschaften der Funktion ¢ : R\ {0} — R,

definiert durch
[ (yo +tv) — f (o)

g(t) = ; :

Behauptung 4.3.8 Nehme an, ist erfillt. Dann gilt fir t,,to € R\ {0}, dass

Beweis. Fiir t; = t, ist nichts zu beweisen. Fiir 0 < ¢; < 5 ist

f (Wo +tv) — f (o) < f (yo +t2v) — f (o)
tl o t2

(4.14)
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dquivalent zu

2 o)+ (1= 1) ) 2 £ o+ 0

2
und dies folgt aus (4.7)). Das gilt auch fiir t5 < ¢; < 0 und vertauschen wir ¢; und ¢, folgt
(4.13). Fiir t; < 0 <t ist (4.14]) dquivalent zu

- t1f (yo + t1v) + tQ__tltlf (yo + t2v) = f (yo)

und auch dies folgt aus (4.7)). |

Behauptung 4.3.9 Nehme an, ist erfillt. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig und es
existieren die Richtungsableitungen von [ in yog in Richtung v und —v. Es qult:

e ) =l () < Tima (0 = 27 ).

Beweis. Fiir t € (0,1) und |w| =1 gilt

fy+tw)— f(y)

; <fly+w)—f(y)

f)—fly—w) <

und die Beschrianktheit von f auf Bs (o), sagen wir durch M, ergibt fiir y € By (yo)

|f (y +tw) — f(y)| < 2Mt,

anders gesagt, fir x,y € By (yo) folgt

[f (z) = ()| <2M [z —y].

Weil die Funktion g auf (0, 1] wachsend ist (also kleiner wird, wenn ¢ kleiner wird) und
nach unten beschriankt ist durch g (—1), existiert der Grenzwert g, = lgg)lg (). Es gilt

a% f (yo) = g+. Ebenso ist die Funktion g wachsend auf [—1,0) und nach oben beschrankt
durch ¢ (1). Auch hier existiert der Grenzwert g_ = ltiTlglg (t) = 8(%‘1) f (yo). Die Unglei-

chung g_ < g, folgt auch aus (4.13). ]
Wir brauchen fiir den néchsten Schritt den Friedrichs’chen Glatter?t

Definition 4.3.10 Man definiert p; € C2° (R™) durch

0  furz & B1(0).

Die Konstante ist definiert durch fBl(O) o1(z)de = 1.
Fiir e € (0,1) definiert man ¢, € C° (R™) durch

p1(z) = cn { eI fiira € By(0), (4.15)

e (¥) = o1 (e72).

Diese Funktion wird verwendet um Falten glattzubiigeln. Fiir eine integrierbare Funk-
tion f:R"™ — R und € > 0 setzt man

@)= e

2Friedrichs’chen Glitter = mollifier
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Abbildung 4.7: Skalierungen . des Friedrichs’chen Glétters in 2D.

Lemma 4.3.11 Sei f € C (R™) und sei e > 0. Dann gilt:
1. f. € C*(R");
2. lif(()l fe (x) = f(x) fir alle z € R";

3. lif(()l Il fe — f||C(K) = 0 fiir jede kompakte Teilmenge K C R™.

Aufgabe 12 Beweisen Sie dieses Lemmoa.

Weiter zeigt man direkt, dass wenn f (4.7) erfiillt, auch f. (4.7)) erfiillt und wenn f

auf By (yo) eine Lipschitz-Konstante hat, diese Lipschitz-Konstante auch passt fiir f. auf
By _< (yo). Die Konvexitét von f liefert auBerdem, dass

fe(x) > f(x) fir alle x € R™.

Dies folgt aus

F@= [ et [ e e-nd-

yeR™

~ [ G @)+ f et drz [ e w2f @)dy = f @)

y1>0 y1>0

Fortsetzung des Beweises von Lemma . Weil f. differenzierbar ist und (4.7))
erfiillt, kann man (4.11)) verwenden und es folgt fiir alle y, dass

fe () > fe (o) + Vife (yo) - (v —y0) = f (wo) + Ve (yo) - (v — o) -

Die gleichmaBige Lipschitz-Stetigkeit der f. auf By/s (o) zeigt, dass die |V f; (yo)| gleich-
méfig beschrinkt sind fiir alle € € (0, %) Dann kann man eine Nullfolge ¢, finden so, dass
p = limg0o V[, (yo) existiert. Es folgt, dass

fly) = lim fo(y) = f(yo) + lim Ve, (yo) - (y —wo) = f (Yo) + P (y = %0) -
||

Fir f € C*(R) weil man, dass f konvex ist, wenn f” (x) > 0 fiir alle x € R. Fiir
f € C?(R") wird es schon etwas schwieriger, Konvexitit aus den zweiten Ableitungen
herzuleiten. Definiert man A € M™*™ (R) durch

82
A= o) @), (1.16)

dann kann man das folgende Ergebnis verwenden.
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Lemma 4.3.12 Sei A € M™" (R) eine symmetrische Matriz. Dann sind dquivalent:
° g»—> { Ag ist strikt konver.
o A ist positiv definit: 3¢ > 0 VEE R™: é’ AEZ c MQ
o A hat nur strikt positive Eigenwerte.

Wenn fiir jedes x die Matrix A in (4.16]) (strikt) konvex ist, dann ist f (strikt) konvex.

4.3.2 Minimum bei Konvexitit

Proposition 4.3.13 Sei X ein normierter Raum. Wenn das Funktional J:C C X — R
strikt konvex ist und auch C st strikt konvex, dann hat J hochstens ein lokales Minimum

in C.
Beweis. Seien v und v beide ein Minimum fiir J. Betrachte fur ¢ € [0, 1] die Kurve
s(t)=(1—t)u+tv.
Wenn J (u) > J (v), dann findet man einen Widerspruch durch
J(s(e)<(l—¢e)J(u)+eJ(v) <J(u) fur allee >0

und die Tatsache, dass s (¢) beliebig nahe bei u genommen werden kann. [

Man zeigt sofort, dass die Konvexitét von (u,p) — F(z,u,p) iibertragen wird auf das
zugehorige J:

Lemma 4.3.14 Sei F € C(Q2 x R x R"). Wenn
(u, p) + F(z,u,p) (strikt) konvez ist fiir jedes x € Q,

dann ist J : C! (Q) — R, definiert durch

auch (strikt) konver.
Theorem 4.3.15 Wir nehmen an, dass F € C?(Q) x R x R"™) derartig ist, dass
(u,p) v F(x,u,p) konvex ist fiir jedes x € Q.

Fir

suchen wir Uy, mit

J (Upin) = min J(u) mit C = C*(Q) N Cy().

uel

1. Wenn u € C so ist, dass 0J(u,p) =0 fir alle p € C, dann ist u ein Minimum.
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2. Wenn auflerdem (u,p) — F(x,u,p) strikt konveaﬂ ist fiir jedes x € €, dann ist @
das eindeutige Minimum.

Beweis. Aus der Konvexitit folgt, dass es fiir jedes x € Q einen Vektor ¢ € R"*! gibt
derartig, dass

F(xz,u,p) > F(z,u(x), Du(x)) + ¢~ ( pu__g?%% ) .

Da wir angenommen haben, dass F' differenzierbar ist, nimmt man
- _ [ Fulz,u(z), Du(x))
T\ By ulw), Da) )

Man beobachtet als néchstes, dass

aJ( ,u—u) = 0. (4.17)
Strikte Konvexitét zeigt, dass u das einzige Minimum ist. [ ]

Spéter werden wir sehen, dass fiir J(u) die Konvexitét beziiglich der hochsten Ordnung
eine sehr wichtige Rolle spielt bei der Existenz eines Minimums. In der zweiten Variation
fiir

J(u) = / F(z,u(x), Vu(z)) dz
Q
bezieht sich das auf den Term

[ 3 B o 0), V@) o

2,7=1

Konvexitit dieses Funktionals folgt aus der punktweisen Konvexitit von

£ Z s ( Vu (z)) &¢; fiir alle € € R und z € Q.
2,7=1
Wir definieren die Matrix A € M™*™ (R) durch
Aij = Fpipj (I, u (ZL‘) ,Vu (x)) .

Beispiel 4.3.16 Sex @ C R" ein beschrinktes Gebiel und sei f € C(Q) Fiir u €
Ct () NCo (Q) definieren wir

J (u) = /Q (% IVul® — f u) dz.

dJ (u; ) = /Q(Vu'Vso—fw)dﬂf

O*J (u; @) = /Vgp-V(p dx.
0

Man findet

3strikt konvex = strictly convex
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Die Funktion 1
(U,p) = F(I’,U,p) = 5 |p|2 - f(x)u

ist konvexr aber nicht strikt konvex. Also ist eine Funktion u € C? (Q) N Cy (Q) mit
0J (u; ) = 0 ein Minimum, aber w ist a-priori nicht unbedingt das einzige Minimum.
Wenn man jedoch die Ungleichung von Pomcaré—Friedrichéﬁ verwendet. Dann findet man:

1
0*J (u; ) = / Vo Vo dx > 5/ (\thﬁ + )\QgOQ) dx.
Q Q

Also ist J strikt konvex auf C* (Q) N Cy (Q) und ein Minimierer ist eindeutig.

4.4 Funktionale fiir vektorwertige Funktionen

4.4.1 Das Stokes-System

Die Stromung einer Fliissigkeit unter einer externen Kraft gibt das folgende Funktional
J (W) = / <% (‘VUM‘Q + ]Vw2!2 + |Vw3|2) — f tD’) dx.
Q

Die Funktion 1 = (wy, wy, ws3) :  — R? beschreibt die Geschwindigkeiten der Stréomung
in ) C R®. Nehmen wir an, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, dann muss die folgende
Bedingung erfiillt sein:

V - = 0 innerhalb von 2. (4.18)

Abbildung 4.8: Wenn ein Vektorfeld w eine Strémung beschreibt, bedeutet (4.18]), dass
fiir jedes Teilgebiet gleich viel herein- wie herausstromt.

Passende Randbedingungen sind zum Beispiel:

e Keine Bewegung am Rand: @ = 0 auf 0.

e Bewegung nur parallel zum Rand: - 7 = 0 auf 0€2; / ist der auswértige Normalen-
vektor.

4Poincaré-Friedrichs—Ungleichung: Fir Q C R™ ein beschrdinktes Gebiet gibt es Ag > 0 so, dass
folgendes gilt fiir alle ¢ € C* (Q) N Cy (Q) :

/\wﬁ dmZ)\Q/ ©? da.
Q Q



4.4 Funktionale fiir vektorwertige Funktionen 41

Schreiben wir fiir die Randbedingung
Bw = 0.

Sei w stetig differenzierbar. Die schwache Form der Euler-Lagrange Gleichung wird

/ <Vw1 - Vi1 + Vwsy - Vg + Vws - Vs — f 6) dr = 0 fir alle
Q
Fe{CF(Q[RY);V-g=0}. (4.19)

Die Gleichung in (4.19) ist leider so, dass das Hauptlemma nicht sofort anzuwenden ist,
denn es gibt eine Bedingung, die die drei Komponenten von ¢ verbindet. Man kann zeigen,
dass man statt (4.18) und (4.19) fir die obigen Randbedingungen auch das folgende

Problem betrachten kann:
Es gibt eine Funktion p : 2 — R derartig, dass

/ (Vw1~V<p1+Vw2-Vg02+Vw3~Vg03— (f—vp) -@) dz = 0 fiir
Q
alle g€ C° (;R?) . (4.20)
Betrachten wir
J* (W) = / (% (IVwr|* + |Vws|* + |Vaws|?) — (f— Vp) w> du,
Q

dann sieht man, dass dieses Funktional konvex ist, und hat also héchstens ein Minimum .
Ubrigens findet man durch partielle Integration, dass

/Vp-gﬁdx:/ pgﬁ-ﬁdax—/pv-gﬁdx
Q o9 Q

und mit den obigen Randbedingungen fiir ¢ folgt

/Vp-gﬁdx:—/pV~gde.
Q Q

aJ*<w;@=aJ<w;¢>—/pv-szdx.
[9]

Dies sieht aus wie eine Art eines unendlich-dimensionalen Lagrange-Multiplikator-Satzes
mit p (x) als Multiplikator. Dies kann man wie folgt sehen:

So findet man

Nehme an, die Bedingung V - ¢ = 0 hétte man nur an endlich vielen Punkten {x;} |
zu erfiillen. An diesen Stellen schreibt man nun Funktionale mit Hilfe von Distributionen:

14
Vi (25) = 8, (V - ) = /5 () V-@(y) dy =0 firalles.  (4.21)
99 8

Die Génsefiifllein stehen in (4.21f), weil es so eigentlich nicht zu verstehen ist und es
trotzdem oft genau so dargestellt wird. Dann hétte man mit dem Lagrange Multiplikator
Satz, dass ein Minimum die folgende Gleichung erfiillt

n

OJ (W) =Y i [ 6, (y) V-G (y) dy =0 fiir alle § € C° (4 R?).

i=1 Q
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Setzen wir p (z;) = \;, so folgt

0J (@; ) = Y p(r;) V- (z;) =0 fiir alle § € C° (4 R?) .

i=1

Es wére noch einen Schritt zu tun, ndmlich die Summe durch ein Integral zu ersetzen,
und man bekdme

aj(tﬁ;gﬁ)—/p(a:) V- @(z)dx =0 fiir alle g € C° (4 R?) .
0

Leider braucht das Ganze etwas bessere Argumente. Diese findet man zum Beispiel im
Buch von Evans [7].

4.4.2 Konvexitit fiir vektorwertige Funktionen

Sei 2 ein Gebiet in R™ und sei F': 2 x R™ x R™" zweimal stetig differenzierbar. Setze
J (1) = /QF(x,U(x),Vﬁ(x))d:U fir 7 € C' (Q).

Die erste Variation wird

0J (i 3) = / i (Fu (w0 (2), Vit (2)) ¢ (2) + Fy (2, (2), Vil (2)) - Vipy (1) )
und die zweite Variation

0% (i §) = / (f (Fuy (2.(2), Vit (2)) (), () +
ij=1
+ 2By, (2,1 (x) Vi (x)) - Vigi (1) 5 (2) )

n m . ~ agpl 8¢
+ D> Fo ), (@, (2), Vi (z)) e (z) 8_xj (a:)) dz.

st=114,j=1

Fixieren wir (z,u (z),Vu (x)) und betrachten wir wieder den letzten Term und setzen

A (@) = Fgy, ), (2,1 (), Vi ()
Konvexitat wiirde folgen aus
DO A ()€€, > 0 fiir alle £ € M™ ™\ {0}
ij=1st=1

Leider ist eine solche Bedingung zu einschrinkend. Viele Systeme aus den Anwendungen
erfiillen diese Bedingung nicht.

Es gibt mit Konvexitiat verwandte Begriffe, die manchmal schon reichen. Wir betrach-
ten dazu fiir Funktionen @ € C*' (2 C R"; R™) das Funktional

J (@) = /Qf(Vﬁ(as))dm.

Definition 4.4.1 Sei f: M™ " (R) — R eine (integrierbare) Funktion.
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o f heifit Rang-1-konvex, wenn

fOE+ (1 =0)n) <0f (&) + (1 —0)f(n) firalle b €l0,1]

4.22
und fir alle &,m € M™ "™ (R) mit Rang (§ —n) < 1. (4.22)
o f heifit quasikonvex, wenn fir alle kompakten Gebiete D C R"
1
F&) < oy [ T+ VE@)de firalle g€ (DR (423
D

mit | D] :/ ldz.
D

Bemerkung 4.4.2 f ist konvex, wenn die Ungleichung in erfillt ist ohne die

FEinschrinkung beziiglich des Ranges.
Lemma 4.4.3 Konvex = quasikonver = Rang-1-konvex.
Ein Beweis findet man zum Beispiel in [5].

Aufgabe 13 Die Funktion f: M**? (R) — R, definiert durch f (A) = det (A) ist Rang-
1-konvex aber nicht konvex. Zeigen Sie dies.
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Lebesgue-Riume und
Funktionalanalysis

5.1 Lebesgue-Integrale

5.1.1 Integrale

In den Analysis Vorlesungen hat man Bekanntschaft machen kénnen mit dem Riemann-
Integral und dem Lebesgue-Integral. Fiir diejenigen, die sich nicht auskennen, folgt eine
kurze Ubersicht. Wenn wir anschlieBend das Integral benutzen, werden wir immer das
Lebesgue-Integral meinen.

e Das Riemann-Integral wurde definiert durch Approximationen mit Treppenfunktio-
nen

fla)=) filp, (2). (5.1)

Es gilt fr € R und B, sind ,endliche Blocke® innerhalb 2. Fiir eine solche Treppen-
funktion definiert man

/Qf (x)dz := Y " fr Vol (By).

Hier ist Vol (B) das Volumen von B. Die Funktion 15 ist die Indikatorfunktion zu

der Menge B:
1 fiir z € B,
lB(I)_{ 0 fir z &€ B.

e Das Lebesgue-Integral wurde definiert durch Approximationen mit einfachen Funk-
tionen

Fa) =3 i la (@) (5.2)

Es gilt fi, € [0, 00) und A; sind Lebesgue-messbare Mengen innerhalb 2. Die Lebesgue-
messbaren Mengen enthalten zum Beispiel alle offenen und alle abgeschlossenen
Mengen in R". Fiir solche Mengen kann man das Lebesgue-Mafl definieren. Aufler-
dem sind alle Mengen, die man durch abzdhlbare Vereinigungen und Durchschnitte

45
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von Lebesgue-Mengen bekommt, auch wieder Lebesgue-messbar. Auch das Komple-
ment einer Lebesgue-messbaren Menge ist Lebesgue-messbar. Fiir nette Mengen A,
bei denen das Volumen bekannt ist, stimmen Lebesgue-Mafi und Volumen {iiberein:

A(A) = Vol (4).

Fiir eine solche einfache Funktion, wie in (/5.2)), definiert man

[rav=3" o).
Q k=1

Ahnlichkeiten und Unterschiede:

1. Sowohl fiir das Riemann-Integral als auch fiir das Lebegue-Integral kann man fiir

mehr beliebige (nicht-negative) Funktionen das Integral definieren, wenn sich die
betreffenden Funktionen von oben und von unten durch Treppen- bzw. einfache
Funktionen approximieren lassen und die zugehorigen Ober- und Untersummen zum
gleichen Wert konvergieren.

. Beim Lebesgue-Integral kann man auch Approximationen durch unendlich aber ab-

zahlbar vielen Mengen {A4;},_ zulassen und es sind auch Mengen A mit A (A) = oo
erlaubt.

. Da man beim Lebesgue-Integral sowohl unendliche Summen als auch Mengen mit

unendlichem Maf} zulésst, muss man bei Funktionen, die kein festes Vorzeichen
haben, das Lebesgue-Integral getrennt fiir f* und f~ definieren. Sonst koénnte ein
undefiniertes co — oo auftreten.

Man definiert f* () = max (f (x),0) und f~ (z) = max (—f (z),0) und so findet
man T, f~ > 0und f = f* — f~. Man nennt eine Funktion f :  — R Lebesgue-
integrierbar, wenn

/f+d/\<oound/f_d/\<oo
Q Q

und definiert fiir solche f das Integral durch

/QfdA:/Qﬁd)\—/Qfd)\.

. Fiir nette Funktionen auf beschrinkten Gebieten €2 gilt

/Qf(q:)dx:/gfd)\.

. Eine Funktion f : 2 C R” — R nennt man Lebesgue-messbar, wenn die Men-

gen {z € Q; f (z) < ¢} Lebesgue-messbar sind fiir alle ¢ € R. Fiir eine Lebesgue-
messbare Funktion kann man die Lebesgue-Integrale fQ fT dX und fQ [~ dX\ defi-
nieren als Werte in [0, 00]. Nur wenn beide Werte in [0, 00) liegen, nennt man die
Funktion f Legesgue-integrierbar.
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5.1.2 Definition der Lebesgue-Riume

Definition 5.1.1 Sei g € [1,00) und sei Q) eine offene Teilmenge von R"™. Man sagt
f € LYQ), wenn f Lebesque-meflbar ist und

1/q
1l ooy = ( Q|f<x>|qu) .

Wir mochten daran erinnern, dass wenn das Mafl von {z € Q; fi(x) # fa(x)} gleich
null ist, dieses Integral keinen Unterschied macht zwischen zwei Funktionen f; und fs.
Entweder ist ||-[| 4, dann keine Norm oder man schaut iiber diese spérlichen Unterschiede
hinweg und betrachtet Aquivalenzklassen statt einzelne Funktionen. Das letztere wird
gemacht; also sind zum Beispiel die Funktionen 1p und O identisch. Wenn f; und fo

identisch sind im Sinne von Lebesgue, schreibt man f; = fy f.ii., wobei f.ii. heifit: fast
iiberalll]

Definition 5.1.2 sei Q eine offene Teilmenge von R™. Man sagt f € L>®(Q), wenn f
Lebesque-mefibar ist und
11| 1 () = esssup | f| < oc.

Bemerkung 5.1.3 Das wesentliche Supremum ist wie al .
folgt definiert: I

esssup f = inf{k € R; \[f(x) > k] =0}. -

Man setzt N[f(z) > k] = Mz e Q; f(x) >k}, das
Lebesque-Majf der Niveaumenge

{z € Q; f(z) > k}.

Rechts findet man das Bild einer Funktion und ihre Ni-
veaumenge fir k = 3. Das Supremum ist 4 und das
wesentliche Supremum ist 3,5. I

Folgendes gilt:

Lemma 5.1.4 LP(Q) fir p € [1, 00| mit Norm ||- H ist ein Banachmum.
L*(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (u,v) = [, u(

Lemma 5.1.5 Wenn A (2) < oo und 1 < p < q < oo, dann gzlt LP(Q) D L1(Q).

Beweis. Dies folgt aus der Holder-Ungleichung?}

LI = / P de = / 1P de <

(ot ae)’ (1 ae) ™ = o ri00+

Das heiBt, aus || f{| gy < 0o und A (2) < oo folgt || f|| »(qy < o0 u

Lfast iiberall = almost everywhere, f.ii. = a.e.
2Holder-Ungleichung: Sei p,q € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt fir f € LP () und g € L7 (),

doss 1/p 1/q
frons ([ ) ()
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Lemma 5.1.6 Sei p € [1,00). Die stickweise konstanten Funktionen mit beschrdnkten
Tréger liegen dichﬂ in LP(2).
Auch die C§°(2)-Funktionen liegen dicht in LP(£2).

Bemerkung 5.1.7 FEine Funktion f : 0 — R ist stiickweise konstant, wenn es h; € R
und disjunkte Lebesgue-messbare Mengen O; in S gibt so, daff f =" h; 1o,.

Definition 5.1.8 Man sagt f € L, (2), wenn fio € LP(O) fiir jedes beschrinkte Teilge-
biet O mit O C Q°.

5.2 Funktionalanalytisches

5.2.1 Dualraum

Definition 5.2.1 Wenn (X, ||-|| ) ein normierter Vektorraum ist, dann definiert man X'
als die Menge aller stetigen linearen Funktionale f : X — R.

Lemma 5.2.2 Setzt man

1fllx = sup{[f(2)]; = € X mit [lz]x <1},

wird (X', |||l /) ein normierter Vektorraum.

Wie vorher sind wir ein wenig ungenau und schreiben oft X', wenn wir eigentlich den
Dualraum (X', ||-|| ) meinen.

Aufgabe 14 Zeige, dass |||y, eine Norm ist und dass

sup {|f(2)]; 2 € X mit |||y <1} =
sup {|f(z)]; = € X mit ||lz||y =1} =
= sup{|f(@)|/[[zllx; = € X\{0}}.

Das Verfahren, mit dem man X’ definiert, kann man wiederholen und so bekommt
man X"
Ubrigens findet man fiir jedes z € X eine lineare Abbildung F, € X”: man definiert
F, durch
Fo(f):= f(zx) mit f € X".

Es folgt

[Follxr = sup{|Fa(f)]; f€X mit |[f]y <1} =
= sup{[f(z)]; f€X mit [[f]y, <1} <
< sup{[[fllx llzllx; f€X mit [fly <1} =]zl .
Man sieht, wenn man x und F, identifiziert, dass X C X" sowohl als Menge wie auch als

stetige Einbettungl Meistens hat man X # X", obwohl es eine wichtige Klasse gibt, fiir
die beide Mengen isomorph sind: X = X",

3Sei (X, ]]*]|) ein normierter Vektorraum. Die Teilmenge A C X liegt dicht in X, wenn es fiir jedes
€ X und € >0 ein a € A gibt so, dass ||z —a| < e.

4Seien (X, ||| y) und (Y, |-|ly) zwei normierte Vektorriume. Dann sagt man , X ist stetig eingebettet
in Y wenn X C Y und es ¢ > 0 gibt so, dass fiir alle z € X gilt

lzlly < elllx -

Man schreibt X «— Y.
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Definition 5.2.3 Der Banachraum X heifit reflexiif| wenn X = X".

Mit Hilfe der folgenden Sétze finden wir, dass Lebesgue-Raume mit p € (1, o) reflexiv
sind.

Theorem 5.2.4 (Darstellungssatz von F. Riesz fiir Lebesgue-Riume) Seip € (1,00)
und sei F € (LP(Q))'. Dann gibt es genau ein f € LP (Q) mit % + z% =1 derart, dass

F(g):/ﬂfgdx fir alle g € LP(92).

Einen Beweis findet man in [3, Théoreme IV.11].

Theorem 5.2.5 Sei F € (LY(Q))". Dann gibt es genau ein f € L®(Q) derart, dass
F(g) = / f g dx fiir alle g € L'(9).
Q

Auch hier verweisen wir auf [3, Théoreme IV.14].

Lemma 5.2.6 Seip € [1,00) und sei F wie in Theroem [5.2.4) oder |[5.2.5 und sei f die
zugehorige Funktion in L' (Q). Dann gilt

||F||(LP(Q))' = ||f||Lp’(Q) :

Beweis. Entweder durch Holder (1 < p < oo) oder durch direktes Abschitzen (p = 1,
p' = 00) findet man:

[ < 1 ) 191l oo

und so folgt
N oy < 1 ller oy -

Fiir die Abschitzung in die andere Richtung nimmt man, wenn f € L (Q)\ {0} und
1 < p < oo, die Funktion f, := f ||P/P=1 ¢ Lr(Q) und es folgt

FUR) = [ PP o = 110y = 1Ly |l
Daraus bekommt man
1N Loy = E o)/ 1ol oy = 1l v ey -
Fir f € L*(Q2) und € > 0 setzen wir
O ={zeQ £f(2) > [|fllo — €}

Dann gilt A(©2%) > 0 mindestens fiir eine der beiden o € {4, —}, sage fiir 0 = 4. Fiir m
geniigend grof} gilt
Cem = A(Q5. N B, (0)) > 0 und ¢, < 00.

Definiere

{1 fir x € Q5 N B (0),
9:(x) = { 0 anders.

Sreflexiv = reflexive
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Dann folgt [|g-| 1) = ¢-m und

Fo) = [fodi=[  farz
Q Q5.NBm (0)
(1@ = ) eem = (Il oe(@) = €) N9l

v

und damit [[F|[ 11y = || fllo — € fiir jedes € > 0. Insgesamt haben wir so erreicht, dass
||F||(L1(Q))’ = ||f||Loo(Q)- u

Also sind die Normen auf L¥ (Q) und (LP(Q))’ fiir p € [1,00) nicht nur dquivalent,
sondern sogar identisch, wenn wir f und F' identifizieren.

Korollar 5.2.7 Firp € (1,00) gilt (LP(2))" = LP(2).

Den Beweis findet man dadurch, dass man zweimal den Representationssatz von Riesz
verwendet.

5.3 Konvergenz

Wenn man das Minimum eines Funktionals J sucht, dann geht man meistens wie folgt
vor. Man konstruiert sich eine Minimalfolge.

Definition 5.3.1 Sei J : X — R ein nach unten beschrdnktes Funktional. Dann heifst
{@n},en € X eine Minimalfolge, wenn

lim J(x,) = inf J (z).

n—oo zeX

Wie man wissen sollte, ist ein Infimum nicht immer ein Minimum. Weil man in der
Variationsrechnung oft ein Minimum, eigentlich sogar eine Minimalstelle sucht, sollte man
sich anschauen unter welchen Bedingungen eine Minimalfolge konvergiert und wann fol-
gendes gilt:

lim J(z,) =J ( lim q:n> :
Stetigkeit von J beziiglich der Norm ||-|| , wiirde reichen, wenn die Minimalfolge in dieser

Norm konvergiert. Leider hat man in der Variationsrechnung hochst selten eine solche
Stetigkeit gleichzeitig mit einer solchen Konvergenz.

5.3.1 Starke und schwache Konvergenz
Definition 5.3.2 Sei X ein Banachraum, {zy};-, C X und z € X.
1. xy konvergiert starlf| nach x in X fiir k — oo, wenn
lim fo ol = 0.

Man schreibt: x, — x in X.

bstarke/schwache Konvergenz = strong/weak convergence
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2. xy konvergiert schwach nach x in X fir k — oo, wenn

lim f(xy) = f(x) fir jede f € X'

k—00

Man schreibt: x,, — x in X.
Genau so kann man Konvergenz fiir eine Folge {fi},-, C X' betrachten:
1. fi konvergiert stark nach f in X' fir k — oo, wenn
Tim /i~ fll = 0.
Man schreibt f, — f in X'.
2. fr konvergiert schwach nach f in X' fir k — oo, wenn

lim F(fy) = F(f) fiir jedes F € X".

k—o00

Man schreibt f,, — [ in X'.
Fiir Folgen in einem Dualraum gibt es noch eine andere Moglichkeit:
Definition 5.3.3 Sei X ein Banachraum, {f},-, C X' und f € X'.
3. fr konvergiert schwach* nach f in (X', X) fir k — oo, wenn

klim fr(x) = f(x) fir jedes x € X.

Man schreibt f, = f in (X', X).

Die etwas komplizierte Schreibweise (X', X') braucht man, weil man den pré-dualen
Raum X von X’ kennen mufl und der ist nicht eindeutig bestimmt durch X’.

Lemma 5.3.4 Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
Schwache Konvergenz in X' impliziert Schwach®-Konvergenz in (X', X).

Bemerkung 5.3.5 In X' gibt es also mindestens drei verschiedene Typen von Konver-
genz: stark, schwach und schwach®. Schwach* ist schwdcher als schwach.

Beweis. Zu der ersten Aussage: Sei {xy}, .y C X. Wenn limy_, ||z, — 2|y = 0, dann
folgt fur f € X’ mit || f||y, beschrinkt, weil f stetig ist, dass

[f () = ()] = |f (2 = 2)] < [[fllx lox = zllx = 0.

Zu der zweiten Aussage: Sei { fi},oy C X' eine schwach konvergente Folge in X’. Dann
gilt fiir jedes F' € X", dass limy_,o F'(fx) = F(f). Nehmen wir das Funktional F, € X",
definiert durch

Fo(f) = f(2),

so folgt
lim fi(x) — f(x) = lim F(f) ~ Fo(f) = 0.

k—o0



52 Kapitel 5, Lebesgue-Rdume und Funktionalanalysis

Proposition 5.3.6 Sei X ein Banachraum.

o Wenn {x;};~, C X schwach gegen = konvergiert, also x;, — x, dann ist ||zl
gleichmapig beschrdnkt und ||| < liminf||z,|| .
n—oo

o Wenn {fi}i; C X' schwach gegen f konvergiert, also fry — f, dann ist || fi| 5
gleichmapig beschrdnkt und || f1] v, < liminf || f, ||y
n—oo

o Wenn {fi}oe, C X' schwach* gegen f konvergiert, also fi — f, dann ist || fi||x
gleichmapig beschrankt und || fy, < liminf || f,| -
n—oo

Bemerkung 5.3.7 Das zweite Ergebnis folgt aus dem letzten.

Fiir einen Beweis dieser Proposition verweisen wir auf [3| Proposition IIL.5 (iii) und
Proposition II1.12 (iii)].

Lemma 5.3.8 Sei {zy},-, C X und {fi},, C X'

1. Wenn xp — x und fr — f, dann fi(zr) — f(x).
2. Wenn xp — x und fr, — f, dann fip(xg) — f(x).

3. Wenn xy, — x und f, = f, dann fi(zy) — f(x).
Beweis. Fiir die erste Behauptung verwendet man

[felw) = f(@)] < [falar) = fla)] + | f(2r — o) <
< |lfx = fllxe Nzl x + [f (2 = 2)| = 0

weil ||fe — fllx — 0, ||zl gleichmiBig beschriinkt ist und x;, — x — 0. Ahnliches gilt
fiir 2 und 3. ]

Bemerkung 5.3.9 Aus x;, — x und fr — f folgt im Allgemeinen nicht, dass fy(xy)
gegen f (x) konvergiert. Fiir ein Gegenbeispiel kann man X = L? (0, 7) verwenden. Weil
X = L*(0,7) ein Hilbertraum ist, kann man X und X' identifizieren. Wir nehmen x) =
fr = (t — sin (kt)). Fir stetige Funktionen g gilt

lim sin (kt) g (t)dt =0

k—o0 0

und weil man jede Funktion h in L? (0,7) mit stetigen Funktionen approzimieren kann,
folgt aus

/0 "sin (kt) g (1) dt‘
/OW sin (kt) g (¢) dt' ,

/OW sin (kt) (B (t) — g (£)) dt‘ +

/0 " sin (k) h (1) dt‘ <

IN

lekll 2 117 = gll 2 +

dass xy, fr = 0. Man findet jedoch auch, dass

i () = /07r sin (kt)? dt = %n £ 0.



5.3 Konvergenz 53

5.3.2 Einige Konvergenzsitze

Wenn die Funktionen {f,},.y € C(Q) in |- o() nach f konvergieren und € ist be-
schréankt, kann man sich schnell {iberzeugen, dass

lim [ f, (2)dz :/ lim f, (x)dz,

/fn dx—/f ) dx

Im Allgemeinen kann man Integral und Grenzwert nicht vertauschen. Man betrachte als
Beispiel

denn

< [ 1= Flloay do <A@ 12 = Slego)-

25 fo () = onxe ™ auf [0, 00)

und man bekommt
[o@)

lim fn (z)dz = lim onze " dz = lim [—e”xQ] =1
n—oo Jg n—oo Jq n—00 0

und / lim f, (z)dx = / 0dr=0.
0 0

n—oo

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Abbildung 5.1: Bilder zu f, (z) = 2ne """,

Theorem 5.3.10 (Das Lemma von Fatou)

Sei { fr} ey C LY(Q) eine Folge mit fi, > 0 und sup/ fr dx < oo.
keN

Dann ist f € LY(Q) wohldefiniert durch f(x) := hm mf fr(x) fa. und

fdx < hmmf/ fr dx.
Q

Fiir die Sétze zu monotoner und majorisierter Konvergenz verweisen wir auf den Ap-
pendix.

Im néchsten Theorem findet man das Beispiel einer Folge, die nur schwach und nicht
stark konvergiert. Wir nehmen Q = (0,1)" C R"™ und definieren fiir f € LF(Q) die
Funktionen

flxy, .. zy) = flkxy — [kx], ... kx, — [kx,]). (5.3)

Hier ist [t] = max{n € Z; n <t} die sogenannte Entier-Funktion, hierzulande auch als
GauBklammer oder Ganzteilfunktion bekannt.

Theorem 5.3.11 (Riemann-Lebesgue) Sei 1 < p < oo und Q = (0,1)" € R™. Sei
[ € LP(Q) und definiere fy, wie in (5.9). Dann gilt

fo — /Qf(y>dy in LP(Q) fir 1 < p < oo,
/Qf(y)dy in (L®(2), L'()) fir p = oc.
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Abbildung 5.2: Fiir eine Funktion f stehen hier die Bilder zu f; = f, fo, f1 und fy, so wie
sie in ([5.3]) definiert werden.

Aufgabe 15 Zeige, dass fr, — fQ f(y)dy nur fir konstante Funktionen f gilt, genau
gesagt, fir Funktionen f € LP(Q)), bei denen es ein ¢ € R gibt mit fast iberall f = c.

Beweis. Vorweg sei bemerkt, dass man direkt zeigen kann, dass fiir p € [1, oo gilt

”fk”LP(Q) = ||f||Lp(Q) :
Nehmen wir p € (1, 00]. Weil Q beschrénkt ist und weil f € LP (Q2), folgt auch, dass
feL'(Q) und [, f(y)dy € R. Weiter gilt (f —¢), = fr — c und weil f; g aquivalent

ist zu f, — ¢ & 0, diirfen wir sogar annehmen, dass [, f(y)dy = 0. Sei € > 0. Weil C§°(Q)
dicht liegt in LP(Q) mit p’ € [1,00) kann man fiir jedes g € L¥ () mit p’ € [1,00)

einen ¢ € C((2) finden mit ||g — ¢|| ;7 gy < €. Als néichstes nimmt man kg € N derart,

dass fiir |z —y| < ‘,ﬁ—? gilt |p(z) — p(y)| < e. Fixieren wir fiir € N™ den Hyperkubus
K" ={x € Q;a; —1 <mz; < o;}. Dann haben wir fiir & > k

+ ka”LP(Q) lg — <P||Lp’(9) <

< ] [ ta)otayis
/K (@)oo

' [ @)
>

1<a; <k

fe(@)p(fai)dx
K

+ 1 fll oy € <

SZ(

1<0; <k

< 3 et | [ )i

1<a; <k

ve [ A1) + e e <

+ 2 fll oy € = 211 oy &

Damit folgt fr — [, f(y)dyin LP() fiir 1 < p < cound fi = [, f(y)dy in (L=(2), L}(Q))
fiir p = 0.
Bleibt iibrig p = 1. Das diirfen Sie selber machen. ]

Theorem 5.3.12 Sei X ein Banachraum. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig.

o X st reflexiv.

e [iir jede beschrinkte Folge {xy} -, C X gilt, dass es eine Teilfolge {xy, } ~_, und
ein x € X gibt so, dass vy, — x.

Fiir einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf einen Satz von Kakutani. Siehe
zum Beispiel [3, Théoreme I11.16].
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5.4 Nochmals das erste Hauptlemma

Schluflendlich geben wir noch eine kraftigere Fassung von Lemma [2.2.1] dem Hauptlemma
der Variationsrechnung:

Lemma 5.4.1 (Hauptlemma der Variationsrechnung) Wenn f € L} (Q) und es
qgilt
/ f @ de =0 fir alle p € C*(Q),
U
dann hat man f =0 f.1i.

Fiir einen Beweis verweisen wir auch auf [3, Lemme IV.2 page 61].



56

Kapitel 5, Lebesgue-Rdume und Funktionalanalysis



Variationsrechnung N7
Kapitel 6 \ )2,

- -

Sobolev-Riaume

Wir mochten Funktionenrdume wie folgt definieren
Wha(Q) = {f € LYQ); D*f € LI(N) fiir alle a mit |o| < k},

also mit Funktionen aus L9 (f2), die Ableitungen haben, die auch wieder in L9 () lie-
gen. Dann ergibt sich jedoch das folgende Problem. Wie kann man fiir u € L9(£2), das
heifit, fiir eine Funktion, die nur fast iiberall definiert ist, die Ableitung definieren. Die
Standarddefinition einer Ableitung ist ja punktweise definiert.

6.1 Schwache Ableitung

Eine Moglichkeit eine Ableitung zu definieren, bietet das Hauptlemma der Variationsrech-
nung und die partielle Integration. Wenn man die Ableitung %u = v kennt, dann hat
man

/Qu 821_90 alzzc:—/Q v @ dx fiir alle p € C2°(Q). (6.1)

Die Gleichung in (§6.1)) ist sinnvoll fiir Funktionen u, v, die lediglich in L, .(Q2) liegen. Auch
sieht man, dass es hochstens eine Funktion v € L}

loe (£2) geben kann. Dies folgt aus der
letzten Version des Hauptlemmas (Lemma [5.4.1)).

Definition 6.1.1 Die Funktionu € L}, () hat eine schwache D*-Ableitund|v € L}, (),
wenn
/u D%p dx = (—1)! / v @ dx fir alle ¢ € C°(9). (6.2)
Q Q
Bemerkung 6.1.2 Fs folgt sofort, dass eine klassische Ableitung immer auch die schwa-
che Ableitung ist. In den ndichsten Beispielen werden wir sehen, dass es schwache Ablei-
tungen gibt, die nicht als klassische Ableitung existieren.

Beispiel 6.1.3 Betrachte die Funktionen f; : [—1,1] — R, definiert durch:

10

—z  firx e [—1,0], osf

1. filz) = |z] = { 04

x  firxe (0,1],

. . . .
-10 -05 0.5 10

lschwache Ableitung = weak derivative

57
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) f2(l’):{ r+1 firzxe[-1,0],

T fir x € (0,1],

—x  firx € [—1,0),

3. f3(z) = 1 firz=0,
x  firxz e (0,1],

-10 —05 © 05 10

Zu 1. Weil eine klassische Ableitung tmmer f.i. mit der schwachen Ableitung tiberein-
stimmt auf den Gebieten, in denen die klassische Ableitung existiert, kann man

raten, dass wenn vy die schwache Ableitung ist, f.1i. gelten muss, dass
oy [ -1 firxze (-1,0),
@) = £ @) =smn (o) = { e € L1

In {—1,0,1} kann man v beliebig lassen weil die drei Punkte eine Nullmenge bilden.

Ist vy (z) = sgn (x) die Ableitung? Wir testen:

1 0 1
/ fi¢ dx :/ —x ¢ () dx—l—/ z¢ (z) do =
—1 -1 0

0

— ap @ + e @) - / (o) do - / o (2) do —

1

=~ =00~ [ sn@) @) o=~ [ @) o) o

-1
¢ (1) = 0. Die Antwort fir fy ist

Wir haben unterwegs verwendet, dass ¢ (—1)

also:
Auf (—1,1) ist x +— sgn (x) die schwache Ableitung von x — |x|.

Zu 2. Ebenso hat man
vy (x) = f3(x) =1 foai. firz e (—1,0)U(0,1)

als Kandidaten fiir die schwache Ableitung von fo. Wenn wir diese Vermutung tes-

ten, finden wir jedoch
1 0 1
/ fggo'dx:/ (x+1) ¢ () dx—ir/ z¢' (z) de =
-1 -1 0
0 1
x + 0 1—/ o(x)de— [ ¢(z)de=

=[@+1) @) + [z e () g ;

—2© - [ 1p@ dr

1
Fiir ¢ (0) # 0 passt die Ableitung nicht. Auf (—1,1) hat fy also keine schwache

Ableitunyg.
Zu 8. Weil fi = f3 auf [—1,1] f.d. gilt, ist v1 auch die schwache Ableitung von fs auf
(_17 1)'
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Beispiel 6.1.4 Betrachten wir die Funktion f : R* — R, definiert durch f (x) = log (|$|2)
fiir x # 0. Diese Funktion liegt in L} . (R?), denn

M
/ log (|x|2) dr = 27r/ log (r?) r dr < cc.
|x|<M

r=0

Hat diese Funktion schwache Ableitungen? Wir behaupten, dass v () xfﬁﬂ die schwa-
1 2
che Ableitung nach x, und dass vy (z) = 222

ps die schwache Ableitung nach xy ist. Nehme
1 2
p € O (R?) mit kompakten Triger Q und man findet

9 9
1 ) dr = li / 1 i [ de =
/RQ og (|| )axlso(:v) v = lim o0 og (|| )axlw(fc) x

— 0
= lim / log (|| xﬁda—/ (—10 xz) xdw)
i ([ don (o) o) e = [ (G () (o)
= lim (/ log () O (1) da—/
=0 \JaB.(0)

Q\B:(0)
= lim (27r log (%) O () do — / v (x) ¢ (x) dx) =
=0 Q\B.(0)

—/RQ o () o (@) da.

Ahnlich ist auch vy die schwache Ableitung nach xo von f.

v (@) ¢ (2) dx) -

Wir haben hier verwendet, dass, wenn eine Funktion integrierbar ist auf €2, das folgende
qgilt:

lsii%l o5 f(z)dx = /Qf(:c) dx.

Abbildung 6.1: Darstellung der Funktion z +— log (|x|2) : R? — R. Trotz Singularitit
schwach differenzierbar.
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Aufgabe 16 Die Funktion g : [0,1] — R ist definiert auf folgende Art: g(0) = 0 und
g(1) = 1. Das Interval [0,1] wird in drei gleich grofe Teile geteilt und auf das mittlere

Stiick setzen wir g halbwegs an: g(x) = % fiir x € [%, %} Die restlichen Intervalle teilen

wir wieder in drei Teile und machen das gleiche: g(x) = 1 firx € [L,2] und g(z) = 2 fir
T € g, g]. Wieder werden die restlichen Intervalle in drei Teile geteilt und g(x) = % fuir
T € 2%, 2%} ,9(z) = % fiir x € [2%, 2%} und so weiter. Damit wird g auf eine dichte Menge

M C [0,1] definiert und fir die restlichen x setzen wir g(z) = inf {g(t);x <t € M}.

Zeigen Sie, dass:

1. Firxz =) ¢ mit ar € {0, 1,2} ror
k=1 i
min{l;ap=1} 1 [
gzlt g([lj’) _ Z mlnék,ak) ] 0.8j
k=1
2. g stetig ist; oer
3. ¢ (x) =0 fui.;

0.4;
4. g keine schwache Ableitung auf (0,1) hat. 7

Ubrigens hat g schon eine schwache Ableitung o

auf (5:5): (5:5): (5:5) uwsw

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Aufgabe 17 Betrachte fs(z) = |x|® auf B1(0) C R™ mit s € R. Fiir welche s und n hat

fs eine schwache Ableitung? Fiir welche s und n existiert ﬁfs im schwachen Sinne?
10T

Aufgabe 18 Zeigen Sie, dass fiir schwache Ableitungen von u,v € L}, (Q) folgendes gilt:

loc
o 9, _ 9 d
Das heifit, angenommen die rechte (oder linke) Seite in dieser Gleichung ist wohl-
definiert, dann zeige, dass auch die linke (rechte) Seite wohldefiniert ist und dass
die beiden Seiten fast tiberall identisch sind.

2. % (cru + cv) = Cla%iu + CQa%iv fiir ¢; € R;

5. - (W) = () v+ v (o) fir g € C2(Q).
4. 8%1' (Y(u)) = W(“)a%iu fiir ¢ € C*(R) mit ' gleichmdfSig beschrinkt.
5. 2 (H(u)u) = H(u)-2—u, wobei H die Heaviside Funktion ist:

Oz, Oz;

Hw={ 5 funzn 9

6.2 Definition der Sobolev-Raume

In der néchsten Definition ist o wieder ein Multiindex wie auf Seite [7]

Definition 6.2.1 Sei p € [1,00]. Der Sobolev-Raum W¥*P(Q) ist der Vektorraum aller
Funktionen u € LP(QY) so, dass fir alle « mit |a] < k
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1. die Ableitung D“u im schwachen Sinne existiert, und
2. D € LP(Q).

Eine Norm fiir W*P(Q) ist definiert durch

sy = D 1Dl ey -

| <k

Ab jetzt werden wir kurzerhand W*?(Q) fiir den Raum (Wk’p (), ||'||Wk,p(g)> schrei-

ben. Einige Ergebnisse fiir W*?(Q), die wir nicht beweisen, sind:
Theorem 6.2.2 Sei Q) eine offene Teilmenge von R™.

1. WEP(Q) fiir p € [1,00] ist ein Banachraum.

2. WkP(Q) fiir p € [1,00) ist separabel (= hat eine abzihlbare dichte Teilmenge).

3. WHhP(Q) fiir p € (1,00) ist reflexiv.

4. H*(Q) := WH*2(Q) mit Skalarprodukt ({-,)),, definiert durch

(o)) = 3 /Dau Do da,
laj<k V¢
st sogar ein Hilbertraum.

Bemerkung 6.2.3 Fiir p < oo sind

1/p

sup [[D%ul| 1o g » Yo ID%ll gy und | Y IDull, g

lal <k lal <k la <k

daquivalente Normen; ebenso sind

sup ||Dau||L0°(Q) und Z ||Dau‘|Loo(Q)

aquivalent fiir p = oo.

Dann werden wir auch noch Sobolev-Raume brauchen, die nur die Funktionen enthal-
ten, die auf dem Rand des Gebietes {2 Null werden. Weil u und w, definiert durch

i) = u(z) firz e
E 00 fir e €09

(mit Lebesgue Mafl von 02 gleich 0) sich nicht unterscheiden lassen, kann man nicht
einfach u = Ojpq setzen. Ein Weg, der dieses Problem umgeht, ist folgender.

Definition 6.2.4 Der Sobolev-Raum WP (Q) ist definiert durch
Wir(@) = G (@),

das heift, WEP(Q) ist der Abschluf von C°() in der [[-[[yy1.0 () -NoTm.
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Bemerkung 6.2.5 Weil C°(Q) C W*P(Q) gilt und weil W*P(Q) ein Banach-Raum ist,
folgt
Wok’p(Q> _ mll-\\wk,p(m c WT(Q)H-HWk,p(Q) _ Wk’p(Q)

und auch, dass WiP(Q) mit |- lwen(oy als Norm ein Banach-Raum ist.

Bemerkung 6.2.6 Fiir Funktionen u € WFP(Q)NC>®(Q) kann man zeigen, dass D*u =
0 gilt auf O fir |a] < k. Es gilt jedoch nicht, dass D = 0 auf 02 fir |o| = k. Also

WyP(Q)NC=(Q) C CE1(Q)  und WFP(Q)NC=(Q) ¢ Ch ().
Hitte man auch W*?(€) definieren kénnen durch

C,OO—(Q)H.IIWk,p(Q) oder C,OO—(Q)H.IIWk,p(g) ?

Wenn man C*°(£2) betrachtet, sieht man sofort, dass die Funktionen, die man dann hat,
am Rand zu wild werden kénnen. Betrachte zum Beispiel z — 27 auf Q = (0, 1). Wenn

man jedoch C*°(€2) nimmt, werden diese Funktionen zu zahm sein, wenn das Gebiet zu
wild ist.

Abbildung 6.2: Gebiet mit Spitze:

In einem Gebiet mit einer Spitze
ist eine Funktion aus WP (Q)
nicht unbedingt mit Funktionen aus
Cc*> (Q) 2U apPProTIMIETEN.

Trotzdem kann man etwas sagen. Ein Resultat von Meyers und Serrinﬂ aus dem Jahr
1964 besagt, dass fiir p € [1,00) gilt

Wk,p(Q) — COO(Q) 0 W’C»P(Q)”'Hwk’p(m.

Nur wenn der Rand des Gebietes zuséitzliche Bedingungen erfiillt (Lipschitz-stetig) hat
man

Wk’p(Q) _ COO—@)||-HWI€,17(Q)‘
Genaueres zu dieser Art von Fragen findet man im Buch von Adams und Fournier [1].

Aufgabe 19 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet in R™ und 1 < p < g < oo. Dann hat man

CHQ) c WH(Q) c WP(Q) c LP(Q),
()(7&) ()(7&) (>(¢) )

nicht nur als Menge, sondern sogar auch als stetige Einbettung. Zeige dies.

ZVor dem Jahr 1964 betrachtete man neben W*P(Q) auch den Raum H*? (Q), definiert durch

| o
HRP(Q) := C>(Q)N W’W(Q)‘l.nwk’p(m. Titel der Arbeit von Meyers und Serrin ist H = W und der
Text des Theorems ist H = W. Die Arbeit findet man unter:
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC300210/pdf/pnas00180-0073.pdf
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Wir werden noch zuriickkommen auf die Verbindungen zwischen C*(Q) und W*?(€2).
Ein einfaches Ergebnis geben wir mal voraus.

Lemma 6.2.7 Sei p > 1 und u € W'P(a,b). Dann gibt es @ € C'la,b] derartig, dass
u=1u f.

Beweis. Nehme ¢ € (a,b). Weil v’ € LP(a,b) gilt, ist

wohldefiniert. Wir finden v € C'[a, b], denn

/u’(s)ds < / |u’(s)|pdsp
v v

1
< lz—yle ||U’/HLP(a,b) :

z 1
/ 1ds
y

<

[o(z) —v(y)] =

Auflerdem haben wir fiir ¢ € C2°(a,b), dass

L%x>mm=/b<(/ @)m_// dsdo
// @m+// §)dsdi —

(Integrationsfolge dndern wie in Abbildung |6.3))

:_lXAEmew@@+AXLZquw@@Z

:_L%@w@@_L%@w@@:—A%@w@@

X 7T

S— S—

Abbildung 6.3: Links: erst s zwischen ¢ und z. Rechts: erst x von 0 nach s bzw. von s
nach 1.

So ist v schwach differenzierbar und es gilt

[ = [ o= [ usas
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Es folgt, dass
b
/ H(5) (v(s) — u(s)) ds = 0 fiir alle ¢ € C2(a, b).

Mit Hilfe von Lemma [2.5.1} modifiziert wie in Lemma [5.4.1] folgt, dass es v gibt derartig,
dass v(z) — u(z) = 7 f.i. Also nimmt man @ = v — . u

6.3 Approximationen

Die Riume W} (Q) haben wir definiert als Funktionenréiume von Grenzwerten beziiglich
der [|[lyykpq-Norm von Funktionen aus Cg°(§2). Das bedeutet, dass wenn wir zeigen

mochten, dass u € WP (Q) gilt, wir eine Folge {tn},en C CF(Q) finden miissen, die u
approximiert. Anders gesagt, wir miissen einen Weg in umgekehrter Richtung finden. Eine
Moglichkeit, eine approximierende Folge zu finden, gibt uns der Friedrichs’che Glétter aus

Definition [4.3.10

6.3.1 Konvolution, Faltung
Die Funktion ¢; € C2° (R") hat man definiert durch

) = ¢ e fiir & € By (0),
#i(@) = cn { 0 fir x ¢ B1(0). (6.4)

Die Konstante ist so gewdhlt, dass [ © ¢1(x)dr = 1 und man skaliert fiir ¢ € (0,1) um
e € C° (R™) mit Tréger B. (0) zu bekommen:

@ (z) ="y (e7'2).

Definition 6.3.1 Die Konvolution oder Faltung von v € L}, (R") und u € C. (R") wird
definiert durch

rwe) = [ via-pul)d. (6.5)

Bemerkung 6.3.2 Wenn das Integral in wohldefiniert ist, folgt

/nv(:v—y)U(y)dyz/HU(:v—y)v(y)dy-

Bemerkung 6.3.3 Die Konvolution kann man auch definieren fiir zum Beispiel u &€
LP (R") und v € LY (R"), wenn }—17 + % = 1. Man kann leicht zwei Funktionen finden, die
sich nicht konvoluieren lassen: u (z) = v (z) = 1.

Bemerkung 6.3.4 Man definiert o. * u auch fiir Funktionen u € L' (Q) mit Q C R",
indem man u auflerhalb Q fortsetzt durch 0:

oy u(x) firx e Q,
() = 0 firx € R™\ Q,

und findet so

(or) @) = (e @) = [ [ oe—natay = [ [ oo —pputdn. ©6)
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Diese letzte Formel ist sogar wohldefiniert fiir u € L, .(Q2), wenn z € Q.. Die Menge
2. C Q wird definiert durch:

Qe :={z € Q;d(z,00) > c}. (6.7)

Hier ist

d(x,A) =inf{|x —a|;a € A}, (6.8)

die Distanz von x zu A.
Wenn 2 eine Zwiebel wére, dann wére bei (). eine e-dicke Schicht entfernt.

6.3.2 Approximieren mit Friedrichs

Wir werden die Approximationen von u durch (@, * u) betrachten.
Wir haben schon gesehen, dass u € C(R™) auf kompakte Teilmengen, gleichméBig
durch uy = @1/ * v approximiert wird:

/n 1k (v —y)u(y)dy —u ()

Ju— ukHC(K) = Sup
zeK

/nsol/k(x—y)U(y)dy—/ncm/k(x—y)dyU(x)

-y )
s /n o (x—y) (u(y) —u(z)) dy‘ -
= sup / o1k (=) (u(y) —u(z))dy|. (6.9)
rzeK Bl/k(x)

Weil u gleichméBig stetig ist auf K7 = {z € R";d (z, K) < 1}, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
d. > 0 so, dass fiir alle z,y € K; mit |z — y| < 0. folgt, dass |u(z) —u (y)| < e. Also, sei
e > 0, dann nimmt man k¥ > §-! und findet aus , dass

||u—uk||c(1<) <SUP/ ‘901/19 (x—y)| edy=ce.
Bl/k T

rzeK

Auch nicht-stetige Funktionen u werden durch ¢, * u approximiert, wenn ¢ | 0.
Theorem 6.3.5 Sei Q) ein Gebiet in R"™. Folgendes gilt:

1. Firue L}, (R") gilt . xu € C=(R").

2. Firue L} (Q) und e < § gilt (¢. * u)|@ € C=(Qs) mit Qs definiert in .

3. Firue L (Q) mitu=0 fi Q\ Qs und ¢ < ¢ gilt p. xu € C(Q).

4. Firue L. () gilt o *u — u f.1i.

loc

5. Firu e LP(Q) und p € [1,00) gilt

||‘Pe * UHLP(Q) < ||u||LP(Q) und lgﬁ)l “‘pf *u— UHLP(Q) = 0.

Aufgabe 20 Zeige, dass C'[0,1] N Cy[0,1] € WyP(0,1) fiir alle p € [1,00).
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Abbildung 6.4: Glittungsfunktionen losgelassen auf eine Funktion mit sowohl Spriinge in
u, u' als auch u”.

Beweis. Wir setzen u. := ¢, * u.

1. Fiir die Ableitung in e;-Richtung betrachten wir

ue(z + 7€) —ue(x) _ / Pl el y>U(y)d3/

pe(@—y+T7es) e (z—y)
T

und der Limes fiir 7 — 0 existiert, weil lim,_.o gleichméfig kon-

vergiert.

2. Definiere fiir s > 0
| u(z) fiur z € Q,
vs(x)—{ 0 fir x & Q,.

Fiir s > 0 folgt v € L}, (R") und mit 1., dass p. x v, € C°(R™). wenn € < § findet
man

Pe * Vs—¢ (l’) = Qe *U (37) auf Q(;.

3. Setze p = d(092, support(u)) und man findet, dass u. € C*(Q,_.) fiir ¢ < p. AuBer-
dem hat man supportu. C supportu + B.(0) C €.

4. Fiir diese Eigenschaft des Lebesgue-Integrals siehe [3].

5. Fiir p = 1 gilt mit Hilfe von dem Satz von Fubini-Tonelli

dr <

e =l = [ \ [ esa =ty
Q Q

/Q/Qsoe(x—y) |u(y)|dydxz/Q/ngg(x—y)dx|u(y)|dy:
= [l dy = Tl

IN



6.3 Approximationen

Fiir p € (1, 00) gilt mit Hilfe von der Holder-Ungleichung mit % -+ % =1

[[pe * u||ip(m = /
Q

P
de <

/Q o (x — y)u(y)dy

= /Q(/Q@g(a:—y)«lﬁi ]u(y)|dy)pdx§
= A(/ﬂs%(m—y)dyy/q (/Qsoe(x—y) \u(y)v’dy) dz <
<

/Q ( / ool = y) \u(y)\f’dy) dr —

=l = |U|p||L1(Q) < |||u|p||L1(Q) = ||U||I£p(9)‘

67
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Variationsrechnung
Kapitel 7 N7

| Y p—
Lineare Probleme und schwache 4\

LOsungen

7.1 Quadratische Funktionale

Der einfachste Typ von Funktionalen, die ein Minimum haben kénnen, sind die quadra-
tischen Funktionale. Sei € ein Gebiet in R™. Ein einfaches Beispiel mit ¢ € C (Q) und
feL?(Q)ist

J(u) = /Q% (|Vu (2)]* + ¢ (z)u(z)* - f(z)u (z)) dx.

Wenn man ein Minimum von .J in W, (Q) sucht, dann bekommt man die (schwache
Form der) Euler-Lagrange-Gleichung

0=0J(u;v) = /Q (Vu(z) - Vo (z)+c(@)u(z)v(z) — f(z)v(z))de (7.1)

fiir alle v € VVO1 2 (Q). Wenn u so ist, dass eine partielle Integration erlaubt ist, findet man,
dass die zugehorige Differentialgleichung linear ist:

—Au(z)+c(x)u(x) = f(x) in Q.

In diesem Kapitel werden wir sehen, wie man fiir lineare Probleme wie (7.1)) eine Losung
finden kann in einem schwachen Sinn.

7.2 Hilbert-Riaume

Die Sobolev-Réume W#2(Q) und W7*(Q) sind auch Hilbert-Réume mit dem Skalarpro-

dukt X
Do = [ X (5) v (52) vio) o

|| <k

Auf relativ einfache Art kann man im Hilbert-Raum oft die Existenz einer Losung fiir
eine lineare Differentialgleichung bekommen mit funktionalanalytischen Methoden. Das
wichtigste Ergebnis ist der folgende Satz.

69
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Theorem 7.2.1 (Darstellungssatz von F. Riesz fiir Hilbert-Riaume) Sei H ein
Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-) und sei F' € H'. Dann gibt es genau ein uw € H

derart, dass
F(v) = (u,v) fir allev € H.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [3].

Beispiel 7.2.2 Sei f € L*(Q2) gegeben und nehme an, man sucht u € WH2(Q) derart,
dass

/ (Vu-Vo+uwv)dr = / f v dx fiir alle v € WH(Q). (7.2)
Q Q

Wir bemerkem, dass das Skalarprodukt auf W2(Q) definiert ist durch

((u, v)) () = / (Vu-Vu+uv)de.

0
Weil

v dr| < Hf||L2(Q) HUHL2(Q) < ||f||L2(Q) ”U||W1-,2(Q) )

ist die lineare Abbildung v — fQ f v dx beschrdnkt und deshlab stetig, das heifst

(v - /Qf v d:r;> e (W'2(Q)".

Dann folgt aus dem Satz von Riesz, dass es genau einu € Wh2(Q) gibt mit {(u, V) i) =
fQ f v dx. Dieses u erfillt die Fuler-Lagrange Gleichunyg.

Wenn man partiell integrieren kénnte, wiirde aus (7.2)) folgen, dass

/( Au +u— f)vde + —v do = 0 fiir alle v € W'?(Q) (7.3)
Q o0 O

und der Hauptsatz der Variationsrechnung liefert in zwei Schritten, erst auf 2 und dann
auf 0€2, dass

{—Au +u = fin €, (7.4)

2 — ) auf O9.

Fiir diese partielle Integration bendtigt es jedoch mehr Regularitét der Funktion w als wir
bis jetzt haben. Deshalb betrachtet man einen schwécheren Typ von Losungen.

7.3 Schwache Lésungen

Sei a;; € C' (Q), c€ C(Q) und f € L*(12). Betrachte das Randwertproblem

n

=3 (0 (@) Zu@) +e@u@) = (@) inQ

u (z) = 0 auf 09Q.

Definition 7.3.1 Eine Funktion u € WOI’Q(Q) nennt man eine schwache Lésung von

(7.9), wenn
/ (Z ai; (x 8% (=) 62;@ ?) +c(x) u(x) v (SL’)) dr = /f (x) v(z) dx (7.6)

fiir alle v € Wy*(Q).
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Bemerkung 7.3.2 In @ findet man die FEuler-Lagrange Gleichung zum Minimie-
rungsproblem fir das Funktional J : VVO1 2 (Q) — R, definiert durch

/ ( Z CLZ] ax] ) aga(h ) —+ %C (l’) U (x)2 _ f (SC) U (x)) dx.

7,7=1

Bemerkung 7.3.3 In (@) kann man sogar a;; € C’(Q) statt C1 (Q) zulassen. Die
Formulierung in wird fragwiirdig fiir solche a;;.

Die Definition einer schwachen Losung héngt sehr direkt ab von der Gleichung. Im
néachsten Abschnitt zeigen wir noch einige Beispiele. Es ist relativ technisch und nur
méfig interessant.

7.3.1 Mehr schwache Losungen

Auf dhnliche Art kann man auch das Randwertproblem

n

=3 2 (a5 (@) Zu @) +e@u@) = f (@) in @,
W=t 7.7
Z viaij (T) 5o- 2 (x) = 0 auf 09, 7

2,7=1

betrachten.

Definition 7.3.4 Eine Funktion u € W12(Q) nennt man eine schwache Lésung von

, wenn
/Q(Zaij (x) 8;;? 20 @ v(x)) to= [1@ o) @ @)

1,j=1

fiir alle v € W2(Q).

Aufgabe 21 Zeigen Sie, dass eine Funktion u € C? (Q), die eine schwache Ldsung von

1st, auch eine klassische Ldsung von 18t.

Aufgabe 22 Wie wiirde man eine schwache Losung definieren zum

1. Randwertproblem

-3 8%1_ <aij (z) aixju (gg)) + zn: bj () %u () +c(x)u(x) = f(z) inQ,

ij=1 =
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Das Energiefunktional fiir die Auslenkung einer diinnen Platte mit Projektion  C R?

in , néamlich
J(u) = /Q (3 (Au)’ 4+ (1 —0) (U3, — Usaliyy) + f u) dady (7.9)

fithrt, wenn diese Platte eingespannt ist, zum Randwertproblem

{ A?u(z)+ f(z) =01in Q,

u(z) = |Vu (z)| = 0 auf 9Q. (7.10)

Wenn man vom Randwertproblem ((7.10)) ausgeht, bekommt man:

Definition 7.3.5 Die Funktion u € W (Q) heifit eine schwache Lisung zu , wenn
/ﬂ (Au Av+ f v) dzdy =0 fiir alle v € W2 (9Q). (7.11)

Die Euler-Lagrange Gleichung zu ([7.9) ist jedoch
/Q (Au Av + (1 = 0) (2uyysy — Ugalyy — UyyVss) + [ v) dzdy (7.12)

fiir alle v € Wz (Q). Obwohl (7.11)) und (7.12) nicht gleich sind, kann man zeigen, dass
bei diesen Randbedingungen, beide Integralgleichungen dquivalent sind. Es gilt ndmlich
fiir p € C2° (), dass

/ Ugy Paydrdy = / U Prayydrdy = / Ugy Pyydrdy = / Uyy Peadrdy
Q Q Q Q
und weil Wi? (Q) = C° (Q)”'”WM(Q) gilt, folgt fiir v € W2 (Q), dass

/ (U Vay — Uy Vyy — UyyVaz) dxdy = 0.
Q

Dies trifft nicht zu fiir andere Randwertbedingungen. Es zwingt uns auch, einmal genau
zu betrachten, wie v € W;” (Q) und das punktweise ,u(z) = |[Vu(z)| = 0 auf 9Q
zusammenhéngen.

Bemerkung 7.3.6 Wenn man einen stationdren Punkt des Funktionals J sucht, ist die
FEuler-Lagrange Gleichung die richtige Formulierung fir eine schwache Ldsung. Wenn
man argumentieren kann, dass schwache Losungen auch klassische Ldsungen sind, dann
findet man durch eine partielle Integration das Randwertproblem. Oft mdchte man dem
umgekehrten Weg folgen: Fin Randwertproblem mit einer linearen partiellen Differen-
tialgleichung maochte man schwach lésen mit Hilfe des Satzes von Riesz. Die schwache
Formulierung einer Liosung ist jedoch nicht immer eindeutig (wenn tberhaupt) bestimmit
durch ein Randwertproblem wie (7.10}). Und schon gar nicht kann man jede partielle
Differentialgleichung als Euler-Lagrange Gleichung bekommen. Fir lineare Differential-
gleichungen (und quadratische Funktionale) fiihrt dies zu der folgenden Darstellung der
Zusammenhdnge der drei Problemformulierungen:

stat J (u)| ——  0J(w;v) =0 Vv e H(Q)
u€H ()
o Lu = f in
schwache Losung in H (€)) «—-7 Bu =0 auf 0
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7.4 Poincaré, Friedrichs und Wirtinger

Das Funktional
J(u) = /Q% (|Vu (2)]* + ¢ (z)u(x)® - f(z)u (z)) dz.

ist konvex, wenn ¢ (z) > ¢y > 0, und hat dann also hochstens ein Minimum. Wir werden
sehen, dass man diese Bedingung abschwichen kann, wenn man zum Beispiel Funktionen
in VVO1 ?(Q) betrachtet. Auf Seite @l hatten wir dies schon angekiindet. Die Grundidee ist:

Wenn man eine Schranke fir v’ hat, und man u an einer Stelle kennt, dann

hat man eine Schranke fiir u.

u'(x) u(x)

Abbildung 7.1: Schranken fiir ' und u(0) geben Schranken fiir u.

In umgekehrter Richtung kann man nichts machen:

Wenn man eine Schranke fir u hat, hat man noch keine Schranke fir u'.

u(x) u'(x)

Abbildung 7.2: Schranken fiir v geben keine Schranken fiir «'.

Fiir differenzierbare Funktionen in einer Dimension, sagen wir u € C! [a, b], findet man

sofort, dass wenn
m < (x) < M fiir alle 2 € [a, ]

gilt, dann folgt, dass

u(x)+m(x—a) <u(zr) <u(a)+ M (z—a) fur alle z € [a,b].
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Verwendet man die Norm ||| (), 80 findet man fiir u € C'[a, b], dass

[l ooy < (@) + (0 = @) [[t]] oo g -
Fiir u € C' [a,b] N Cy [a, b] findet man sogar, dass

1
Hu”Loo(a,b) < B (b—a) ||u/||L°°(a,b) :

Derartige Ungleichungen gibt es auch fiir andere Normen.
Lemma 7.4.1 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung fiir n =1 und p = 2)
1. Firu € Wy?(a,b) gilt

/abu(x)2dx < (b - C”)Z/ab o (2)2de. (7.13)

2. Fiiru € W (a,b) gilt
b 2 b—a 2 b
/ (u(z) —u)"de <4 ( ) / u'(7)*d, (7.14)

™

mit i = fabu(x) de.

Bemerkung 7.4.2 Ubrigens ist (b’T“)2 die kleinst maogliche Konstante fir (7.15). Die
Funktion u, definiert durch u (x) = sin (£27), ist in Wy*(a,b) und liefert eine Gleichheit
m .

Bemerkung 7.4.3 Ungleichungen des ersten Typs werden oft nach Friedrichs benannt.
Die des zweiten Typs nach Poincaré. Da sie jedoch sehr verwandt sind, ist es tiblich
diese Art Ungleichungen mit dem Namen der beiden zu benennen: die Poincaré-Friedrichs
Ungleichungen.

Beweis. Die erste Behauptung zeigt man wie folgt. Durch Skalierung reicht es, wenn man
zeigt, dass fiir u € W,2(0,1) gilt

/O 1 u(a)?de < % /O 1 o (x)2da. (7.15)

Weil W,2(0,1) als Vervollstindigung von u € C°[0,1] definiert ist, reicht es wenn wir
u(z)

sin(7x)

7.15|) fiir solche Funktionen zeigen. Fiir seine solche Funktion u hat man, dass x +—

und ihre erste Ableitung stetig auf [0, 1] sind. Dann findet man

0 < /Olsin(wx)z ((Sizgl)>’)2dx:

— [ ey (), ey,

Sin (mc) Sin (7mj)

- /01 (u’ (z)* = ZWZiOIT (;z))u (z)u' () + (W;O; E;Tz)))gu (x)2> dr —
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Fiir die zweite Behauptung reicht es auch, wenn wir die Ungleichung fiir u € W12 (0, 1)
zeigen. Zusétzlich diirfen wir annehmen, dass « = 0. Weil u € C'[0, 1] gilt und wir @ = 0
angenommen haben, gibt es ¢ € (0,1) mit u(c) = 0. Wir definieren anschlieflend die
Funktion v : [—¢,2 — ¢] = R durch

u(—zx) firx € [—c0)

v(z) =1 u(z) fir z € [0,1], (7.16)
w(2—x) firzxe (1,2—.
Es gilt v € Wy (—¢,2 — ¢),
2—c 1 2—c 1
/ v (x) de = 2/ u (2)? dz und / v () dx = 2/ u' () da.
—c 0 —c 0
Das Ergebnis folgt, wenn man den ersten Teil anwendet auf v. [ ]
051 051
1 e 1 »
05} 05}

Abbildung 7.3: Darstellung der Erweiterung aus (|7.16|)

Lemma 7.4.4 (Wirtinger) Firu € W?(a,b) mit u(a) = u(b) und ffu(x)dx =0 gibt
es C' >0 so, dass

b b
/ u(z)?dr < C/ u'(z)*dx.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von ([7.13)). ]

Aufgabe 23 Nehmen wir an, es gibt ein u € C? [a,b], das die Bedingungen von Lemma
erfillt und das den minimalen Wert C' liefert. Welchen Wert hat C'?

Ahnliche Ungleichungen findet man auch fiir den mehrdimensionalen Fall und sogar
auch fiir andere Potenzen als 2.

Theorem 7.4.5 (Poincaré-Friedrichs) Nehme an, dass S ein beschrinktes Gebiet ist
und p € [1,00). Dann gibt es c,q derartig, dass fir u € WyP(Q) gilt

/ |u(z)|" dx < cp@/ |Vul? d.
Q Q

Beweis. Sei a > 0. In einer Dimension hat man fiir u € C*' [0, a] mit u(0) = 0 folgendes.
Erstens nehmen wir p € (1, 00) und finden, dass fiir % + % =1

[ < ([Toras)” ([T1as) < Wy bl @17
0 0 0

ju(z)| =
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und damit

1 1
a » a »
lillon = (/|M@Pm0 snwwmm@(/|ﬂqm) <
0 0

1
1\ »
(5> R v . (7.18)

Fiir p = 1 koénnen wir (7.17)) ersetzen durch

x

u'(s)ds

IN

ju(z)| =

< ”u,HLl(O,a)

und (7.18)) folgt ebenso. Weil C'! [0, a] dicht in W1P(0,a) liegt, findet man
[ull Loo.0y < @ Wl 1o ,q flir alle u € W?(0,a) N C'[0,a] mit u(0) =0

Bemerke, dass wegen W?(0,a) C C'[a,b] (jedes u € WP(0, a) hat einen stetigen Vertre-
ter) auch u(0) = 0 einen Sinn macht fiir u € W'?(0, a).

Anschlieend nehmen wir an, dass gilt Q C {z € R";0 < 2, < a}. Fiir u € C*(Q) N
Co(Q) und jedes 2’ € R 1 ist

P u(zy,x) firx € Q
T (e, 7) = 0 firegQ

eine W (0, a)-Funktion und

6, ) 0y < |55 2)

Lr(0,a)

Mit dem Satz von Fubini-Tonelli finden wir

ooy = il = ([ N2 t7) <

3=

< o[ Jall, 00)
a (-, T T) =
B Rn—1 Oz LP(0,a)
= afla],,, = allE] . @1Vl
Man schlieBt ab mit der Bemerkung, dass C'(Q) N Cy(Q) liegt dicht in W, 7(Q). |

7.5 Folgen von Poincaré-Friedrichs-Wirtinger

Theorem 7.5.1 Sei Q C R" beschrinkt, a;j,c € C (Q), feL*(Q) und

J(u) = /Q (Z aij(m)ags) ag? +e(z)u (2)? — f(x)u(x)) dz. (7.19)

Betrachte

min  J(u).
ueW, ?(Q)

Sei Cp so, dass |[ul| j2q) < Cp [[[Vulll 2y fiir alle u € Wy? (Q) und nehme an:
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1. {a;;} erfillt die Legendre-Hadamard-Bedingung: es gibt Cry > 0 so, dass fir jede
r €Q und £ € R”

aij(2)&& > Cru 15\2;
2. es gibt € > 0 so, dass c(x) > e — CpyCp' fiir einen e > 0.
Dann hat J genau ein Minimum @ € W, (Q).
Bemerkung 7.5.2 Wir brauchen also nicht unbedingt ¢ (x) > 0.

Bemerkung 7.5.3 Wenn a;; € C* (Q) 1st die Legendre-Hadamard-Bedingung genau die
Bedingung die besagt, dass die zugehdrige partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung elliptisch ist.

Korollar 7.5.4 SeiQ C R" beschrinkt und sei f € L*(Q). Das Funktional J : Wy* (Q) —
R mit

1 2
s = [ (F9u@F - £ @) ) ds
Q
hat genaw ein Minimum, in Wy (Q).
Beweis von Theorem [7.5.1] Wir zeigen getrennt, dass es hochstens und dass es mindes-
tens einen stationdren Punkt von J gibt und dass dieser stationérer Punkt ein Minimum

ist.

Behauptung 7.5.5 Das Funktional J hat hochstens einen stationdren Punkt @ (0J (u;v) =
0 fiir alle v € Wy (Q)) und wenn dieser Punkt existiert, ist er ein Minimum.

Weil

1 (i)~ [ (Z a5 (0) L ¢ (o) <x>2> da

ij=1

> / (CLH ‘VQO (.’L')’Q + (5 — CLHC;l) @ (l’)2) dx
Q
= / ((2eCp+ CrLy — 2eCp) [V (2))* + (le+1e—CuCpl) o (x)Q) dx
Q
> /Q%€ (Cr Ve (@) + ¢ (2)") do = Cc llf12g) (7.20)

gilt, ist J (u) strikt konvex. Wenn @ ein stationdrer Punkt ist, dann gilt sogar, dass @ ein
Minimum ist, weil
. 112
J (u) > J (u) + CE HU — U”WOI,Q(Q) .

Fiir quadratische Funktionale gilt namlich
J(u) = J () +0J (u;u—v) + 50°J (u;u —v) .

Behauptung 7.5.6 FEs gibt mindestens einen stationdren Punkt fiir J.
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Wir definieren fiir u,v € W,'* (Q) die bilineare Abbildun

(o, == | (Z o) 5 02 o) <x>> .

ij=1

Diese bilineare Abbildung ist ein Skalarprodukt. Die einzige Eigenschaft, die uns Sorgen
machen konnte, ist die Positiv-Definitheit. Diese Eigenschaft zeigt man jedoch wie folgt.
Aus (7.20) folgt, dass ||-||,, definiert durch ||ul|, = ({u, u>>i/ ? | tatséchlich positiv-definit
ist, denn

lull, = VCe flullyr2q) -

Beide Normen sind sogar dquivalent, weil auch gilt, dass
lull, < Vi max Jlag |2 g lullye
S 12152, 14Nl L (@) W12(Q) -

Wegen des Satzes von Riesz gibt es also genau ein @ € W, () so, dass

(i, v)), = /Q £ (@) (x) de fiir alle v € W2 ().

Dieses @ ist ein stationdrer Punkt fir J. ]

7.6 Lax-Milgram

Was macht man, wenn man

{ —Au(x) + by (x) a%lu () +c(z)u(x)=f(z) inQ,

(7.21)
u(z) = 0 auf 09,

16sen mochte? Dieses Problem lésst sich nicht so leicht mit dem Satz von Riesz schwach
16sen, denn man kann leider nicht wie in Theorem ein passendes Skalarprodukt
definieren. Die Differentialgleichung ist auch nicht sofort erkennbar als Euler-Lagrange
Gleichung.

Fiir solchen Fille gibt es eine Erweiterung des Satzes von Riesz fiir die Existenz ei-
ner schwachen Losung. Fiir eine Formulierung miissen wir erst einige Begriffe wiederho-
len/festlegen.

Definition 7.6.1 Sei H ein Hilbert-Raum und set B : H X H — R eine bilineare Abbil-
dung. Diese Abbildung heift

1. beschrinkt, wenn es f € RT gibt mit |B(u,v)| < B ||ull 4 ||v|| 5 fir alle w,v € H;

2. koerzitiv, wenn es o € RT gibt mit o ||ul|3, < B(u,u) fir allew € H.

'Eine Abbildung B : H x H — R heifit bilinear, wenn fiir alle w,u;,ug,v,v1,v2 € H und ¢;,c € R
folgendes gilt:

a) die Linearitédt im ersten Argument: B (ciuy + caug,v) = ¢1B (u1,v) + c2B (uz2,v) und

b) die Linearitit im zweiten Argument: B (u, civy + cavs) = ¢1 B (u, v1) + caB (u, v2);
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Theorem 7.6.2 (Lax-Milgram) Sei (H,(-,-)) ein Hilbert-Raum und sei die bilineare
Abbildung B : H x H — R beschrdinkt und koerzitiv. Dann gibt es fiir jedes F' € H' genau
einu € H so, dass

B (u,v) = F(v) fir alle v € H.

Beweis. Der Beweis braucht mehrere Schritte. Die Norm ist wie iiblich definiert durch

lull = v/ (u, w).

1. Der erste Schritt funktioniert dem ersten Eindruck nach falsch herum. Nehmen wir
an, dass u € H fixiert ist. Weil (v +— B (u,v)) € H' gibt es genau ein w € H mit

(w,v) = B (u,v) fiir alle v € H. (7.22)
Wir definieren die lineare Abbildung A : H — H durch
A(u) = w.

Es gilt also
(A(u),v) = B(u,v) fir alle v € H.

Die Linearitdt von A folgt aus der Eindeutigkeit in ((7.22)): Wenn A (u;) = w; und
A (ug) = wq, dann folgt

(crwy + cows, v) = B (cug + coug,v) fir allev € H
und dies bedeutet, dass
A (cruy + coug) = crwy + cows.

Weil A linear ist, ist A(H) = {A(u);u € H} ein linearer Teilraum von H.

2. A: H — H ist beschrankt:
[ Aul* = (Au, Au) = B (u, Au) < 5 |Jul || Aul|

und man findet ||Aul| < 5 |jull.

3. A: H— H ist injektiv: Weil
allull® < B (u,u) = (Au,u) < ||u| || Au]
folgt a ||u|| < [[Au|| und die Injektivitat.

4. A(H) ist abgeschlossen: Sei {wy,}, .y eine Cauchy-Folge in A (). Dann gibt es eine
Folge {un}, oy in H mit A (u,) = w,. Weil

 [tg = U || < J|wn — wy|

gilt, ist {up},, oy eine Cauchy-Folge in H und es gibt einen Grenzwert u,, € H. Weil
A beschrankt ist, ist A stetig und es gilt

wy, = A(un) = A(us) € A(H) fiir n — oo.



80 Kapitel 7, Lineare Probleme und schwache Lésungen
5. A: H — H ist surjektiv: Nehmen wir an, A (H) # H. Wir werden zeigen, dass es
fiir w € H\ A(H) ein derartiges w € A (H) gibt, dass w — @ € A (H)" und dass

0<d:= inf Hw —ul| = ||lw— 2| .
ucA(H

Sei {un ey C A(H) mit

lim ||w—u,|| = inf Hw —ul| =d.
n—00 ueA(H

Dann gilt, weil auch 1 (u, + u.n) € A(H), dassﬂ
2 2 2 2
[un = wm ™ = 2 [Jw = un|[” + 2 [ = wm|” = |20 = (un + um) |
2
=2 |w — un|)* + 2 ||w — wp || — 4 |w =3 (up + wn)||
< 2w — up|]? 4 2 ||w — um||* — 4d*> = 0 fiir n — oco.

Also ist {u,}, oy eine Cauchy-Folge in H und deshalb konvergent in H. Der Grenz-
wert lim,, o0 4, ist unser @ und ||w — @] = d. Weil A (H) abgeschlossen ist, gilt
w € A(H) und folgt d > 0. Fiir u € A(H) gilt

lw — @] < flw =@ + tul|* = [lw — @ + 2t {w — @, u) +* |[ul|*

und so sieht man, dass (w —w,u) = 0. Die letzte Gleichheit bedeutet w — w €
A(H)™ .

Anschlieend zeigen wir den Widerspruch. Setze uy = d~! (w — ). Dann gilt uy €
A(H)", ol = 1 und

a< o ||u0H2 < B (ug, ug) = (A (ug) ,up) = 0.
6. Nochmals den Satz von Riesz anwenden zeigt, dass es fir F € H' ein w € H gibt
mit
(w,v) = F (v) fiir allev € H.

Aus den vorherigen Schritten wissen wir, dass es fiir jedesw € H = A(H) einu € H
gibt mit Au = w. Es folgt, dass

B (u,v) = (Au,v) = (w,v) fir allev € H.
Also haben wir die Existenz eines u € H gefunden mit
B (u,v) = F (v) fir allev € H.
7. Die Eindeutigkeit: Wenn es zwei Losungen gébe, sagen wir v und 4, dann findet
man mit v = u — u, dass

allu—al3 < B(u—t,u—1a)=B(u—1i,v) =
:B(u v) — B(a,v) = F(v) — F (v) = 0.
2Fiir einen Hilbert-Raum (H, (-,-)) mit |Jul| = \/(u, u) gilt:

at+b

2
lla + )1 + lla = b]|* = 2 Ja]|* + 2 }b]*
fiir alle a,b € H.
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Der Beweis ist komplett. [ ]

Wir kénnen mit dem Satz von Lax-Milgram eine schwache Losung fiir ((7.21]) bekom-
men, wenn ¢ (z) > ¢y und man cq geniigend grofl nimmt. Eine schwache Formulierung des
Randwertproblems ist

/Q (Vu (x) - Vo (x) + by (x) agaglx)v () +c(z)u(x)v(z)— f(x)v (a;)) dx =0

fiir alle v € W, 2 (Q).

Setzt man

B (u,v) = /Q (Vu (x) - Vv (z) + by (2) ag;f)v () +c(z)u(x)v (x)) dz,

kann man wie folgt die zweite Bedingung von Lax-Milgram erfiillen:

2 2
B(u,u) = |||VU|||L2(Q) - ||b1||L°°(Q) |||Vu|||L2(Q) ||U||L2(Q) + co ||U||L2(Q)

2 2 2
LIVl + (c0 = 3 11wy ) ul o (7.23)

v

wenn wir annchmen, dass ¢ > 3 ||by Hiw(ﬂ)' Wir haben in ([7.23) die folgende Ungleichung
verwendet:

1, a® 9
aa:ygiw +Ey.

Man konnte sogar noch zusétzlich Poincaré-Friedrichs anwenden fiir eine scharfere Ab-
schitzung.
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Variationsrechnung N7
Kapitel 8 Vo

A W

Wk P-Funktionen und Rand

8.1 Verhalten am Rand

Die W*? (Q)-Ridume hat man definiert als die Riume der schwach k-mal differenzierba-
ren Funktionen, bei denen diese Ableitungen in L? () liegen. Die Wy (Q)-Réiume hat
man definiert als die Rdume, die genau all die Funktionen enthalten, die man beziiglich
der W*? (©2)-Norm mit C° (Q)-Funktionen approximieren kann. Weil W*? () ein Ba-
nachraum ist, gilt Wy (Q) € W (Q). Inwiefern ist diese 0 eine Einschrinkung? Was
bedeutet diese 0 genau fiir die Randbedingungen? Wenn wir eine Funktion u € Wy (Q)
nehmen, gilt fiir diese Funktion, dass u (z) = 0 fiir z € 9Q7

Beispiel 8.1.1 Betrachten wir die Funktion f : By (0) C R® — R, definiert durch

f(x):{ Ll fzfm;eBl(o>\{(1,o,...,0)}, |
2 fir x =(1,0,...,0).

FEin paar Eigenschaften dieser Funktion sind:

Abbildung 8.1: Die Darstellung der Funktion aus (8.1) fiir n = 2 kénnte man auch beim
Karneval verwenden.

. . 1—x?
1. lim f (21,0, 0) = Tim 5= = 2.

83
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. f € L¥(B1(0) und || fl|ps(p, ) = 2. Dies sieht man wegen des ersten Punktes

und weil fir zy <1 gilt

. f=0aufdB; (0) f.i. Genauer gesagt: firxz € 0By (0)\{(1,0,...,0)} gilt f () =0.
FeC(BiO\{(1,0)}) und f ¢ C (B, (0)).

. feWYP(Q) fir allep € [1, ”TH) Die Rechnerei vereinfacht sich etwas, wenn man

Polarkoordinaten nimmt mit Zentrum (1,0, ...,0), also

1 -2, =rcosy,
(9, ..., x,) = Twsinp,

mit w € S"2. Aus x € By (0) wird
(1 —rcosp)® + |rwsin gl < 1
und es folgt nach Vereinfachung, dass
r < 2cosp.

Dann finden wir fir f (r,¢,w) = f (1 —rcos @, rwsing), dass

N 1—(1—rcosp)’ — |rwsing|’ r
f(rv(paw): =2-—
T COS ¢ COS

0 - -1 0 - —rsin g
—f(r,o,w) = und —f (r, p,w) = .
gl (r9sw) = oo und 52 (9, w) (cos o)

Die Funktion ist nicht abhdingig von w und daher sind die restlichen Ableitungen

gleich 0. Wir finden
of\" [(10f\° 1
‘ f‘ (8r> (T‘(?(p) (00590)2

Firn —2p > —1 folgt

%w 2cos
/ |Vf|pdx—an_2/ /
B1(0) go:—%ﬂ' r=0

1
2

= n12”0n2/ (cos )" dyp < oc.
p=—sT

1
2

p

1
r"drde =

(cos )?

Dies bedeutet, dass f € WP (By (0)) fiir p € [17 nTH)

. f € Wyt (By(0)). Um dies zu zeigen, miissen wir fir jedes ¢ > 0 ein derartiges

fe € CX(B1(0)) finden, dass

1f = fellwro(my 0y <&



8.1 Verhalten am Rand 85

Das st leider sehr technisch. Eine Mdoglichkeit ist es, erst fiir die Funktion fis,
definiert durch

] f ((1 — 5)71 x) fir x| <1 -9,
frs(z) = { 0 fir |xz| > 146,

zu zeigen, dass || fis, — fHWl,p(Bl(O)) < i€ gilt fiir ein gentigend kleines 0;. Man kann
dies zeigen, weil f = 0 auf 0By (0) f.i. Anschlieflend zeigt man fir 0o < 61, dass

f2,52 - 9052 * f1,51 S Cgo (Bl (0)>) Und daSS ||f1,§1 - f2762||W1’p(B1(0)) < %8, wenn man
01 klein genug nimmt.

8.1.1 Wie definiert man Regularitit vom Rand?
Den Rand einer Menge €2 definiert man wie folgt:
90— 0\ Q° — anT.

Wenn  ein Gebiet ist, dann ist es offen, und es gilt 9Q = Q \ Q. Fiir die meisten Rand-
wertprobleme braucht man einen Rand, der nicht allzu kompliziert ist. Wir werden nur
solche Gebiete betrachten, bei denen der Rand lokal immer eine reguldre Mannigfaltigkeit
ist, und diese Mannigfaltigkeit soll {2 und (ﬁ)c genau trennen.

Abbildung 8.2: Gebiete mit solchen Réndern wollen wir vermeiden.

Wir betrachten Gebiete 2 C R", fiir deren Rand folgendes gilt:

e Der Rand wird durch endlich viele offene Blocke A;, j = 1,...,m, iiberdeckt. Jeden
Block A; beschreiben wir in seinem eigenen lokalen kartesischen Koordinatensystem

alS . . . .
Aj = (a],01) x -+ x (an_y. b)) X (ad, b)),
\"A‘Ij

und die Koordinatensysteme kann man so wéhlen, dass es fiir jeden Block A; eine
Funktion f; € C (A%; (a), b)) gibt, derart dass

n’-n

Q mA]' = {(ylayn) € Aj;yn > f](y/)} .
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D —

Abbildung 8.3: Ein € mit drei der randiiberdeckenden Blocke.

Definition 8.1.2 Wir sagen 02 € C*7, wenn der Rand sich, wie soeben beschrieben, von

endlich vielen Bldocken Aj iiberdecken lisst und wenn fir die dazugehdrigen Funktionen
gilt: f; € C’“V(A;.).

In jedem Block kann man eine Transformation 7} definieren wie folgt:

Ti (Y1, s Un-1,Yn) = (U1, - s Yn1:Yn — Fi(U1, -+, Yn—1)) -

Diese Transformation biigelt den Rand lokal glatt auf die Hyperebene {y, = 0} und hat
die gleiche Regularitit wie f;. Es gilt auflerdem, dass

bh—f;(z")
[owar= [ [ st 5@ e,
QﬁAj ; 0

und
/ )| doy = [ Ju(e, f;(2'))] w (') da’
80N A; A

.. o of (@) of (=)
fir w (2') = \/det <I+ ( e >>
Wenn man den Rand 02 mit endlich vielen Blocken, sagen wir {A; };":1, iiberdeckt hat,

kann man eine Funktion auf  oder Q betrachten, als die Summe von m + 1 Funktionen,
die ihre Tréger genau auf den A; und auf €2 haben. Dies schafft man mit Hilfe einer
Zerlegung der Eins.

Definition 8.1.3 Sei Q ein Gebiet in R™. Dann heift {Cj Q- Rj=1,... ,ﬁ} eine
Zerlegung der Eindl] auf Q, wenn

1. G € C=(Q),
2. 0 <¢(x) <1 fir allex € Q,
3. Zﬁzl ¢i(z) =1 fiir alle z € Q.

Lemma 8.1.4 Sei Q) ein beschrdnktes Gebiet in R™ und seq {Om}:q;1 eine offene Uber-
deckung von Q. Dann gibt es eine Zerlegung der Eins {Cm}fnzl mat

support (G,) C Oy, fiir allem € {1,...,k}.

1Zerlegung der Eins = partition of unity
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Beweis. Fiir k£ = 2 fragt man einen Topologen. Fiir £ > 2 beweist man dies mit vollstén-
diger Induktion. n

Weil sich die Blocke iiberlappen, kann man die Zerlegung der Eins {(;} so wihlen,
dass support (¢;) C A; fiir 1 <4 < m und support ((mi1) C Q. Fiir eine stetige Funktion
u: 2 — R oder u: 2 — R findet man, dass fiir u; = Gu gilt

m+1
support (u;) C A; fur i < m und Z U; = U.
=1
8.1.2 Intermezzo zum Triger einer Funktion

Bis jetzt haben wir den Tréger einer Funktion u € C' () definiert durch

support (u) = {z € Q;u () # 0}. (8.2)

Fiir Funktionenklassen, also zum Beispeil fiir ein Element aus L? (2), ist diese Definition
nicht passend.

Definition 8.1.5 Fiir Lebesgue-messbare Funktionen u : R™ — R betrachtet man alle
offenen Mengen w;, fir die gilt u =0 f.4i. auf w;. Man definiert

support (u) = R™ \ (U w,;) : (8.3)

Bemerkung 8.1.6 Fiir Lebesque-messbare Funktionen u : €2 C R™ — R, definiert man
support (u) = support () fir

o ou(z) firx e,
i(x) = 0 firz &Q.

Bemerkung 8.1.7 Diese Definition vom Trager ist nur verniinftig, wenn u = 0 f.4. auf
Uwi. Wenn u =0 fii. auf w;, dann gilt w =0 f.4. auf jeder abzihlbaren Vereinigung von
w;-s und nicht auf tberabzdihlbaren Vereinigungen. Es gibt jedoch fast immer tiberabzdihl-
bar viele solche w;-s. Folgendes hilft uns weiter. Jede offene Menge A in R™ kann man
bekommen durch eine abzihlbare Vereinigung von B, (q) mit r € Q' und ¢ € Q™. Das
heifit w; = UjeN B, (qi;) fiir bestimmte r;; und q;;. Dann hat man

Uwi = U U Bn'j (Qij) .

Weil es nur abzdhlbar viele solche B, (q) gibt, ist auch diese Vereinigung abzdhlbar. Die
abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen {x € By, (a5); f (x) # O} ist wiederum eine Null-
menge und daher folgt, dass u =0 f.4i. auf |Jw;.

Weil die Vereinigung offener Mengen wiederum offen ist, ist support (u) abgeschlossen.

Aufgabe 24 1. Zeigen Sie, dass fiir uw € L' (Q) nicht wohldefiniert ist, sondern

abhdngt vom gewdhlten Vertreter.

2. Zeigen Sie, dass fiir w € L' (Q) wohldefiniert ist, da diese Definition nicht
abhdngt von den gewdhlten Vertreter.

3. Zeigen Sie, dass die Definitionen in und tbereinstimmen fir u € C ().
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8.2 Fortsetzen einer Funktion

Sei () ein beschrianktes Gebiet in R™ mit geniigend glattem Rand. Wir mochten eine
Funktion auf € zu einer Funktion auf R™ fortsetzen auf eine sehr strukterierten Art.
Genauer gesagt, wir méchten Operatoren Ef! zur Verfiigung haben, die folgendes erfiillen:

Definition 8.2.1 E : C*(Q) — CJ7(R") bezichungsweise EL : W*P(Q) — WhP(R™)
nennt man Fortsetzungsoperator, wenn

1. Ef ein beschrinktes lineares Funktional ist: Eft € L (C’m(Q); C’f”(R”)) bzw. B €
I (WR(©); W o ()

2. (E,?u)IQ =1, die Einschrc‘mkungﬂ der Fortsetzungﬂ gibt die Identitdt.

In einer Dimension hat man folgende Beispiele.

Beispiel 8.2.2 Definiere Ey : Cy [0,00) — Cy(R) und auch Ey : WP (RT) — WP (R)
durch

_ Jou(x)  fira >0,
(Eou) (z) = { u(—x) firz <O0.

Man zeigt fiir Ey : Cy[0,00) = Cy(R) direkt, dass beide Figenschaften erfillt sind. Fir
Ey: WP (RT) — WP (R) ist ein Beweis schon etwas schwieriger.

Beispiel 8.2.3 Definiere Ey : C'[0,1] — Cy(R) und auch Ey : W ((0,1)) — WP (R)

durch
0 fir v € (—oo0, —1],
u(—z) x (z+13) fir x € (—1,0),
(Eou) (x) :== ¢ u(z) fir x € 0,1],
u@-—z)(1-x(z—3)) firze(1,2),
0 fir x € [2,00).

Die Funktion x, definiert durch
v (@) = (o1 H) (@)

ist gleich O fir x < i und st gleich 1 fir x > }1; P1 ist der Friedrichsche Gldtter und H
ist die Heaviside Funktion, definiert in .

[

-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung 8.4: Skizze zu H und x

2Einschrinkung = restriction
3F0rtsetzung = extension
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Beispiel 8.2.4 Definiere E; : C} [0,00) — C}(R) durch
] u(x) fir x>0,
(Bvu) (z) = { —3u(—x) + du(—1z) firz <O0.
Man findet, dass

lim (Evu) (z) = (Evw) (0),

lim (Ew) (z) = (Bw) (0)= lim (Eru) (z),
und
[Evul| poo gy < 7 llull foofo,00) -
Aufgabe 25 Definieren Sie einen stetigen linearen Fortsetzungsoperator
E,:C'[0,1] = C}(R)
und zeigen Sie, dass Ihr Operator Ey die gewiinschten Eigenschaften hat.
Fir Ey, € L (Cém [0, 00) ; CF (R)) und fiir B}, € L (W*r[0,00) ; WEHLP (R)) defi-

niert man
u(x) fiir x > 0,

E = 4
(Byu) () { St ciu(—1x) fir z <0, (84)
mit den Konstanten ¢; bestimmt durch
1 1 1 e 1 e 1
1 1 _1 1
2, ; 3, 1k:+12 Co 1
1
L3 G G s =11
0D D e @ Naa )

Diese Gleichung findet man durch
lim a : (Eyu) (z) = lim a : (x) fiir m € {0 k}
210 \ dx RO =00 g ) T R

Lemma 8.2.5 Sei k € N, v € [0,1] und p € [1,00|. Dann ist Ey, definiert in , eine
stetige lineare Fortsetzung sowohl von C¥ [0, 00) nach " (R), als auch von W*TH2 [0, oo)
nach WH1» (R).

Aufgabe 26 Zeige, dass Ey, € L (CF[0,00); CF(R)).

Wie geht man vor in mehreren Dimensionen? Eine explizite Konstruktion konstruiert
man wie folgt fiir ein Gebiet mit C*-Rand.

1. Nehme eine offene U_berdeckun des Randes wie in der Definition m Dann ist
{Al, ey A, €, R”\Q} eine offene Uberdeckung von R"™. Wir nehmen eine zugeho-
rige Zerlegung der Eins, dass heifit, ¢; mit

support (¢;) C A; fir j =1,...,m,
support ((me1) C £,
support ((ni2) C RM\Q.

4Uberdeckung = covering
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2. Setze fir j=1,...,m

g = [ (GuoS i Sz € support (¢;), (8.5)
j 0 fiir Sjz ¢ support ((j), .

mit den zu A; gehérenden lokalen Koordinaten

Y n
Sj : — :
Yn—1 Yn—1
Yn yn_fj(y17"'7ynfl)

Die Abbildung S; ,biigelt* den Rand flach.
3. Definiere fiir j =1,...,m

Ejﬂj<5(}1, SN 7ZL'n) = (Ekﬂj(l’l, ey Tp—1, )) (ZL’n),

Dies ist die eindimensionale Erweiterung in x,-Richtung mit den ersten n — 1 Ko-
ordinaten als Parameter.

4. SchluBendlich schiebt man die Funktionen zuriick zu A; und addiert diese Funktio-
nen: .
E]?U = Z (Ejﬂj) o Sj + Cm+1u.

Jj=1

Abbildung 8.5: Darstellung einer Funktion v € C*([0,00) x R) und ihre Fortsetzung
= FEi(u) € C' (R?).

Lemma 8.2.6 Wenn Q C R™ beschrinkt ist und 0Q € C*1, dann gilt fir den oben
konstruierten Operator Ei}:

1. E2: C(Q) — OV (R™) st stetig fiir jedes £ mit £ < k,
2. B W (Q) — WEP(R™) ist stetig fiir jedes ¢ < k und p € [1, 00].

Beweis. Die erste Behauptung beweist man geradeaus. Die zweite Aussage ist schwieriger
zu beweisen. Man soll zeigen, dass die schwache Ableitungen von E{! (u) bis Ordnung
¢ auch in eine Umgebung des Randes existieren und diese Ableitungen da in LP-Sinne
beschréinkt sind durch ||ul|yye,q)- Der einfachste Weg ist es u durch {up}, ey C C(Q)
in [|[|yy e (q)-Norm zu approximieren. n
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Aufgabe 27 Die Bedingung, dass man 00 € C! hat, ist nicht immer notwendig, wenn
man noch extra Randbedingungen hat. Konstruiere eine Fortsetzung E : CL([0,00)%) N
Co([0,00)*) = G} (R?).

Aufgabe 28 Seiu: B;(0) C R" — R und setze

o ful) fir fe| <1,
Fu(x) —{ 2“(@\22%) _u(#) fiir |z| > 1.

Fiir welche k € N ist E : Cf (B) — CF(R") wohldefiniert?

8.3 Einschrianken auf dem Rand

Wie wir schon mal gesehen haben, ist eine LP(£2) oder W*P(Q)-Funktion nicht unbedingt
wohldefiniert in Nullmengen, weil man eigentlich Aquivalenzklassen betrachtet. Trotzdem
kann man manchmal sagen, dass es in so einer Aquivalenzklasse eine Funktion gibt, die
stetig ist und die damit an jedem Punkt festliegt. Zum Beispiel haben wir gesehen, dass
in einer Dimension jede Aquivalenzklasse f € W' (a,b) einen stetigen Vertreter hat, den
wir ohne viel Zoégern auch f genannt haben. Dann kann man den Randwert festlegen als
den Randwert dieser stetiger Vertreter. Kann man so etwas auch in héheren Dimensionen
haben? Im Allgemeinen sind Funktionen vom LP-Typ nur fast iiberall festgelegt und das
bedeutet, dass so eine Funktion auf Nullmengen wie 0€) nicht bestimmt ist.

Theorem 8.3.1 Seip € (1,00) und  C R™ beschrinkt und 0 € C*. Dann gilt folgen-
des:

1. Fiir jedes u € W(Q) gibt es eine Folge von C*(Q)-Funktionen {u,,}>>_, fir die
qgilt
[ = g0y — O fiir m — oo. (8.6)

2. Seiu € W'P(Q) und sei {un,}_, eine Folge von C*(Q)-Funktionen fir die (8.6
gilt. Dann gibt es v € LP(0RQ) derart, dass

— 0 fiir m — oo.

HU B wm)‘m‘ LP(09)

Dieser Limes v hingt nur von u ab und nicht von der Folge {um,} -_;.

Durch diese ersten beiden Aussagen ist T : WIP(Q) — LP(9Q) durch Tu := v wohldefi-
niert.

3. T ist ein beschrinkter linearer Operator: T € L (WhP(Q), LP(9R2)).
4. Firue Wh(Q)NC(Q) gilt Tu = upq fi. (in Dimension n — 1) auf 9.
Bemerkung 8.3.2 T heifit Spuroperatol’; Tu heifit Spur von u.

Beweis. Wir beweisen die Aussagen in mehreren Schritten.

5Spur = trace
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1. Weil 992 € C!, gibt es eine Fortsetzung ES : WP(Q) — WHP(R™). Wir definieren

mit Hilfe des Friedrichschen Glatters
Upy = P1/m * E?(u)

Aus den Eigenschaften von der Gldttungsfunktion findet man u,, € C Y(R™) und
| E$ (u) , =0 fiir m — oo und so auch u € C*(2) und die Konvergenz
auf ).

= |y

. Es reicht, wenn wir zeigen koénnen, dass fiir 4, wie in (8.5), der Spuroperator die

gewiinschten Eigenschaften hat. Erst beweisen wir eine Abschéitzung fiir u € C*(Q)
und somit u; = Gu € C1 (2N A;). Bemerke, dass

support (u;) C QN A;. (8.7)

/ "Lbj‘p de = / ’a]”p J da’ < C/ \&j|p dl’l,
OONA,; B; B;

wobei J = /14 |V f;|* beschriinkt ist, weil f; € C(B;). Weil der transformierte
Rand jetzt flach ist und 4; einen kompakten Tréger hat, kann man vom Rand ins
Gebiet ‘hinein’ integrieren und findet mit

Man hat

ﬂ:uoTj_l, éj = CjoTj_1 und u; = gjﬂ,

dass "
iy ()l [, O = [ i o) dy
0

und wegen (8.7), gilt fiir a geniigend gro8, dass |u; (2/,a)[” = 0. Es folgt

/\ﬁj\pdx/ - _/ / 5ex (527' ’ﬁ|p> dznda’ =
B; B; Jo
(o (N1 o (N o 1ap2a 0 - '
= [ (@) e+ (G) plar 2 aka) ded <
B; Jo " !
c[ (il
BjX[U,CL]
1

o/ <|a|P+p—1;a|p+—
B;x[0,d] P p

Cullwrniana,)

VAN

o ~

IN

p
o ~
<

Wir haben dabei die Ungleichung von Young benutzt: ab < éap + %bq fiir a,b > 0

N N
undp,q>1m1t1;+§—

1/p ' » 1/p
iy = ([ o) = ([ [ 6ol ) <
¢ 1/p ~
¢ (ijl /aQKjuypdo—y) < Clullyrpgq) -

Wenn also {u,,}or_, eine Folge von C'(Q)-Funktionen ist, fiir die gilt

1. Es folgt weiter, dass

IN

[w =m0y — 0 filr m — oo,
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dann gilt auch .
[ ukHLp(aQ) < Cllum — uk”Wl,p(Q)

und {(um)‘ 89}::1 ist eine Cauchyfolge in L (02) und damit konvergent.

Auf identische Weise zeigt man, dass der Limes nicht von der Wahl der Folge ab-
hiangt. Wenn man zwei derartige Folgen hat, nennen wir sie {u,,} und {w,,}, so
gilt

VAN

||Um—wm||Lp(aQ) C |um _meWlaP(Q) <

< € (llum =ty + 4= Wnllyrog) ) = 0.
So ist T" wohldefiniert.

3. Die Linearitiat von T folgt aus lim (au, + bw,) = a lim w, + b lim w, und die
m—00 m—00 m—00

Eigenschaften einer Norm. Weil

N

HTU - (Um)\as)‘

= lim H(Uk)wﬂ - (Um)|asz‘

LP(8Q)  k—oo LP(8Q)

< ]}1_{20 Cug — Um”Wl,p(Q) =C'lu— UmHWLp(Q)
gilt, ist T" beschrankt.

4. Es bleibt iibrig zu zeigen, dass es fiir u € WH(Q) N C(Q) tatsichlich das Ergebnis
gibt, das wir uns gewtinscht haben: T'u = ujpq. Fiir solche u gilt, dass uy, = @1/, *
Efu € CYQ), ||um — uHC<Q) — 0 und [ty — ullyrpg) — 0. Es folgt

|Tu — UmHLp(aQ) <C Ju— Um”leP(Q) 0,
[ = wael| o o0y < 109 [[um = oa o) < 102 lum = ulle(q) — 0
und dann auch
|1Tu = wpal| ooy < 1T =l 1ogon) + [[um = wpel| o) = 0

und T'u = ujpq fast iiberall (in Dimension n — 1) auf 05). u

Aufgabe 29 Zeigen Sie die Ungleichung von Young: fir a,b > 0 und p,q > 1 mit %—F% =
1 gilt

1 1
ab < —aP + -b4.
p q

Theorem 8.3.3 Sei p € (1,00) und sei 0 ein beschrinktes Gebiet in R™ mit 9Q € C*.
Fiir u € WYP(Q) und den Spuroperator definiert in Theorem gilt:

we WP (Q) & Tu=0.

Beweis. =. Wenn u € W, ”(Q), dann gibt es eine Folge {u,,} € C® (Q), die in Iy ()
Norm zu u konvergiert. Die Behauptung folgt aus

1T ull o o0y = 1 Tw = tmll 1o o0) < Cllu = tmlly1sq) = 0-
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<. Die Annahme, dass 92 € C, spielt hier eine wesentliche Rolle und daher kann man
vermuten, dass der Beweis nicht so einfach sein kann. Als erstes sei bemerkt, dass 902 € C*
uns erlaubt, den Rand mit S : C! (Q;Ri) lokal glattzubiigeln. Dies erlaubt uns eine
Zerlegung der Eins anzuwenden und lokal 2N A; als Teil vom Halbraum R” := R x R*
zu betrachten. Die Funktion @; := ({u) 0 S7' € WHP(R") hat einen kompakten Tréger
und Tu = 0 liefert T'u; = 0. Wir schreiben weiter wieder u statt u,.

1. Als ersten Schritt zelgen wir eine Abschiatzung. Wenn Tu = 0, dann gibt es Funk-
tionen {un},, oy C C* (R)) derart, dass

it = wll ey = 00 bl o scgopy = 0

Vom Rand hinauf integrieren liefert

/ / o a /
e ) = 04 [ () ()

/0 " ( £num) (o, 5) ds
()i

und

i (2 2)” < € (|um O +

S%Q%@WW+/n
0

Man bekommt

/
Cds </:n1ds)p )

/ [ty (2, ) |P da’ <
Rn—l

p
<G, </ U, (27,0)[F da’ + 2P~ / ( m) (2, s) dsda:’) :
Rn—1 Rr—1 8xn
Nehmen wir m — oo, so folgt
p
/ lu (', )" da’ < Cpak~ 1/ / ( ) (2, s)| dsdx’
Rn-1 Rn—1 al’n

< Cpxﬁl/ﬂgl/o |(Vu) (2, 5)|" dsdx’. (8.8)

2. Als erste Annédherung konstruieren wir eine Funktion mit kompaktem Tréger. Wir
definieren x € C* ([0, 00)) durch

@ = (e (3-)) @

Es gilt x (z) =1 auf [0, 1] und x (z) = 0 auf [2,00).
Wir betrachten
W, () = u () (1 — x (ma,)) fir z € R}

und finden
ow,y, _ Ou ,
S () = g ) (1= x (may)) — s (a) (),
ow,y, ou
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Wir behaupten, dass

me - uHWl,p(]Ri) — 0. (89)
Man findet sofort, dass
|| wn, — uHLP(Ri) =[x (m-,) UHLP(M) — 0 fiir m — oc.
Weiter gilt
/
IV (wy, — u)“LP(Ri) < [Ix (m-y) Vu“LP(Ri) + [Imx’ (m-) uHLP(]Ri) . (8.10)

Auch hier findet man sofort, dass ||x (m-,) VUHLP(M

)~ 0 fiir m — oo und es bleibt nur
der letzte Term in (8.10)), fiir die man Konvergenz nach 0 zu zeigen hat:

2/m
||mX’ (mn) uHiP(Rgﬁ) = /0 /Rn_1 mP |X/ (mxn”ﬁ |u (1,/7 xn)|P d:L‘,d:En

, 2/m  rp

% H / / \u (', z,)|F da’dx,,
> Jo Rn—1

, 2/m Tn

X” / Cp:r:fl_l/ / |(Vu) (2, 5)|" dsda'da,
% Jo rn-1 Jo

, 2/m 2/m

X H / Cp:cﬁl/ / |(Vu) (2, 5)|" dsdx'da,,
% Jo ro—1 Jo

Op(2>p/ /2/"”‘ ! P deda?
— (= Vu) (2, s)]" dsdx

1 GO N

2/m
< CPVX/R _1/0 |(Vu) (2, 8)|" dsdx’. (8.11)

<m?

<m?

<mP

’

X

:mp

Wir verwendeten (8.8). Der Term in (8.11)) geht nach 0 fiir m — oo und so finden wir,
dass gilt.

3. Wir glétten fiir eine approximierende Folge in C2° (R). Weil wy, (2/,z,) = 0 gilt
fiir z,, < m™!, kénnen wir den Friedrichschen Glitter mit ¢ = %m_l auf w,, loslassen, das
heif3t, wir betrachten

Un:SOﬁ*wm

und finden, dass v, € C2° (R) und
[wm = vl (g ) = 0- (8.12)

Man findet ||v,, — uHWl’p(Ri) — 0 und dies bedeutet u € Wy” (R%).

Zuriicktransformieren und Zusammenkleben liefert uns fiir die urspriingliche Funktion,
dass u € Wy* (Q). u
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Variationsrechnung
Kapitel 9 N7

| V=,
Funktionenriaume und ihr AN

Zusammenhang 1

9.1 Holder und Sobolev

Inzwischen haben wir Bekanntschaft gemacht mit zwei Typen von Funktionenrdumen:
C*7(Q2) und WHP(Q). Fast trivialerweise findet man auf einem beschriinkten Gebiet 2 C
R™ mit 9Q € C" folgende Einbettungen| fiir k&, ¢, m,n € N, 7,3 € [0,1] und p, q € [1, oc]:

wenn k > /: Cr1(Q) — C*P(Q),
wenn k = ¢ und v > B:  CF7(Q) — C*3(Q),
wenn k > m: CkI(Q) — Wm™P(Q),

wenn k > m und p > q: WHP(Q) — W™4(Q).

Die Notation ,,~*ist nicht Standard. Manchmal schreibt man auch beispielsweise C*7(Q) C
C%3(Q), meint dann jedoch nicht nur, dass die eine Menge die andere enthilt, son-
dern auch, dass die Identitit Z : C*7(Q) — C%%(Q) stetig ist. Eine lineare Abbildung
L: X — Y ist stetig, genau dann, wenn sie linear beschrankt ist. Alsoist Z: X — Y eine
Einbettung, wenn es C' € RT gibt so, dass ||z||, < C'||z||y fir alle z € X

9.1.1 Eine Einbettung in einer Dimension

In einer Dimension haben wir in Lemma [6.2.7] schon gesehen, dass Funktionen u €
WP (a,b) stetig sind, oder besser gesagt, dass man fiir jede Funktionenklasse in W' (a, b)
eine vertretende Funktion finden kann, die in C° [a, b] liegt. Wenn wir die Funktionenklasse
mit ihrem Vertreter identifizieren, kann man sagen, dass

W'?(a,b) C C°[a,b].

Fiir die Einbettung soll man noch zeigen, dass ||u/|cop, 4 < C'l[ully1p(qp)- Schauen wir uns

v(x) =u(x) — 2 i - / u(s)ds

!Einbettung = imbedding (U.S.), embedding (U.K.)
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an. Aus dem Lemma folgt, dass wir u und deshalb auch v stetig nehmen diirfen. Und weil
v eine Nullstelle hat, sage xo € [a, b] finden wir, mit % —|— 2 =1, wie im Beweis von Lemma

[6.2.7] dass
/ v'(s)ds

(s)” ds|

[0l copa) = sup [v(z)| = sup [v(z) —v(zo)| = sup
xz€|a,b| z€la,b| z€|a,b|

/ s)ds / [u/(s)] ds <
<(b-a) | ||LP (a.d)
und wir finden fast genauso

1 b
‘b /u(s)ds <

Zusammen ergibt dies

= sup 1ds

x€[a,b]

11
s)lds < (b—a)s ||u||LP(a,b) :

U($)+bia/a u(s)ds| <

b
ﬁ/ u(s)ds

Um auch in héheren Dimensionen derartige Sétze beweisen zu koénnen, braucht man
einige Abschétzungen.

HUHCO[a,b] = Sup
z€[a,b]

< ollcopey + < cllullyiogay -

9.1.2 Fiir p < n von W (Q) zu L?(Q)
Aus der Definition folgt sofort, dass W' (Q) C LP (©2) und dass

[ull 1oy < llullyrpgqy fiir alle u e Whr(6).

Die Frage ist, ob man das p in L? (€2) noch etwas verbessern kann und der folgende Satz
liefert uns die Antwort im Fall, dass p < n.

Theorem 9.1.1 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung) Sein € N* und p €
[1,n). Fiir alle u € CHR™) gilt

n—1)
el 22 gy < S 1Vl oy

Beweis. Angefangen wird mit p = 1. Weil u einen kompakten Tréger hat, findet man

T ou
u(z) = / ay(xl,...,yi,...,xn)dyi,

()] < / Vo o) dys
R
z)| §Hizl/R\Vu(xl,‘..,y,-,...,:zcn)|dyi.
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Nach z; Integrieren liefert

/|u(:p)|nn1dx1 S/ <Hé1/|Vu(:1:1,...,yi,...,xn)|dyi> dry = (%),
R R i= R

WEeil der erste Term im Integral nicht von x; abhéngt, kann man schreiben

= (/}R\Vu(yl,xg,..., \dyl) /HZ 2(/ |Vu( a:l,...,yl,...,xn)]dyi) dy.

(9.1)
Verwenden wir wiederholt die Holder-Ungleichung, dann kann man zeigen dass:

/|a2 Ty < (/|a2|d.r) (/|an|dx)

Diese Version verwenden wir um ({9.1)) abzuschétzen durch:

*) < (/R|Vu(y1,:c2,...,xn)\dy1)nilH; (//\Vu(a:l,...,yi,...,xn)|dyidx1)nil
</|Vu|dx1) i (// V| da; dxl) o 0.2)

Als néchsten Schritt integrieren wir nach x5 und folgern aus , dass

//|u]ny—11 dridzs < (//|Vu|da:1dx2> 3(///|Vu|da:zdx1dx2) o
RJR i=

(9-3)

1
n—1

Wenn wir nach x5 integrieren, folgt aus (9.3)), dass

///|u|”n1d$1dx2dx3§
(/ / / ’Vu’dxldxgdxg) 24( / / / / Vi dxldzld%dxg) o o

Wenn wir diese Abschéitzungen fortsetzen, finden wir schlussendlich, dass

N e
|u|"=T dx < ( |Vul dx) :
R R”
und damit haben wir das gewiinschte Ergebnis im Falle p = 1 bekommen.
Fiir p € (1,n) geht man wie folgt vor
1 =
<|u| n- pp> ’ dx) =
np=1)

- |u|nnppd:v=/n <|u|(7; 113;;) dr < (/
- (%) (/ u| =7 ]Vu]‘dx)n_l < (9.5)

Mit der Holder-Ungleichung folgt

n_ 1
= np=1) p_ e
H (=) ( Jul = d:c) ( IVulpd:c) =
P R™ R™
p

1 n 1

_n_ " EnTT n—1p
— () ( [ul %5 dm)” ( |Vu|pdx) ’
P R™ Rn
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und man findet, weil 1 — 22=1 — =P > (), dass
p n— pn n—
n—p n n

(/n |u|n=r dx) < (—%:210) " </n |Vul? dx)

Diese Gleichung liefert genau

B =

n—1
lull e < EE T

LA p(sz)

m
Korollar 9.1.2 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und 92 € C*. Sei p € [1,n). Dann
gilt WEr(Q) € Ln-7(Q) und es gibt sogar ¢ = c(n,p, Q) derartig, dass

Il 2, gy < €. [l Sir alle w € W),

Fiir solche Q) und p gilt also o
WP (Q) — Lnr(Q).
Beweis. Weil Q beschrinkt und 992 € C! gibt es eine Fortsetzung E'(u) mit

E'(u)jq = u und HEl(u) < Ok lullyrn -

vy

Als néchstes benutzt man die Glattungsfunktion ¢/, und man findet eine Folge
U = P1/m * B (u) € CH(R™)

derartig, dass u,, — E'(u) in Wh?(Q). Weil

Hum - ukH < C(napa Q) H'U,m - ukHWI’P(Q) - 0’

_np_
L7=7(Q)
ist {w,} -, eine Cauchyfolge in L%(Q) und konvergiert zu einer Funktion v. Weil

Ju— UHLP(Q) < flu— umHLP(Q) + [Jum — UHLP(Q) <

1
S HU — umHWl,p(Q) + |§2|TL ||Um U” n P(Q) - 07

folgt, dass u — v =0 und u = v € Ln-»(Q). Weil u,, — E'(u) in L7 (R") und

1
< (n )p HvumHLp (Rn) < (n pp HumHWlp Rn) =

< n;w (Hum - El(u)HWLp(Rn) + HEl(U)HWLp(Rn)> <

< 202 (g, — B )|y gy + Co [l )

gilt auch
1
||U||an—_"p(m < Hum = B (w)| e, S [t [ 2z S Ry S
< Jlum = B @], 1, gy + 22 (It =l + C Ml )
%C’E ||u||W1,p(Q) fiir m — oo,

und die Abschétzung ist bewiesen. ]
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Korollar 9.1.3 Sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet und sei p € [1,n). Dann gilt
Wy (Q) C L7775 (Q) und es gibt sogar ¢ = c(n, p,Q) derartig, dass

lull 22, o < el p, Q) [ullyrog fir alle uw € Wo™().

L7 (Q)

Beweis. Weil W, 7(Q) = CgO(Q)”'HWI’p(“) gibt es, unabhiingig von der Regularitit des
Randes, eine Folge u,, € C2°(Q) mit [Jum — ullyy1pq) — 0 fiir m — co. Man kann diese

Funktionen auflerhalb 2 durch 0 fortsetzen und verfahrt weiter wie oben. ]

9.1.3 Fiir p >n von W'?(Q) zu C*7 (Q)

Theorem 9.1.4 (Morrey’s Ungleichung) Sei n € NT und p € (n,00]. Dann gibt es
Cpn > 0 so, dass fiir alle uw € CH(R™) gilt

el o1 gy < €on el -

Beweis. Fiir p = oo findet man

u@) ~ u ()
— Nelgos gy = Nl gy + sup LEL =20

Jullgna- -
r#YyeR” |ZL’ y|

P (R")

Setzt man z =z — y und v () = u (x + tz), so findet man fiir ein ¢ € (0,1), dass
u(z)—u(y)=v(1)—v(0)=2"()=(x—y) Vu(z+tz).

Dies bedeutet, dass
o 02 =0 0)

< [Vull poo
r#YyER" |ZL’ - y| L)

und das Ergebnis ist bewiesen.

Fiir p < oo fingt man an eine solche Abschétzung auf einer Kugel B,.(0) zu beweisen.
Wie im Beweis von Theorem ist der erste Schritt eine passende Beziehung zwischen
u und Vu herzustellen. Fir € 0B,(0) hat man

/tlox.(Vu) (tx)dt‘ < s/tlo‘vu(txﬂ dt

/tlo 9 (u(ta)) dr

und so auch

1
/ |u(z) — u(0)| do, < s/ / \Vu(tz)| dtdo, = (9.6)
9B (0) 9B (0) J =0

Wir substituieren w = 7 = £ und p = [tz| = ts und finden

.—s/ / |Vu(pw)| dps” Ydw
|w|=1 J p=0

= [ [ (Tt el ) s =
|w]=1 J p=0
s / (IVuy)| [y dy < s / Valy)| [y dy.
Bs(0) B, (0)
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Wir schreiben w,, = |, 981 (0) ldo. Es folgt
10B,(0)| = / ldo = w,r" " und |B,(0)] = / lde = Znpn.
9B:(0) B1(0) n

Das Integrieren mit s von 0 bis r liefert uns:

A%mwuﬁ—umﬂmxé(éﬂJVMwlWP”ww><AZW*®)=

r’ n
=— IVu(y)| |yl dy <
n JB.(0)

p—1

,r.TL _n D P %
< — (/ [y| e d"J) </ Vel dy) N
n B, (0) B,(0)

p—1

= [5Has) T (] vura) -
n 0 +(0)

_1
wn ¥ 1\ nien
_ Wn (P_) r v [[Vull ogs, 0y -

n p=n
So finden wir fiir eine Abschétzung fir |u (y)|, ndmlich dass
|u(x)| dx +/ lu(z) —u(0)] dx <
Br(0)

1-1 2 L
< |B.(0)] /p||u||LP(BT(O))+ o (;;—_:L) T IVUll o, 0)) 5

5.0 u0)| < |

B (0)

und wir folgern, dass fiir r = 1 und 0 = y und sogar fiir beliebige y € R", folgendes gilt:

1) < e (1l + IVl o0y ) <

< ug (1l ogeny + 1Vl oy ) < g lllirogeny

Wenn man anschlieffend das Supremum nimmt, findet man
(9.7)

[ulloe < np l[ellwingany -

Fiir den zweiten Term in den Norm miissen wir MZ)——_;SZ)' abschétzen. Sei nun y, z € R”

mit z # y und setze r = |y — z|. Siehe Abbildung (9.1}
Weil B, (% (y + z)) C B.(y) N By(2) finden wir, dass

B O] 1)@= [ lol) — el <
B2l 5 (y+2

u(y) — u(z)| dz

< /BT/z(é(yan)) ) ldrt /Br/2(§(y+z))
u(z) —u(y)| dx ul) —ulz)|de

<AM'” ldo+ [ Ju(o) - u(z)| dot <

u(z) — u(z)[dr <

B, (z)

wlfl/p _ 1—2 ntl—=n
< = (%) B <||vu||LP(BT(y)) + ||vu||LP(BT(Z))> <

wi—i/p _ -3 ntl—=n
< 28— (%) T |Vl o, yore . 2))
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Abbildung 9.1: y und z und die Kugeln

und mit ‘BT/Q(O)‘ = wy, (17’)”_1 folgt

uly) — u(2)
ly— 2|7

< Cnp ||vu||LP(R") : (9.8)

Wenn wir in das Supremum fiir y # z € R™ nehmen, gibt dies uns die passende
Abschétzung:

[u]1—% < Cnp ”U“WLp(Rn) : (9.9)
Kombiniert man und , dann folgt:
el o3 gy = el + [y 2 < Cop Il oy -

Korollar 9.1.5 Sei @ C R" ein beschrinktes Gebiet und o0 € C'. Nehme an u €
WhP(Q) mit p € (n,00]. Dann gilt u € C*' "2 (Q) und es gibt ¢ = ¢(n, p, Q) derartig, dass

”U’“COJ—%(Q) S C(nvpa Q) ”u”WLP(Q) .

Also gilt o
W (Q) — C"' % (Q).

Beweis. Man nehme wieder die Fortsetzung E'(u) und man findet
U = P1/m * B (u) — E'(u) in WHP(R™).
Wegen dieser Abschitzung folgt

|t — ukHCOvI*%(Q) < C |t — uk”Wm(Rn)
und dass {u,,}°°_; eine Cauchyfolge in C*'~7 () bildet. So hat {u,,}>>_, einen Limes
ve ™ (€2). Weiter geht man &hnlich vor wie in dem Beweis von Korollar mit nur

einer Ausnahme, némlich v = v £.ii. Man findet ja eigentlich nur, dass u einen C*' " (Q)-
Vertreter hat. m
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Variationsrechnung
Kapitel 10 N7

| Y —
Funktionenridume und ihr A\

Zusammenhang 11

10.1 Morrey, Gagliardo, Sobolev und Nirenberg

Wir konnen die beiden Hauptergebnisse aus dem letzten Kapitel kombinieren um weitere
Einbettungssétze zu formulieren.

Definition 10.1.1 Sei 2 C R™ ein beschrdnktes Gebiet und sei X ein Hélder- oder
Sobolev-Raum auf Q). Wir definieren den Regularititsindexz N (X) wie folgt:

o Fiir Ck7 (Q) mit k € N und v € [0, 1] setzen wir
N (C*(Q)) = (k,k+7).
o Fiir W*P (Q) mit k € N und p € [1,00] setzen wir
N (W () = (k. k= n/p).
o Wir schreiben N (X) > N (Y), wenn N (X), > N (Y), und N (X), > N (Y),.

Theorem 10.1.2 Sei @ C R” ein beschrinktes Gebiet mit 0 € C. Seien X und Y
Hoélder- oder Sobolev-Rdume wie in Definition[10.1.1. Dann gilt folgendes:

NX)>N({)=X =Y.

Bemerkung 10.1.3 Meistens braucht man fir X — Y nur N(X) > N (Y). Es gibt
jedoch einige Ausnahmen:

o Fiirp=n#1 gibt es keine Einbettung von W*™ (Q) nach Wk=12 (Q).
Bemerke, dass
N (WE (@) = (k= 1) > (k= Lk —1) = N (W= ().

Fiir eine komplette Ubersicht zu diesen Einbettungen verweisen wir auf dem Buch von
Adams und Fournier, [1, Theorem 4.12].

Ubrigens gilt WF=12 (Q) = C*=11 (Q) im Sinne, dass jede Funktion in W*=1%°(Q)
einen Vertreter in C*~ 41 (Q) hat.

105
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Bemerkung 10.1.4 Man kann auch zeigen, dass X —Y = N (X) > N (V).

Bemerkung 10.1.5 Im folgenden Beweis werden Korollar[9.1.9 und Korollar[9.1.5 if-
ters verwendet, und das gelingt nur, wenn man auch in den Zwischenschritten nicht einen
der in Bemerkung genannten Fdlle begegnet.

Beweis. Wir miissen 4 Félle unterscheiden.

1) Wenn X = C*7 (Q) und Y = W7 (Q), dann folgt aus N (X) > N (Y), dass k > £.
Die Einbettung folgt sofort.

2) Wenn X = Wk (Q) und Y = W% (), dann bedeutet N (X) > N (Y), dass

k>Cundk— 2 >0— " (10.1)
p q

Fiir k = { folgt p > ¢ und das Ergebnis folgt aus [[ul|,q) < |Q|%7% [wll o (q)-

Fiir £ > ¢ nehmen wir erst an, dass % ¢ N und wir setzen m = [ﬂ Wenn £k < m +/
gilt, findet man durch wiederholte Anwendung von Korollar [9.1.2] dass

WhP (Q) — WE L35 (Q) = W25 (Q) — ... — Wht-ms (Q) (10.2)

und die Bedingung in 1} liefert W* =0 (Q) — W4 (Q). Wenn k > m + ¢ gilt,
findet man:

WEP () — WE1R5 (Q) & W 255 (Q) — ... — WF™am (Q) (10.3)
und mit Korollar [9.1.5] dass

n—mp

kam,nfifnp (Q) N C«kfmfl,lf m

(Q) = CH 757 (Q) = Whe(Q). (10.4)

Wenn 2 € N, dann fangen wir an mit W*? (Q) — W*P=¢(Q) fiir € > 0 aber geniigend
klein und benutzen den Spielraum, den wir durch die Ungleichung in haben.

3) Wenn X = C*(Q) und Y = C* (), dann bedeutet N (X) > N (Y), dass
entweder k > £ oder k = ¢ mit v > §. Wenn 9Q € C%!, dann gibt es eine Konstante cq
s0, dass es fiir jedes Paar Punkte x,y € Q eine glatte Kurve k : [0,1] — Q mit £ (0) =
und k (1) = y gibt mit

1
o=yl < oyim [ WOt <enlo -y,
0

Wenn man diese Kurve nach Bogenldnge umparametrisiert und dann den Mittelwert-
satz anwendet, gibt es s € (0,¢,,) derart, dass

u (@) —uy)] = [u(k (loy) —u(k(0)] = |luy gu(k(®),_ | =
= Loy [Vu(k (s)) - K (s)] < loy [Vu (k (5))] < calz —yl[Vu(k(s))].
Es folgt, dass
Jufz) —u(y)|
|z =y
WEeil auch folgendes gilt fiir 0 < v < 4§ <1,
juz) —u(y)] _ Julz) —uly)

le —y|”  —

< co [Vl poo (o -

D s o
xr — vyl a,beQ
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Abbildung 10.1: Bei nicht-konvexen Gebieten muss man mal einen Umweg nehmen. Wenn
Q ein beschrinktes Gebiet ist, also offen und zusammenhiingend, und wenn 99 € C!
gilt, dann gilt fiir den Umweg ¢, , < cq |z — y|.

findet man die betreffende Einbettungen.
4) Wenn X = WH? (Q) und Y = C*" (), dann bedeutet N (X) > N (Y), dass

k—%>£+7 (10.5)

[y

Wiederum mit m = [%] und % ¢ N, finden wir wie in (10.3]) und (10.4)), dass

().

Wenn & —m — 1 = ¢, dann sind wir fertig weil ((10.5)) liefert, dass

und es folgt, dass

n—mp

Wk,p (Q) SN Ck—m—l,l—

Wenn k£ — m — 1 > ¢, dann sind wir fertig mit Hilfe des dritten Abschnitts. Auch hier
konnen wir im Falle, dass % € N gilt, einen e-Spielraum einbauen. [ ]

10.2 Altes und Neues zur Stetigkeit

Bevor wir uns mit der Kompaktheit beschéftigen, wiederholen und erweitern wir mal kurz
einige der verschiedenen Sorten von Stetigkeit.

Definition 10.2.1 Seien X und V' normierte Vektorrdaume.
1. Die Funktion f: X — V heifit stetig in x € X, wenn:
Veso Joso Vyex : llz —yllx <0 = [If(z) - fW)l <e
2. Die Funktion f : X — V heif§t stetig, wenn:

Veso Vaex Js>0 Vyex : |z — ?JHX <d=|f(z) - fy)l <e
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3. Die Funktion f: X —V heifit gleichmdfig stetigﬂ wenmn:
Veso Jo50 Vaex Vyex t o —yllx <0 =|f(x) = f)ll <e.
Fiir die GleichmdfSigkeit beziiglich einer Indexmenge verwendet man gleichgradig:
1. Die Funktionenmenge {f; : X — V'},_, heifst gleichgradig stetigﬂ inx € X, wenn:
Veso Jos0 Vier Vyex © 2 —yllx <0 = |[fi(z) = fily)] <e.
2. Die Funktionenmenge {f; - X — V'}..; heifit gleichgradig stetig, wenn:
Veso Voex Jsx0 Vier Vyex @ llz —yllx <= [[fi(z) = fi(y)] <e.
3. Die Funktionenmenge {f; - X — V'}.., heif§it gleichmafig gleichgradig stetig, wenn:
Veso Voex Vier o0 Vyex t |l —yllx <0 =|[fi(z) — fily)l| <e.

Fiir V = R gibt es auch noch halbstetigd’ Funktionen:

Definition 10.2.2 Sei X ein normierter Vektorraum.
1. Die Funktion f : X — R heifst unterhalbstetz’gﬁ wenn
Veso Vaex Js50 Vyex 1 |2 —yllx <6 = fly) > f(x) —e.
2. Die Funktion f: X — R heifit oberhalbstetz'gﬂ wenmn:

Veso Voex Jo>0 Vyex : |z — yHX <d= fly) < f(z) +e

Abbildung 10.2: Unterhalbstetig und oberhalbstetig

Aufgabe 30 Stetigkeit und Halbstetigkeit sind auch mit Hilfe von Folgen zu definieren.
Zum Beispiel kann man auch sagen, dass f unterhalbfolgenstetig in x € X 1ist, wenn
fiir jede Folge {xy},; C X mit imy_,ooxp = x gilt liminfy, o f(xx) > f(z). Zeige
(unterhalb)stetig und (unterhalb)folgenstetig sind dquivalente Definitionen.

LgleichmiiBig stetig = uniformly continuous
2gleichgradig stetig = equicontinuous
3halbstetig = semicontinuous
4unterhalbstetig = lower semicontinuous
Soberhalbstetig = upper semicontinuous
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Schlussendlich folgt dann noch schwache Folgenstetigkeit.
Definition 10.2.3 Sei X ein normierter Vektorraum.

1. Die Funktion f : X — R heifst schwach folgenstetig in x € X, wenn fiir jede Folge
{ak}re, € X mit x, = x in X gilt, dass klim f(z) = f(2).
—00

2. Die Funktion f : X — R heift schwach unterhalbfolgenstetid| in x € X, wenn fiir
jede Folge {x}},-, C X mit x, = x in X gilt, dass liminfy_, f(zy) > f(z).

Vielleicht tont diese letzte Definition wie die marode Macke eines masochistischen
Mathematikers, aber es wird sich zeigen, dass genau diese Definition eine wichtige Rolle
spielt in der Variationsrechnung.

Bemerkung 10.2.4 Ubrigens ist schwach folgenstetig stirker als folgenstetig, denn es
gibt im Allgemeinen mehr Folgen {xy}, .y mit x, — x, als Folgen mit x, — x. Denn,
wenn ich schwach bin, so bin ich stark (2. Korinther 12-10).

10.3 Kompakte Abbildungen

Eine Teilmenge K von einem topologischen Vektorraum X heifit kompakt, wenn fiir jede
Uberdeckung von K mit offenen Mengen {O;},; endlich viele dieser offenen Mengen
schon reichen, um K zu iiberdecken. Fiir einen normierten Vektorraum ist die folgende
Definition oft bequemer.

Definition 10.3.1 Sei X ein normierter Vektorraum. Die Teilmenge K heifst kompakt,
wenn jede Folge in K einen Hdufungswert in K hat, oder noch anders gesagt, wenn jede
Folge in K eine konvergente Teilfolge hat mit Limes in K.

Bemerkung 10.3.2 Die Teilmenge M heifit prikompakt, wenn jede Folge in M eine
konvergente Teilfolge hat. Anders gesagt, wenn M kompakt ist.

Aufgabe 31 Kompaktheit in der hier stehenden Definition heifst eigentlich folgenkom-
pakﬂ Fiir einen normierten Raum ist folgenkompakt dquivalent mit kompakt.

Definition 10.3.3 Seien X und Y Banachraume.

1. Die Funktion f: X — Y heifit kompakf|, wenn fiir jede beschrinkte Menge A gilt,

dass f(A) kompakt ist.

2. Die Funktion f: X — Y heifit vollstetid’, wenn f stetig und kompakt ist.

Aufgabe 32 Zeigen Sie, dass eine kompakte lineare Funktion vollstetig ist.

Sschwach unterhalbfolgenstetig = weakly sequentially lower semicontinuous
"folgenkompakt = sequentially compact

8kompakt = compact

Yvollstetig = completely continuous



110 Kapitel 10, Funktionenrdume und ihr Zusammenhang I1

10.4 Kompakte Einbettungen

Theorem 10.4.1 Sei Q C R™ beschrinkt 90 € C*. Seien k, € N und v,6 € [0, 1].
Wenn k +~ > £+ 0, dann ist C*7(Q) < C*(Q) kompakt.

Beweis. Es reicht, wenn wir zeigen, dass C*7(Q) < C*°(Q) kompakt ist fiir v > 0 und
dass C*7(Q) — C*9(Q) kompakt ist fiir v > 4. B
Wenn wir eine beschréinkte Menge A in C%7(€)) nehmen, sagen wir
<

sup ||f||00,v(§) M,
feA

dann gilt fiir alle f € A, dass
|f (@)= f)l <Mz —y|".

Dann sind die Funktionen aus A gleichméfiig beschrankt und gleichméfig gleichgradig
stetig. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli (Siehe Theorem folgt, dass jede Folge in A
eine in C (Q) konvergente Teilfolge hat, die sogar gleichméfig konvergiert. Das heiflt, dass
A prakompakt in C' (Q) ist.

Fiir k¥ > 0 und fiir A eine durch M beschriinkte Menge in C*?(Q) finden wir fiir jede
Folge { fj}j ey dass die eine in C (Q) konvergente Teilfolge hat. Fiir diese Teilfolge gibt
es eine weitere Teilfolge derart, dass {01 fj,,},,cy in C (Q) konvergiert usw. Wir finden so
cine Teilfolge, wiederum {8 f;,,}, . genannt, die fiir jedes v € N™ mit |a| < k in C (Q)
konvergiert. Die gleichméflige Konvergenz zeigt uns sogar, dass

lim 8°f,, =0 ( lim fjm) .
m—0oQ m— o0
Dann gilt f := lim,, ;o fj,, € C* (Q) und es folgt, dass A priakompakt ist in C* (Q)

Fiir C*7(Q) < C*9(Q) reicht dies noch nicht. Es reicht aber wenn wir zeigen konnen,
dass {fj,. } ey €ine Cauchy-Folge ist in Ck0 (Q) Und dafiir reicht es, wenn wir zeigen,
dass fir « € N” mit |a] < k

[0°F,., — 8°F;,). = sup 0% (fi (&) = fi, () = 0 (i () = Jie (W)

a 5
z,y€e |x—y|
nach 0 konvergiert fiir k, ¢ — co. Fiir u € C%7(Q) und 6 € (0,7) gilt
5/
u(z) —u(y u(x) —u(y _
(@)= e @l _ (1) =ul\" ) o1

|z — y](S lz —y|

u(x) —u o 1—s
<('”—(y)') (fu (@) + u (),

B |z —y|”

und wir finden
b 1-6
[ < [u)? (2 [l )"
<

Fiir {fj}jeN - A gﬂt Hfl - fj”ck,v(ﬁ)
Teilfolge { fj,, };cy, dass

2M und es folgt fiir die in C* (Q) konvergierende

=6/
0 Fy = 0 iy < @M (201fs — Fillmy) -

Das bedeutet, diese Teilfolge ist auch eine Cauchy-Folge in C**(Q) und weil C*°(Q)
vollstiindig ist, konvergiert diese Teilfolge in C*°(Q). [ |
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Theorem 10.4.2 (Rellich-Kondrachov) Sei Q C R™ beschrinkt und 0Q € C*.
o Wennp<n undq< % gzlt dann ist die Einbettung WHP(Q) — L1(Q) kompakt.

o Wenn p > n und v < 1— 2 gill, dann ist die Einbettung Wir(Q) « C%(Q)
kompakt.

Bemerkung 10.4.3 Ahnliches gilt auch fir Holder- und Sobolev-Riume héherer Ord-
nung. Wenn X, Y aus den Klassen der Hélder-Rdaume C*°(Q) und Sobolev-Riume WP ()
genommen werden mit N (X) > N (Y), dann ist die Finbettung X — Y kompakt. Weiter
kann man zeigen, dass wenn die Einbettung X — Y ezistiert und N (X), = N (Y),, diese
Einbettung nicht kompakt ist.

Beweis. Wir werden anfangen mit der zweiten Aussage. Weil v < 1 — % gilt, gibt es

S ( 1 —% Theorem [10.4.1| sagt aus, dass C%9(Q) — C%7(Q) kompakt ist. Wegen
gilt WhP(Q) < C%°(Q) und das Ergebnis folgt, wenn wir beides kombinie-

Korollar
ren.

Die erste Aussage ist wesentlich schwieriger zu beweisen. Sei { f;,, },,,cy €ine beschrénkte
Folge in W'P(Q), sagen wir [ fnllwio@ < M. Weil 00 € C' angenommen worden ist,
konnen wir diese Funktionen fortsezten zu Ff,, € WP(R") und wir diirfen annehmen,
dass support (E f,,) C V fiir ein beschrianktes Gebiet V| das Q enthélt. Wir glétten diese
Ef,, mit dem Friedrischen Gléatter und definieren

fi, = e * Efp.

Wir wissen, dass || f;, — Efullpy — 0 fiir € | 0 aber mdchten noch zeigen, dass die

Konvergenz gleichmiBig beziiglich m ist. Fiir v € C!' (R™) mit support (v) C V mit
V cCV gilt

vf(x)—vm:/ | E a2 o) s =

_ /BE(O) o (2) /;0 (%v (x+ tz)) did= —

= /BE(O) 0. (2) /tlo (Vo (x +1tz) - 2)dtdz

und

/V|v€ (x)—v(w)|d:c§/n/5(0) v (2) /;Oswu (z + t2)| dtdzdz

1
= / @e (2) / e | |Vv(zx+tz)|dedtdz
-(0) t=0 Jrr

[ vt )|dx—5/|Vv ) de < |V (/ Vo (z ]”dm) "

Weil man Ef,, € W'? (V) durch v wie oben approximieren kann, gilt auch

fo — EmeU <C€HEmeW1P <C€Hfm”vvlp Q)
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mit ¢ unabhéngig von m. Auflerdem gilt fiir p* = % und % = % + 1}; fiir ein 6 € (0, 1),

dass

el oy < Nallza oy lall o oy - (10.6)

In Theorem haben wir gesehen, dass || .|| 11y < |1Efill 111y So finden wir mit der
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung, dass

€ € 0 €
1£5 = B fnll oy < W oo = Efmll iy 15 = Efamll ¥

0
< (e mllwing) (21Efallry) <
<Ce’ ||meW1vP(Q) < CMe°. (10.7)

Als néchsten Schritt moéchten wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 die Funktionen {f;}, .y
die Bedingungen von Arzela-Ascoli erfiillen. Die Beschréanktheit folgt aus

2@ = l(gex Efn) @] < [ pla =) B (0)]dy <

SN @elloe (s oy 1B fnll iy < ™ Nl pr ) < ecrMe™

und die gleichgradige Stetlgkelt aus

V5 (2)] = (Ve % Efn) ()] < / Ve (z — )| |Efm ()] dy <
Rn
<NVeell poo sy 1B fnll iy < el fmllpry < caMe™

Wegen ((10.7)) gibt es 1 > 0 derart, dass fiir ¢ € (0, &4] gilt

||f7€n - Efm”Lq(V) < 92

Mit Arzela-Ascoli gibt es eine Teilfolge { fol k} von {fil}, oy die gleichméBig kon-
* ) pen

vergiert in C' (V). Dann gilt insbesondere, dass { it k} eine Cauchy-Folge in L7 (V)
* ) ken
ist.
Wegen ((10.7)) gibt es g5 € (0, ¢;] derart, dass fiir € € (0, 5] gilt
1

S —FEfnllrann < =

Mit Arzela-Ascoli gibt es eine Teilfolge { ©2 } von { =2 } , die gleichméfig kon-
2k ) keN bk ) keN

vergiert in ' (\_/) Dann gilt insbesondere, dass { °2 } eine Cauchy-Folge in L9 (V)
keN

mo g
ist.
Dieses Prozedere setzen wir fort.
Wir betrachten nun die Folge { fmkk} e Sei 0 > 0. Wir nehmen j derart, dass fiir
e € (0,¢;] gilt
f — EmeLq(V) < %5-

und finden fiir ¢ > k, dass
Hfmk,k_fmuHLq < HEme—Efm”HLq <
<|

S{kﬂk_Efmk m@é Efmg

€j
mk k my,e

<
La(V)

o+l

€5 — &
M k mye,e

2
< =0 ‘
=3 +

La(v)
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Weil { fﬁ{]k} rey €ine Cauchy-Folge in L4 (V) ist, und { f,f{kk} k> eine Teilfolge ist, kann
man zeigen, dass es k; gibt derart, dass fiir k,¢ > j gilt Hff,fkk — ,f{MHLq(V) < %6. Weil
wir dies fiir jedes 6 > 0 zeigen koénnen, folgt, dass { fmk,k} ey €Ine Cauchy-Folge ist in
L7(Q). |
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Variationsrechnung N7
Kapitel 11 \} 2

A .

Die direkten Methoden

11.1 Drei Hauptbestandteile

11.1.1 Koerzitiv, reflexiv und schwach unterhalbstetig
Um die Existenz eines Minimums fiir das Funktional J im Banachraum X zu beweisen,

benutzt man oft die folgenden drei Bestandteile.

e Koerzitivitatil

Nehmen wir an, dass J wohldefiniert ist auf X und eine untere Schranke hat. Damit
gibt es ein Infimum von J auf X und wenn es ein Infimum gibt, dann gibt es eine
Minimalfolge. Eine Folge {uy},.y C X heifit Minimalfolge, wenn

lim J(ug) = inf J(u).

k—o0 ueX

Definition 11.1.1 Das Funktional J : X — R heifit koerzitiv, wenn
|ul|y = 00 = J(u) = oo,

oder genauer gesagt:

Fiir alle N > 0 gibt es M > 0 derart, dass ||ul|y > M = J(u) > N.

Aus die Koerzitivitdat folgt, dass eine Minimalfolge gleichméfig beschrinkt ist: es
gibt M > 0 mit
Jukl[x < M.

Manchmal wird Koerzitivitdt des Funktionals J auch definiert als:
Es gibt eine stetige Funktion p : [0,00) — R mit lim;_, p (t) = 0o und

J(u) = p(lullx)-

Dann ist sowohl die untere Schranke als auch das Verhalten in oo bestimmt.

Die Koerzivitdt sorgt dafiir, dass eine Minimalfolge uns nicht davonrennt.

'Koerzitivitit = coercivity, koerzitiv = coercive

115
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e Reflexiver Banachraum:

X"=X.

Dann sagt Kakutani (Theorem , dass jede beschriankte Folge eine schwach
konvergente Teilfolge hat. Wenn das Funktional aulerdem nach unten beschrankt
und koerzitiv ist, finden wir, dass eine Minimalfolge {uy},;-, beschrénkt ist in X
und damit eine schwach konvergente Teilfolge {uy,, } hat:

Es gibt also u € X derart, dass u,, — © in X.

meN

Die Reflexivitit liefert einen Kandidaten fir ein Minimum.

Schwach Unterhalbfolgenstetigkeit:
v —= v = liminf J(vg) > J(v).
k—o00

Wenn {uy}, .y eine Minimalfolge in X ist, ist auch jede Teilfolge {us, },,cn €ine
Minimalfolge und es gilt

i, (k) = (0L 7 ().
Wegen der untere Schranke und der Koerzivitéit von J, und wegen der Reflexivitét
von X, gibt es eine schwach konvergente Minimalfolge und man findet mit der
schwachen Unterhalbfolgenstetigkeit, dass

lim J (ug,,) = liminf J(uy, ) > J(a).
m—0o0 m—0oQ
Es folgt, dass
J(u) > inf J(u) = lim J(uy,,) > J(u)

ueX m—oo

und
J(u) = inf J (u).

ueX

Der Kandidat erfillt unsere Wiinsche: er gibt ein Minimum.

Weiter soll noch bemerkt werden, das Stetigkeit nicht ausreicht. Wir haben néamlich
keine konvergente Folge, sondern blofl eine schwach konvergente Folge. Und wieso
verlangen wir nur Halbstetigkeit? Die Antwort ist, dass man meistens halt nicht
mehr erwarten kann.

Theorem 11.1.2 Sei X ein reflexiver Banachraum und sei das Funktional J : X — R
gegeben. Wenn J nach unten beschrinkt, koerzitiv und schwach unterhalbfolgenstetig ist,
dann hat J ein Minimum.

Bemerkung 11.1.3 Man kann X auch ersetzen durch eine Teilmenge A C X, wenn
diese Teilmenge abgeschlossen ist beziiglich der schwachen Topologie, das heifit, wenn aus
A > up — u folgt, dass u € A.

11.1.2 Anwendung auf ein Dirichlet-Problem

Damit wird oft folgendes Randwertproblem angedeutet:

—Au=f in €,
{ u=g¢g auf 09, (1L.1)
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wobei 2 ein beschrinktes Gebiet in R™ ist und die Funktionen f und g vorgeschrieben
sind. Eine dazu passende variationelle Formulierung ist folgende.

Finde ein Minimum fiir .J : {u = u; +uy; us € Wy (Q)}, wobei u, € WH(Q) so ist,
dass T'uy = g und

J(u) = /Q (3 IVul® — f u) dz. (11.2)

Damit dieses Funktional wohldefiniert ist nehmen wir f € L?(Q) und legen statt g die
Funktion u, € W2(Q) fest.

Homogene Randwerte

»Homogene Randwerte” bedeutet, dass u, = 0. Das heifit, wir suchen ein Minimum fiir
J : W,?(Q) = R, definiert durch (11.2).

1. Koerzitiv. Die Ungleichung von Poincaré besagt, es gibt Cp € R so, dass

/qumg Cp/ V| dz.
Q Q

Damit kann man zeigen, dass, anstelle der Standardnorm ||.[1.2(q, auch H.HWOI,2 @)

definiert durch
1/2
2
lellge = ( [ [Fufaz)

als Norm benutzt werden darf. Anders gesagt [|.[|yy1.2(q) und H.||W01,2(Q) sind Aquiva-

lente Normen fiir W, *(€2). Mit Young’s Ungleichung findet man als nichstes

/Quf dr = /Q (e"%u) (72 f) da < § ||u||i2(ﬂ) + 5 ||f\|iQ(Q)'

Nimmt man & = 1C3", so folgt

2 2 2
Jw) > 1 / IVl dz — § ulaq — & 1oy >
2 2
> (1 5C8) fulnag — & 1 12e 2
2 2
> % ||U||W01v2(9) - Cp ||f||L2(Q) )

und Koerzitivitat.

2. Reflexiver Banachraum. W, (1) ist sogar ein Hilbertraum. Man darf also an-
nehmen, dass es eine schwach konvergente Minimalfolge gibt.

3. Schwach unterhalbfolgenstetig. Sei {u;};_, C W,*(Q) eine schwach konvergen-
te Folge mit @ als schwachen Limes. Dann gilt

J(uk)—J(a):/Q%(|Vuk|2—wﬂ|2) da:—/Qf (us — 1) dx
:/QV(uk—u)-Vudx—i—/ﬂ%|V(uk—u)|2dx—/Qf (up —u)dx >
E/QV(uk—u)-Vudx—/Qf (u, — @) dx (11.3)
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Weil uy, — @ in Wy (Q) folgt JoV(ug — ) -Vide —0und [, f (ux —a)dx — 0.
Angewendet auf die oben genannte Minimalfolge finden wir lim J(u,) > J(u). Also
gilt R
J(u)= inf J(u).
ueW,*(Q)
Damit haben wir erreicht was wir wollten: Existenz eines Minimums.

Es sei noch bemerkt, dass im Allgemeinen die Ungleichung [, 1 [V (u; — @) dz >0
in (11.3) nicht ersetzt werden kann durch [, 1|V (uy, — @)|° dz — 0. Das letztere
wiirde eben aussagen, dass [lux — ul[yy12(q) — 0 und die Minimalfolge wiirde stark
konvergieren. Ohne weitere Argumente wird so etwas nicht zutreffen.

Wir haben folgendes bewiesen.

Proposition 11.1.4 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und sei f € L? (). Dann hat
J: W, 2(Q) = R, definiert in , ein Minimum.
Inhomogene Randwerte

Aufgabe 33 Zeigen Sie: Es gibt ein Minimum auch fir den Fall u, # 0.

Ahnliche Funktionale

Aufgabe 34 Sei f € L*(Q) und c € R. Fiir welche der folgenden Probleme hat man die
Existenz eines Minimums? Braucht man dazu zusdtzliche Bedingungen fir f oder c¢?

. inf [ (IVul? +u? = fu) da ;

ueW2(Q)

2. ueI/Il/rllg(Q) Jo (IVul* = fu) d

8. inf [, (|Vu|2 —cu? — fu)dz .

ueW,*(Q)

11.1.3 Ein semilineares Dirichlet-Problem

Die einfachste Erweiterung vom Laplace-Problem zu einem nicht-linearen Problem wére:

{ —Au=tuluf+f inQ, (11.4)

u=>0 auf 09,

Wie vorher ist €2 ein beschrianktes Gebiet in R™ und die Funktion f ist vorgeschrieben.
Wir werden versuchen herauszufinden, fiir welche p und welches Vorzeichen + man eine
dazu passende variationelle Formulierung finden kann.

Als Funktional kéme

J(u) = /Q (g IVl F - f u) dz (11.5)

in Betracht.
Was braucht man damit dieses Funktional wohldefiniert ist? Nehmen wir an, dass
f € L*(f2). So brauchen wir fiir die drei hintereinander stehenden Terme u € W12(Q) N
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LPYY(Q) N L*(Q) und wegen der Randwerte u € Wy (). Wegen der Sobolevschen Ein-
bettungsatz gilt LP*'(Q) € W?(Q),wenn 1 — % > 0 — -2y Das lisst sich umformen

zZu

n+2
< .
p_n—2

Wenn erfiillt ist, ist das Funktional .J : W, ?(Q) — R in (11.5) also wohldefiniert.
Die Zahl p = Z—f% ist die sogenannte kritische Wachstumsrate fiir (11.4)). Fiir die Probleme,
die auftreten bei p > 2 verweisen wir auf eine berithmte Arbeit von Pohozaev [14].
Lass uns das Problem in (11.4) mit + mal genauer anschauen. Eigentlich erwarten
wir nur ein Problem mit der Existenz eines Minimums, wenn in das Minuszeichen

auftritt. Betrachten wir also

J(u) = /Q (% \Vaul? + ﬁ juPHt — f u) dr. (11.7)

(11.6)

Proposition 11.1.5 Sei Q) C R"™ ein beschrinktes Gebiet und seip < Z—J_rg Sei J definiert
in mit f € L*(Q). Dann gibt es u € Wy*(Q) derart, dass

J(u)= inf J(u).

ueW,*(Q)

Beweis. Wegen der Ungleichungen von Poincaré-Friedrichs und von Cauchy-Schwarz gibt
es eine nur von {2 abhidngende Konstante ¢; > 0 derart, dass

J (u)

v

1 2

2 |HVU|HL2(Q) - HUHLz(Q) ||f||L2(Q) 2
2

> a “uHle?(Q) - ||U||WL2(Q) ||f||L2(Q)

und es folgt, dass J koerzitiv ist auf W, ().

VVO1 ?(Q) ist ein Hilbert-Raum und Hilbert-Réume sind reflexiv. Eine minimierende
Folge {u,,}, die beschriankt ist wegen der Koerzivitit, hat dann eine schwach konvergente
Teilfolge {tm,, }pen:

Uy, — T in Wy (Q).

Weil {t,, } oy beschrénkt ist in Wy? (Q) und weil die Einbettung W, (Q) < LPT (Q)

kompakt ist fiir p < 22, hat diese Teilfolge wiederum eine in LP*! (Q) konvergente Teil-

n—2"
folge {umkZ }EEN:

Insbesonders gilt dies fiir p = 1, das heiBt w,,,, — @ in L? (Q). Weil u,,, in L? () sowohl
schwach gegen @ als auch (sogar stark) gegen @ konvergiert, folgt 4 = w. Schreiben wir
wieder {um},, oy fiir diese Teilfolge.

Wir haben schon gesehen, dass fiir eine minimierende Folge {up, },,cy aus u,, — @ in

Wy* () folgt, dass
/|Vum|2 dx > / \Vﬁ|2 dx.
Q 0

Aus der starken Konvergenz in LP™! (Q) und in L? (Q) folgt

U,

,, = Gin LPYH(Q).

Jm [ Sl e = [ Sapt e

lim Up fdr = /ufdx.
Q

m—ro0 Q
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Dies liefert uns

inf  J(u)= lim J(uy)>J(u) > inf J(u).

ueWy % (Q) m—00 ueWy*(Q)

Also ist @ ein Minimum fiir J. ]

11.2 A-priori Abschitzungen

Wenn man ein Minimum des Funktionals J : X — R in dem Banachraum X sucht und
dieses Funktional ist Gateaux-differentierbar, dann gilt fiir ein solches Minimum u, dass
die schwache Euler-Lagrange Gleichung erfiillt ist:

aJ (u,p) =0 fir alle p € X.

Fiir dieses ¢ konnte man u einsetzen und so lassen sich manchmal Abschétzungen finden
fiir den Teil mit den hochsten Ableitungen. Gehen wir zuriick zu . Nehme an, es gibt
ein Minimum u fiir in Wy?(Q) N LPT(Q). Dann ist die schwache Euler-Lagrange-
Gleichung wie folgt:

/Q (V- Ve +alul’ ¢ — f o) de =0 fir p € Wy?(Q) N LPTH(Q) (11.8)
Testen wir jetzt mit ¢ = u, dann folgt
/Q (Ival® +[al"™ - f @) dz =0
und so findet man

IVl = /ﬂ Val?d < /ﬂ (IVal +[al"") dv = /Q fade <

< Wz Nl 20 < Crellfll 2@ IVEll 2 -

Hier ist die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung [|t[| 2 < Cpr ||Vl 12(q) benutzt worden.
Zusammenfassend:

Lemma 11.2.1 Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™ und sei f € L?*(Q). Wenn u €
W2 (Q) N LPTHQ) eine Lisung von ist, dann gilt

||vaHL2(Q) < Cpr Hf”LZ(Q) : (11.9)

Das heif3t, dass wir ohne die Existenz einer Losung betrachtet zu haben und ohne
Einschréankung beziiglich p, schon wissen, dass ein etwaiges Minimum die Abschétzung in
erfiillt.

Ein dhnliches Argument zeigt uns die Eindeutigkeit auch ohne irgendwelche Abhén-
gigkeit von p.

Lemma 11.2.2 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet in R™ und sei f € L*(2). Dann hat
héchstens eine Losung in Wo° () 0 LPHH(Q).
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Beweis. Nehmen wir an 4 und @ in W,(Q) N LPT(Q) sind beide Losungen von (11.8)).
Dann gilt

/Q (V(a—a)-Veo+ (alaf™" —ala"") ¢) de =0 fir p € Wy*(Q). (11.10)
Fir ¢ = @ — @ findet man
0= /Q (IV(@—a)+ (@' —alaf’™) (@ — ) de >
Z/Q|V(ﬂ—u)|2dx >0

und es folgt, dass @ = @. Die Ungleichung gilt, weil (s |s|Pt —t |t]p_1) und s —t die gleiche
Vorzeichen haben. ]



122 Kapitel 11, Die direkten Methoden



Variationsrechnung N7
Kapitel 12 \ )2

- -

Das Maximumprinzip

12.1 Besonderes fiir Funktionale erster Ordnung

Fiir Funktionale erster Ordnung verwendet man meistens einen Sobolev-Raum mit Index
1. Fiir solche Funktionale liefert die Euler-Lagrange Gleichung eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung haben eine Positi-
vitdt erhaltende Eigenschaft. Zum Beispiel gilt fiir

—Au=f in €,
{ u=0 auf 09, (12.1)

mit  C R" ein beschriinktes Gebiet und f € L?(Q) die folgende Behauptung. Wenn f
positiv ist, dann ist auch die Losung u positiv. Genauer gesagt[]:

f20inQ = u>0in

Fiir einen Beweis dieses starken Maximumprinzips verweisen wir auf eine Vorlesung parti-
elle Differentialgleichungen. Eine schwache Form werden wir hier schon nédher anschauen.

Nehmen wir an, dass f > 0 und dass u < 0 auf A C Q. Wir wihlen A sogar derart,
dass A eine Zusammenhangskomponente von {z € Q;u (z) < 0} ist. Wenn u stetig wére,
dann gilt u = 0 auf JA. Es ist nicht sehr klar, ob man so etwas machen kann (ist A ein
Gebiet?), aber leben wir mal geféhrlich. So hoffen wir, dass u auch

—Au=f inA,
{ w=0 auf OA, (122)

erfillt. Mit partieller Integration (ist der Normalenvektor auf dA wohldefiniert?) folgt

jedoch
OS/Vu-Vud:B:—/uAudx:/ufdeO.
A A A

Das heiBt |Vu| = 0 f.i. in A und es folgt, dass u konstant ist in A. Weil u = 0 auf 0A,
folgt u = 0 in A, ein Widerspruch. Also wiirden wir finden, dass A = ) und es wiirde
folgen, dass u > 0 auf . Weil u # 0 fiir f # 0 gilt, hitte man

f>0inQ) = u>0in Q.

IMit f > 0 in € ist gemeint, dass die Funktion nicht-negativ und nicht identisch 0 ist. Fiir Lebesgue-
messbare Funktionen heifit das A{z € ; f () <0} =0 und M {z € Q; f (z) > 0} > 0.

123
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Diese Folgerungen sind ein wenig unsorgféltig. Wir werden es noch hieb- und stichfest
machen. Dazu brauchen wir das folgende Ergebnis.
Lemma 12.1.1 Sei 2 C R" ein Gebiet. Dann gilt

u€ Wh2(Q) = |ul € WH(Q)

mit V |u| = sgn (u) Vu als schwache Ableitung.

Auch gilt
ue Wy?(Q) = |ul € Wy (Q). (12.3)
Bemerkung 12.1.2 Wenn V |u| = sgn (u) Vu € W12 (Q) gilt, dann folgt
Ielllwrz0) = llellwiz) - (12.4)
Beweis. Man sieht sofort, dass |[|ull[;2(q) = |lul[;2(q)- Es ist etwas schwieriger zu zeigen,

dass ||V [ul[| j2(q) = [[Vull2(q)- Sei e > 0. Wenn Q unbeschréinkt ist, dann gibt es R. € R*
derart, dass fiir Qg = QN Br (0) gilt, dass

||U||W1’2(Q) —€= ||U||WL2(QR) < ||u||wl,2(Q) :

Auflerdem gibt es y : [0,00) — [0, 1], definiert durch

(r) = 1firr <R
XAT) = 0firr>R+2

mit [x' (r)] < 1. Es gilt

(L =x ([-]) u (')HWL?(Q) < HUJHWL?(Q\QR) + ||u||L2(QR+2\QR) < 2e.

Wir diirfen also yu statt u betrachten. Oder wir diirfen annehmen, dass €2 beschréankt ist
und weil dies letztere die Notation vereinfacht, tun wir dies.

Wir definieren /. : R — R™ durch
b= @ * |-
Man zeigt direkt, dass

- (s) =5 fir [s| > e,

fir |s| € {0} U e, 00),
| <3¢ fiur alle s,

|0l (s) —sgn(s)| <1 fiir alle s.

Fiir u € W2 (Q) setzen wir

Up () = lijn (u(2))
und behaupten, dass u,, — |u| in W12 (Q). Es folgt sofort, dass

fin =l = [ (B @) = fu 0)]) do < 5 1) (12,5

und mit Hilfe der majorisierten Konvergenz, dass
. . 2
Tim |||V, — sgn (1) V| [y = lim / (6o (1 () = sgm (u (2)))* |V () do

:/Q lim (¢}, (u (x)) — sgn (u (2)))° [V (2)[* dz = 0. (12.6)

n—oo
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Also konvergiert {u,} -, und {Vu,} 2, in L?(Q2). Dann ist {u,} -, eine Cauchy-Folge
in W2 (Q) und deshalb auch konvergent in W2 (Q) und u,, — |u| in W2 (Q). Im Sinne
von schwachen Ableitungen gilt also, dass V |u| = sgn (u) Vu.
Fiir die Behauptung in (12.3) nehmen wir u € Wy* (), € > 0 und betrachten
U (2) = iy (u ()
mit
liyn (s) = layn (s) = Lryn (0).

Wir finden wie in ((12.5)) und (12.6)), dass

gl/n (u) = < Hgl/n (u) = ’u‘”LQ(Q) + ||£1/n <O>HL2(Q) S

< (55 +a 0)) VR 0

H‘V@/ﬂ (u) —sgn (u) VUH‘LQ(Q) = |||Vt (u) — sgn (u) VU|HL2(Q) 0.

Man nehme n; so grof3, dass

i () = Ju <le 12.7
) =l < b (12.)
Es gibt {tn,},,cy C C () derart, dass @, — u in W2 (Q). Weil ’ < 1 folgt es,
dass } 3
Ciym (um) — bijn (u)’ L2(9) < lum — UHL2(Q)
und
[V () =V @], < [ ) Pt = By, () Vi, <
< amxwgwmm—vmlﬂg+H(Umzm)—zmxm)VuLmns
< 1V =Vl gy + | (B () = B, () |,
Weil s +— lZ’l/m (s) stetig ist, und u,, () — u (x) f.i., gilt auch, dass
~’1/n1 (U, () — El/m (u(x)) fi. fir m — oco.
Mit Hilfe der majorisierten Konvergenz folgt dann, dass
< Vg (W) =0, (u)) VUHLZ(Q) — 0 fir m — oo.
Dies bedeutet, dass es m; gibt derart, dass
o () = Dy (W), o < 3 (12.8)
Wenn wir ((12.7)) und ((12.8)) beide verwenden, folgt dass
O jmy (tmy) — o < (12.9)

Man muss nur noch bemerken, dass der Triiger von u,, und ¢, /1 (Um,) identisch sind
(€1/n, (0) = 0) und dass €1/, (um,) als Kombination unendlich differentierbarer Funktio-

nen in C (Q) liegt. Weil man dies fiir jedes ¢ > 0 machen kann, gilt |u| € Wy ().
]
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Korollar 12.1.3 Man definiert vt := max (0,u) und v~ := max (0, —u). Dann gilt u =
ut —u,
ueW?(Q) = utu e WH(Q), (12.10)
weWy?(Q) = utu e W (Q) (12.11)
und fir u e WH2(Q) gilt

lulliyrzo) = IIU+{’12/I/1!2(Q) + HU_HIQ/VL?(Q)' (12.12)

Bemerkung 12.1.4 Die folgende Norm ist hier gemeint:

1/2
||U||W1,2(Q) = (/QU(I)Z diU—i—/Q|Vu (:E)]2 d$) .

Beweis. Man benutze u* = 1 (Ju| + ) und v~ =  (Ju| — v) und Lemma[12.1.1] u

Fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung braucht man mindestens einen Sobolev-
Raum W?2? (Q) und #hnliches wie in (12.10) fiir W12 (Q) gilt nicht fiir W22 (Q):

ue W??(Q) % ut e W (Q).

Betrachte zum Beispiel u (z) = sin (z) auf Q = (—m, 7). Dann gilt

Jul' (z) =

cos (x) fir x >0,
—cos (z) fiir x < 0.

Die Funktion |u| hat keine schwache zweite Ableitung in L? (—m, 7). Wenn v eine solche
Ableitung wére, dann gilt v (z) = — |sin (z)| f.ii. weil starke Ableitungen auf (—m, 0)U(0, 7)
mit schwachen Ableitungen f.ii. iibereinstimmen. Jedoch folgt dann fir ¢ € C§° (—m, )
mit ¢ (0) # 0, dass

[ 0@ -l @) =20 #0

Man kann manchmal auch Funktionen in Sobolev-Réumen mit héheren Index zerlegen
in einen positiven und ein negativen Teil, und so, dass auch (12.12)) erfiillt ist, aber nicht
durch u = max (0, ) + min (0, u). Ndheres dazu findet man in [§, Section 3.1.2].

12.2 A-priori Abschitzungen und Maximumprinzip

Fiir elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist das Maximum-Prinzip ein
sehr wichtiges Instrument. Wenn die Euler-Lagrange Gleichung zweiter Ordnung ist,
bedeutet das, dass das Funktional héchstens Terme erster Ordnung hat. Zum Beispiel
I:Wy?(Q) — R, definiert durch

I(u)= / (2 \Vul® — f u) dz, (12.13)
Q
fithrt uns durch die Euler-Lagrange Gleichung zum Randwertproblem

—Au = fin Q,
{ u = 0 auf 0. (12.14)
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Genauer gesagt, wenn ein Minimum in @ € W,* () hat und @ sogar in C? Q)
liegt, dann erfiillt @ das Randwertproblem in (12.14)). Fiir kann man zeigen, dass
f > 0 impliziert, dass auch v > 0. Das starke Maximumprinzip zeigt sogar, dass fiir
0 # f > 0 sogar folgendes gilt: v > 0 innerhalb von €.

Mit Hilfe der schwachen Euler-Lagrange Gleichung kann man auch ein Maximumprin-
zip beweisen fiir das Minimum von ((12.13)).

Lemma 12.2.1 (Eine sehr schwache Form des Maximumprinzips)
Nehme an, f € L*(Q) und f > 0. Wenn u € Wy(Q) derart ist, dass

0l (u, ) = /Q (Vu-Vo — f @)de =0 fir alle o € Wy*(Q) (12.15)

dann gilt w> 0. Wenn aufierden f > 0 gilt, dann gilt auch v > 0.

Abbildung 12.1: Die Funktion u als griines Seil, die das Minimum liefert fiir bei
einer bestimmten Weihnachtskugelverteilung f. Das Maximumprinzip sagt, dass das Mo-
del sich so benimmt, wie wir hoffen: f < 0 impliziert « < 0. Denn héngt man Gewichte
am Seil, dann geht es nach unten.

Bemerkung 12.2.2 Wie gesagt, der Grund, wieso ein solches Maximumprinzip nur fir
Funktionale J mit héchstens Ableitungen erster Ordnung gilt, ist folgender:

ue W2 (Q) =ut e WH(Q) (12.16)

Ahnliches wie in fiir W12 (Q) hat man nicht fir W2 ().
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Beweis. Man hat fiir u € W,?(Q), dass auch u*,u~ € W,*(Q). Setzt man ¢ = u~ ein
in ([12.15]) so findet man

OS/‘Vu‘}zdx——/Vu'Vu_dx——/fu_deO.
Q Q 0

Es folgt |[Vu~| = 0 und weil u~ € W,?(Q), dass u~ = 0 und so u > 0. u

Wie wir schon gesehen haben, hat das Funktional ((12.13]) ein eindeutiges Minimum
u € I/VO1 2 (©). Wir kénnen mit Hilfe dieses Maximumprinzips die Funktion @ vergleichen
mit den Minimallosungen von

Li(u) = / (3 |Vul|® — f+ u) dz und Ir(u) = / (2 Vul|® — f~ u) dz, (12.17)
Q Q
wobei fT =max (0, f) und f = f*— f~.
Korollar 12.2.3 Seien i, uq, us die Minima von I, I beziehungsweise Iy aus und

. Dann gilt

U= Uy — Uy und uq,us > 0.

Also gilt auch —uy < U < uy.

»
-

Abbildung 12.2: Links —f~ < f < f* und rechts —us < u < uy.

Beweis. Das Funktional I ist strikt konvex auf I/VO1 2(Q) und hat also hochstens ein
Minimum @ und fiir dieses Minimum und nur fir dieses Minimum gilt 0I(a, ) = 0.
Ahnliches gilt auch fiir I; und I und weil

3I(U1 - umo) = 311(’&1, 90) - 8[2(u2, 90) =0,

folgt © = u; — uy. Wegen Lemma hat man uq,us > 0. [ |

Korollar 12.2.4 Sei Q C R" derart, dass 2 C Br(0) und nehme an, f € L¥() mit
1l ooy < M. Wenn u € Wy (Q) derart ist, dass (12.13) erfillt ist, dann gilt

M 2
HUHLoo(Q) < %R :

Beweis. Setze v(7) := 5~ M (R? — |2[*) und bemerke, dass 0 < v < X R? ynd —Av =
M > |f| in Q gilt. Damit folgt 0 < (v —v)" < u* und man hat (u—v)" € Wy?(Q).
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Dann findet man

0

IN

/ !V(u—v)+|2da::/V(u—v)-V(u—v)+da::
Q Q
= /Vu~V(u—v)+dx—/VU-V(u—v)+d:c:
Q Q
= /f (u—v)erx—i—/Av (u—v)" dx =
Q Q
= /(f—M)(u—v)+dx§O.
Q
Wir haben partiell integriert und dabei benutzt, dass (v —v)" = 0 auf 9Q. Wiederum

folgt (v —v)" = 0 und es gilt u < v. Ebenso zeigt man (u +v)~ = 0 und es folgt, dass
u > —v. Dann gilt auch, dass

< _ M e
||U||Lo<>(9) = ||U||Loo(9) T on
|
12.3 Anwendung auf ein semilineares Problem
Wir betrachten nochmals das Funktional in ((11.7)), ndmlich
J(u) = /Q (% Vul® + 25 uP ™ = f u) dx. (12.18)
Die schwache Euler-Lagrange-Gleichung ist wie folgt:
/ (Va-Veo+alu' ¢ — f ¢)dr =0 fir p € Wy?(Q) N LPHH(Q) (12.19)
Q

Das oben genante Maximumprinzip benutzen wir fiir die folgende a-priori Abschéitzung.

Theorem 12.3.1 Sei f € L*(Q) und seien uy, us die Minimallésungen von I, beziehungs-
weise Iy wie in . Fiir jede Punktion @ € Wy*(Q), die die schwache Buler-Lagrange

Identitdt erfillt, gilt dass

IN

U2 ﬂgul.

Beweis. Aus Lemma folgt us < 0 < uy. Fast wie oben finden wir
/Q‘V(a—ulffd:c:/QV(a—ul)-V(a—ul)erx:
= /QVH~V(1_L—U1)+dx—/QVu1-V(ﬂ—u1)+dx:
— /Q (—alaf’™ + f) (@ —up)" do — /Qf+ (@ —up)" dr =
_ —/Qa P (@ — )" do — /Qf (il — )" dz < 0.

In der letzten Abschitzung haben wir benutzt, dass u; > 0, denn wenn u > wu, gilt,
dann folgt @ > 0 und wenn @ < wu; gilt, dann folgt (@ —u1)™ = 0. Wir finden so, dass
V(i —u)" =0, also (i —u)" = cund weil (@ —u;)" € Wy*(Q) gilt, findet man sogar
dass (@ — u1)" = 0. Das bedeutet @ < u;. Auf dhnliche Art folgt @ > us,. [

0

IN

+
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Bemerkung 12.3.2 Der Beweis hier fordert in keinem Schritt, dass der nichtlineare
Term wie eine Potenz aussieht sondern nur, dass die Ableitung g das richtige Vorzeichen
hat. Das dhnliche Ergebnis folgt also auch fir

J(u) = /ﬂ (2 |Vul + G(.,u) — f u) dr, (12.20)

wenn G (z,u) = [ g(x,s)ds und g € C(Q x R) derart ist, dass ug(z,u) >0 fir (z,u) €
Q xR gilt.

Dieses Ergebnis konnen wir wie folgt benutzen fiir (11.7)):

J(u) = /Q (% Val® + iy [ul™ = u) dz, (12.21)

wenn p superkritisch ist, also fiir p > Z—Jjg Wir nehmen zusétzlich f € L>*(Q). Statt

12.21)) betrachten wir (12.20) mit G(.,u) = G (u) fiir M € R* mit
,

Curla) = Juf™ if |ul < M,
u) =
M TMP- 1u - 2(erl)Mf‘”rl if |u| > M.
Jetzt ist
JM(u):/ (3 [Vul® + Gar(u) — [ u) da (12.22)
Q

wohldefiniert auf W,?(Q) und sogar fiir jede M > 0 hat man
Ju € CY(Wy?*(Q),R). Wegen der Bemerkung und der
vorhergehenden Theoreme finden wir, dass das Minimum wuy; fiir
die folgende a-priori Abschétzung erfiillt:

[nr | oo ) < 2—R2 11| oo (12.23)

By M
Hier haben wir R derart gewéhlt, dass Q2 C Bg(0). Die Abschét- L ufr und Gy (u).
P

zung in (|12.23]) ist unabhéngig von M.
Nehmen wir jetzt M; > 5-R? [ £l oo () dann folgt, dass G, (uar,) = ]ﬁ luag, [P und

damit erfiillt uy;, nicht nur die Euler-Lagrange Gleichung fiir (12.21]) sondern sogar die
fiir ((12.20)). Es gilt sogar, dass

J(upy) = I (upg,) = inf Ty (w) < inf J(u) < J(uag).
ueWy*(Q) ueWy*(Q)

Ubrigens hétte man auch statt G die folgende Funktion verwenden kénnen:
G (u) = min (G (u) , G (M)).
Obwohl G nicht differenzierbar ist, ist Jy; Gateaux-differentierbar.

Aufgabe 35 Wir haben fir (12.21) angenommen, dass f € L*(Q)). Zeigen Sie, dass
man auch fir f € L*(Q) ein Minimum in Wy* (Q) findet fiir p > otz
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A .

Extrema und Sattelpunkte

13.1 Stationire Stellen

Die erste Frage, die einem beziiglich Variationsrechnung bei einem Funktional J : X — R
einféllt, ist, ob dieses Funktional ein Minimum hat. Wenn J differenzierbar ist und es ein
Minimum hat in @ € X, dann folgt die Euler-Lagrange-Gleichung

0J (u,¢) = 0 fir alle ¢ mit @+ ¢ € X.

Fir J : I/V(lo’)2 (Q) — R, definiert durch

I (u) = /Q (L Val? + G (u,2) — f () u(x)) da, (13.1)
mit f € L? () und G differenzierbar, wird dies zu
/Q (Vu(z) Vo (x)+ Gy (u(x),z) ¢(z) — f(z)p(z))d fir alle ¢ € I/V(lo’)2 () (13.2)

Wenn u +— G (u,z) konvex ist und G (u,z) = O (u?) fiir |u| — oo, dann hat J; ein
Minimum. Wenn u — G (u, z) differenzierbar ist, dann bedeutet konvex in u, dass u +—
Gy (u, x) eine wachsende Funktion ist.

Lemma 13.1.1 Sei Q C R" ein Gebiet. Sei G € C! (]R X ﬁ) konvex in u und sogar
derart, dass es ¢; € Rt gibt mit

G (u,z) > cru® — co.

Wir schreiben u; € W, (Q) fir die Funktion, die mit f € L*(Q) minimiert in
Wy? (Q). Dann gilt folgendes:

fi > fo = uy > uy,.

Ist G € C! (R X ﬁ) sogar strikt konver in u, dann gilt fir die Funktion uy € W2 (Q),
die das Minimum von iiber W12 (Q) ergibt fiir f € L* (Q), folgendes:

fl > f? = up > Ufy -

131
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Beweis. Man hat
0= /Q (V(up, —up) - Vot (Gu(up,v) = Gu(up,x)) o — (fi — f2) p)dz (13.3)

und weil man zeigen mdochte, dass uy, — uy, < 0, testen wir mit ¢ = (uy, — Uf1)+. Wir
betrachten die drei Terme einzeln. Es folgt erstens, dass

/V(ufl_ufz)'v<uf2_uf1)+dx:_/’v(qu_uf1>+|2dx§O'
Q Q

Konvexitat mit Differenzierbarkeit liefert, dass die Funktion s — G, (s, ) wachsend ist.
Dies bedeutet fiir den zweiten Term, dass

(Gu (s1,7) — Gy (82,7)) (851 — s2) > 0 fiir alle s1,80 € R

und auch, dass
/ (Gu gy, ) — G (ugy. ) (g, — g) " dx < 0. (13.4)
9]

Weil auch noch
- /Q (fi — fo) (upy —up) dr <0

gilt, miissen diese drei Terme einzeln 0 sein und es folgt (uy, — uf1)+ = c. Im Fall, dass
up,, up, € Wy (Q) gilt, folgt ¢ = 0 und (uy, —uy,)" = 0. Das heit uy, > uy,. Im Fall,
dass wir nur uy,, u;, € W% (Q) annehmen, finden wir noch immer (uys, — uy)" = ¢. Um
zu zeigen, dass ¢ = 0 gilt, verwenden wir jetzt die strikte Konvezitdt von G. Wenn ¢ > 0

gilt, finden wir eine strikte Ungleichung in ([13.4) und dies gibt den Widerspruch. ]

Pi mal Daumen kann man sagen, dass man bei einem Minimum von lokal ein
Maximumprinzip hat. Ein Minimum bedeutet, dass J in Ndhe des Minimums konvex ist
und nur dann liefern die erste beiden Terme in das richtige Vorzeichen.

Auch bei einem Sattelpunkt fiir ein Funktional der Form in ist die Euler-
Lagrange-Gleichung erfiillt. Hier kann man jedoch kein Maximumprinzip erwarten,
denn fiir einen Sattelpunkt gibt es eine nicht-konvexe Richtung und fiir ein v € Wy? ()
in dieser Richtung geben die ersten beiden Termen in das falsche Vorzeichen.

Definition 13.1.2 Sei @ C R" ein Gebiet, (W (), [|-]) ein normierter Raum, X C
W (Q) und sei F € C* (2 x R x R"). Betrachte das Funktional J : X — R, definiert
durch

J(u) = /QF(x,u(x),Vu(x)) dx.
Sei u € X derart, dass
0J (U, ) =0 fir alle p € W () mit a+ ¢ € X. (13.5)
e J hat ein lokales Minimum in u, wenn es € > 0 gibt derart, dass

J(u) > J(a) fir alleuw e X mit |ju—al <e. (13.6)

e J hat ein lokales Maximum in u, wenn es € > 0 gibt derart, dass

J(u) < J(a) fir allew e X mit |ju—al <e. (13.7)
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e J hat einen Sattelpunkt in u, wenn J in u kein lokales Minimum und kein lokales
Mazimum hat.

Bemerkung 13.1.3 FEin Sattelpunkt in . bedeutet also, dass u die schwache Euler- Lagrange-
Gleichung erfillt und es fir jedes ¢ > 0 Funktionen u. und u. in X gibt mit
llue — al| < e und ||u. — G| < € derart, dass

J(ue) < J(u) < J(ae).

Bemerkung 13.1.4 Fiir Funktionen von R oder R? nach R kann man sich sofort vorstel-
len, was man unter einem lokalen Minimum, lokalen Mazximum oder Sattelpunkt versteht.
Funktionen auf hoher dimensionalen Gebieten lassen sich mit Bildern schon schlechter
darstellen. J : Wy* () — R fingt sogar in dem unendlich dimensionalen Raum W, (Q)
an.

Abbildung 13.1: Lokales Minimum, lokales Maximum und Sattelpunkt fiir f : R* — R.
Wenn das Extremum lokal ist, findet man meistens auch noch einen Sattelpunkt in der
Néhe.

13.2 Lokales Minimum

Das Minimierungsproblem

min (1 VuQ—l—LupH—fu)dx
ueWOLQ(Q)/Q g [Vul + e ful
haben wir ausgiebig betrachtet. Was passiert, wenn man das Pluszeichen durch ein Mi-

nuszeichen ersetzt?
Schauen wir uns das Problem mal an:

J(u):/Q(%|Vu|2—lﬁ|u|p+l—fu> da. (13.8)

Wenn p > 1 kann man, jedenfalls fiir kleine f, ein lokales Minimum nahe bei u = 0
erwarten. Um genauer zu sein; wenn der Term P 1 superlinear und subkritisch ist,

dass heifit p € (1 "—*2), dann finden wir mit:

' n—2

1
pregl

e der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung |[ul| 12 (q) < cp [[[Vul]|2(q) fiir alle u € Wy (Q);

e der darausfolgenden Aquivalenz der Normen H‘HW01,2(Q) = [Vl 2 wnd [|[lyy1.2q)
auf W,* (Q);
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e der Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung

[ull o) < €5 lullynzgg) fiir alle w € W2 (Q);

dass

=~
£
%

1
|| |er —cCp ||f||L2(Q) ||u||W01’2(Q) (13.9)

2
% ||U’||W01’2(Q) + cp ||f||L2(Q) ||u||W01’2(Q) (13.10)

2
% ||u||W01’2(Q)

=~
£
I

und damit hat man folgendes Bild fiir u — J(u), wenn [|f]| 2, geniigend klein ist.
Grafisch ist es dargestellt in Abbildung [I3.2] Im hellen Bereich konnte man ein Minimum
vermuten.

J(u)

/\Huﬂwgﬁ(m

\

Abbildung 13.2: Obere und untere Schranke fiir J(u).

Lemma 13.2.1 Sei (2 C R" ewn beschrinktes Gebiet mit n > 2 und sei 1 < p < Z—f;
Dann gibt es € > 0 derart, dass das Funktional J, definiert in , fiir alle f € L?(Q)

mit || fll 2y < € ein lokales Minimum hat.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g, : [0,00) — R definiert durch

Cs
1.2 Pt

gi(s) = 35 | —cpts.

Aus (13.9) folgt, dass J (u) > g <HuHW1 2 Q)> mit ¢ = || f|[ ;2(q)- Man zeigt mit elementaren

Methoden, dass gq ein lokales Maximum hat fiir s = so := ?+/1/cs. Nehmen wir ¢ > 0
derart, dass

cpt so < go(So)-

Also dann gilt ¢; (so) > 0 und s +— g;(s) hat ein positives Maximum in irgendeinem
s > 0.

Weil J(0) = 0 gilt, bedeutet dies, dass fiir |[f]|,2q) < ‘ZZ’J 52 das Funktional J ein
nicht-positives Infimum hat auf

B, (0) := {u € W () ullyr g < 50} .

Dann gibt es eine minimierende Folge {up,},, oy in By, (0) und wegen des Theorems von
Kakutani hat diese Folge eine schwach konvergente Teilfolge:

Uy, — T in W2 (Q).
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Die schwache Unterhalbfolgenstetigkeit von u + |||[Vul||7, (o liefert, dass
: 2 2
55 > tim [V |2 ) 2 (Va2

Weil die Einbettungen W,* () € W12 (Q) < LPT(Q) kompakt sind fiir p € [1,242),

' n—2

gibt es eine in LPT (Q)NL? () konvergente Teilfolge {umké} . Und wenn man nochmals
eN
die schwache Unterhalbfolgenstetigkeit von u +— ||u||12/V012 () verwendet, folgt

lim .J (umW) > J(a).

L— o0

Weil das Infimum nicht positiv ist, folgt auch J (@) < 0. |

13.3 Sattelpunktlésungen

Fiir (13.8) mit f geniigend klein haben wir soeben ein lokales Minimum gefunden. Wie
wir im Abbildung schon angedeutet haben, findet man in der Nihe oft ein zweiter
stationdrer Punkt und der ist meistens kein Extremum sondern ein Sattelpunkt.

Beispiel 13.3.1 Das Funktional f : R? — R de-
findert durch f (z,y) = 2> +y* — %x5 hat zwei sta-
tiondre Stellen: (0,0) und (1,0). Die erste ist ein
lokales Minimum und die zweite ein Sattelpunkt.

Um ein Ergebnis in dieser Richtung fiir unendlich dimensionale Banachraume mathe-
matisch korrekt zu formulieren, werden wir erst die sogenannte Palais-Smale Bedingung
formulieren.

Definition 13.3.2 Sei X ein Banachraum und J € C'(X;R). Eine Folge {u;} C X
heifit eine Palais-Smale-Folge fiir J, wenn

1. es M € R gibt so, dass |J(ug)| < M fir alle k € N, und
2. ||0J (ug; )| x» — 0 fiir k — oo.

Bedingung 13.3.3 Man sagt J € C'(X;R) erfillt die Palais-Smale-Bedingung, wenn
jede Palais-Smale-Folge fiir J eine stark konvergente Teilfolge hat.

Die Palais-Smale Bedingung sorgt dafiir, dass man bei Folgen, bei denen das Funk-
tional gleichméfBig beschréinkt ist und bei denen die Ableitung nach 0 geht, einen Limes
finden kann. Das ist eigentlich genau das, dass die drei in Kapitel genannten Haupt-
bestandteile liefern. Damit sieht man auch, dass es nicht der einfachste Schritt im Beweis
sein wird, zu zeigen, dass diese Bedingung erfiillt ist.

Theorem 13.3.4 (Mountain-Pass Theorem von Ambrosetti-Rabinowitz [2])
Sei X ein Banachraum und nehme an J € C* (X;R) erfillt die Palais-Smale-Bedingunyg.
Weiter sollen gelten:
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2. es gibt p >0 und o > 0 so, dass J(u) > « fir ||ully = p;
3. es gibt uy € X mit ||ug|| > p und J(uwy) < a.
Definieren wir
={®eC(0,1];X); ®0)=0 und ®(1) =uy}. (13.11)
Dann gibt es u € X derartig, dass 0J(u;-) =0 und
J(a) = inf sup J(®(t)) > a.

€l e0,1]
Bemerkung 13.3.5 Die erste und zweite Bedingung zeigen, dass u — J (u) bei u = 0
eine Delle hat. Selbstverstindlich findet man ein dhnliches Ergebis, wenn die Delle um ug
sitzt, mit J (ug) = h und J(u) > o+ h fir [[u — uol|x = p-

Den Beweis werden wir hier nicht geben. Man findet ihn zum Beispiel im Buch von

Struwe [15].

Abbildung 13.3: Vorstellung bei einem lokalen Minimum mit einem “Mountain-Pass”.

Die Palais-Smale-Bedingung bedeutet, dass bei einer Folge von Funktionen, bei denen
das Funktional J lokal immer ,flacher” wird, die Funktionen nicht nach oo abhauen kon-
nen. Die Darstellung eines Funktionals, bei dem diese Bedingung nicht erfiillt ist, findet
man in Abbildung [13.4]

13.4 Numerische Approximierungen

13.4.1 Konstruktive Approximationen beim Minimum

Wenn f € C!' (R™R) als einzigen stationdren Punkt ein Minimum hat, kénnen wir wie
folgt vorgehen, um dieses Minimum zu finden:
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Abbildung 13.4: In R? fiihrt nicht iiber jeden Bergriicken ein Pass.

1. Nehme eine Stelle z(, am liebsten in der Ndhe des Minimums.

2. Wenn Vf (z9) = 0 gilt, ist 29 das Minimum. Wenn V f (zy) # 0, dann wird f (z)
kleiner, wenn man in die Richtung —V f (z) geht. Das heifit, wenn man das An-
fangswertproblem fiir das System gewohnlicher Differentialgleichungen betrachtet

{ o (t)=—=Vf(z(t) teRT, (13.12)

z (0) = xo,

dann wird z (t) fiir ¢t — oo zu einer Stelle ., = tlim x (t) fithren mit Vf (zo) =0
—00

und diese Stelle wird das Minimum sein.

Numerisch kann man die Schritte beziiglich ¢ wie folgt diskretisieren:

z(t+e)—x(t)
5

— Vi ((t).

Fiir 0 < € geniigend klein und z,, := x (ne) fithrt dies zum folgenden Rezept:

Algorithmus 1 fiir ein Minimum von f. Wahle ¢ > (0 geniigend klein.

1. Nehme eine Stelle xp, am liebsten in der N&he des Minimums.
2. Berechne iterativ z,,3 =, —eVf (z,) fir n € N.

Das Minimum wird approximiert durch x, fir n geniigend gross.

Abbildung stellt einen solchen Vorgang dar.

Man kann das gleiche Rezept anwenden, um ein lokales Minimum zu finden, wenn man
geniigend nahe am Minimum anféingt.

Fiir J € C! (I/V(lo’)2 (Q) ;R) kann man dhnlich vorgehen. Sei G € C' (R; R) und definiere

J: Wi (92) = R durch
7 (u) = / (1 |Val? + G (u)) do.
Q
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A

Abbildung i\i\’;:BT\\Ng\merische Appﬁoxirﬁation eines Minimums; rechts die Niveaumengen.

e I

T~ |
— |/

Dann findet man |/

97 (u: 0) = /Q (Vu- Ve + Gy (u) ) da.

Weil W2 () und Wy* (Q) Hilbertriume sind, kann man 0.J (u;-) € (T/V(ld)2 (Q)) auch

auffassen als Element von W(lo’)z (). Das heift, es gibt w, € W(lo’)2 (Q) derart, dass
9J (u; ) = (wu, @) -
Fiir I/V(lo’)2 (©) hat man

(w, ) :z/Q(Vw~Vgp—l—wgo)dx.

Fiir W,* (Q) kann man iibrigens auch (w, ¢) := Jo Vw - Vda benutzen.
Man approximiert nun wie folgt:
1. Man nehme eine geschickte Anfangsfunktion ug € W(ld)Q ().
2. Man berechnet iterativ u, 1 1= u,, — cw,, fiir n € N.

Fiir Schritt 2 miissen wir also die folgende lineare Euler-Lagrange Gleichung in w l6sen:

/ (Vw - Vo + wyp) de = / (Vu-Vo+ G, (u) p)de. (13.13)
Q Q
Wir finden durch partielle Integration formell, dass

o fiir W12 (Q):

—Aw+w=—-Au+G,(u) inQ,
{ v — 0 auf 012, (13.14)
e und fiir Wy* (Q):
—Aw+w=—-Au+G,(u) in§,
{ w =0 auf 99, (13.15)

Ubrigens werden die Losungen dieser linearen Randwertprobleme numerisch approxi-
miert durch zum Beispiel die Finite-Elemente-Methode. Diese Methode basiert auf eine
Diskretisierung von (|13.13) und benutzt nicht die starke Formulierung in (13.14]) oder

[3.19).
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13.4.2 Konstruktive Approximationen beim Sattelpunkt

Man verwendet die Idee, die auch hinter dem Theorem von Ambrosetti-Rabinowitz steckt.
Das heifit, man berechnet erstens das lokale Minimum ,;, und sucht eine Sphére B, (i)
derart, dass f(z) > f(%mm) + o fiir alle 2 € OB, (Xyin). Als néichstes sucht man eine
Funktion Ziest € By (Tmin) Mit f (Ztest) < f (Tmin) + . Statt Punkte benutzt man diesmal
Kurven. Man fingt an mit dem Polygonzug [#min, Ttest] 0der genauer gesagt:

ko () = (1 — 8) Tpin + STiest fiir s € [0, 1],

und lasst jeder Punkt auf dieser Kurve sich dndern durch die Differentialgleichung in

(13.12)), das heifit
9 — +
5k (L, s) Vf(k(ts) teRT, (13.16)
k(t,s) =ko(s).
Berechnet man fiir jedes ¢ € R™ anschlieBend die Stelle auf s — k (¢, s), wo Slecriesyscron
ihr Maximum annimmt, sagen wir in s(¢), dann sollte man den Sattelpunkt wie folgt
finden konnen:
Tsattel — tllm k (t’ § (t)) :
—00

Eine ganze Kurve numerisch zu modifizieren, wie ([13.16|) vorschreibt, ist sehr aufwen-
dig. Es reicht, wenn man so etwas nur macht an der Stelle auf der Kurve, wo f maximal
ist. Statt mit Kurven kann man sogar mit Polygonziigen arbeiten.

Algorithmus 2 fiir einen Sattelpunkt von f. Sei x,;, ein lokales Minimum.
1. Finde Ziest mit f (Tiest) < f (Tmin) und fixiere den Polygonzug
PO - ['rmim Itest] .

2. Sei P, = [mmin =T, X7y, T, X = xtest} ein Polygonzug.
Berechne y" € P, derart, dass

[ ") =max{f (z);z € B},
setze p" =y" —eVf(y") und definiere P,.; durch

n n o n N n n .n
b [xo,...,xm,p ,mmﬂ,...,xkﬂ} wenn vy, € (xm,mm+1),
n+l —
n n n ..n n _.n
[mo,...,xm_l,p ,me,...,ka} wenn y, = I.

Fir n geniigend gross, sollte y" einen Sattelpunkt approximieren.

Eine Skizze einer solchen Approximation eines Sattelpunktes findet man in Abbildung
13.4.2, Der Punkt y" ist jeweils in rot dargestellt und der Punkt p™ in griin. Ein blauer
Pfeil markiert die Richtung der Verschiebung y™ nach p".

Bemerkung 13.4.1 Wenn y" € (x”m,x;‘lﬂ) gilt, dann folgt, weil f, eingeschrinkt auf
[x”m, l‘%_,’_l] , i y"™ ein Mazximum hat und weil f differenzierbar ist, dass

VW) (@ —am) =0.
Anders gesagt, fir die neue Stelle p™ = y" — eV f (y™) gilt
(p"—y") L ($%+1 - IZ) :

Eine Darstellung zu diesem Vorgehen findet man in Abbildung [13.4.2] Die Folge

{y"},,en soll den Sattelpunkt approximieren und das scheint in dieser Abbildung der Fall
Zu sein.
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13.5 Ein subkritisches superlineares Problem

Die Anwendung von Theorem [I3.3.4] auf

J(u) = / (2 \Vu(z))® — Gz, u(z))) dx. (13.17)
Q
sieht dann wie folgt aus.

Theorem 13.5.1 Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™ und G (x,u) fo x,s)ds mit
geC (Q X R). Nehme an, die folgenden Bedingungen sind erfillt:

1. limsuputg(z,u) <0 gleichmdfig in x € Q;

u—0
2. es gibt C € R und p < 2£2 s0, dass |g(z,u)| < C (14 [uff) fir alle (z,u) € Q x R;

3. es gibt ¢ > 2 und R € R so, dass 0 < qG(z,u) < ug(x,u) fir alle (v,u) € Q x R
mit |u| > R.

Dann hat einen “Mountain-Pass” . € Wy (Q), dass heifit

/Q(Vﬁ(a:) -Veo(z) — g(x,a(x)) p(z))dx =0 fir alle ¢ € Wol’Q(Q)

und

J(u) = inf sup J(P(t)) >0

PEL 40,1

fiir eine geschickt gewdhlte Kurvenmenge I' (eigentlich wahlt man wy) wie in (15.11)).
Bemerkung 13.5.2 Die drei Bedingungen lassen sich wie folgt beschreiben.

1. De erste Bedingung sorgt dafiir, dass der quadratische Term in der Ndhe von 0
bestimmend ist und fiir eine Delle sorgt.

2. Die zweite Bedingung sorgt dafiir, dass die Wachstumsrate von der Nichtlinearitdit
subkritisch ist.

3. Die dritte Bedingung sorgt dafiir, dass die Nichtlinearitit stirker als quadratisch
wdchst fiir grofie u und bedeutet, dass die Nichtlinearitdt im dazu gehorenden Rand-
wertproblem superlinear ist.

Aufgabe 36 Zeigen Sie, dass unter den Bedingungen in Theorem |15.5.1) die 0-Funktion
ein lokales Minimum fiir liefert.

Aufgabe 37 Beweisen Sie dieses Theorem.

Aufgabe 38 Sei (2 C R" ein beschranktes Gebiet und betrachte

J(u):/g(%\vu\?—p+1 u™t ) dr, (13.18)

wenn ||f||Loo(Q) gentigend klein ist. Zeigen Sie, dass die Fuler-Lagrange Gleichung fiir
J: W, 2(Q) = R aus (13.18) zwei Lisungen hat fiir solche 11l oo -
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—

Abbildung 13.6: Darstellung einer Funktion mit Minimum und Sattelpunkt; oben rechts
die Niveaumengen; unten eine Approximation des Sattelpunktes durch Algorithmus 2.
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Variationsrechnung N7
Kapitel 14 \ )0,

- W

Regularitat

14.1 Einleitung

Beweise von Regularititssiatzen sind meistens sehr aufwendig. Wir mdéchten uns gerne
beschréinken auf das Funktional J : Wy *(Q) — R, definiert durch

J(u) = /Q (3 \Vul> — f u) da. (14.1)

Die volle Regularitét 148t sich aber nur beweisen, wenn wir die Sache etwas allgemeiner
angehen. Wir werden uns aber beschrinken auf Funktionale, bei denen das Randwert-
problem aus der Euler-Lagrange Gleichung linear und gleichméfig elliptisch von zweiter
Ordnung ist. Wir geben schon mal, noch ohne Beweis, das Ergebnis fiir (|14.1)).

Theorem 14.1.1 Sei Q C R” ein beschrinktes Gebiet mit 00 € C*+? und k € N. Sei
u € WOI’Q(Q) das Minimum fir J in bei f € L*(Q). Dann gilt folgendes:

o Wenn f € WH2(Q), dann gilt u € WH22(Q).
e Es gibt ¢ (Q, k) € RT derart, dass

Il ey < € (QE) | fllyrag fir alle f € WE2(Q).

An der Formulierung sieht man schon, dass der Rand eine wichtige Rolle spielt. Der
Beweis dieses Theorems enthélt mehrere Teilbeweise. Das Verhalten im Innern des Ge-
bietes und das Verhalten am Rande wird getrennt betrachtet. Im Innern wird verfahren
wie auf R”. Der Rand wird mit einer Zerlegung der Eins in mehrere Stiicke verteilt, je-
des Stiick wird flachgebiigelt wie in Kapitel [§] und anschlieBend wird Regularitét auf
dem Halbraum bewiesen. Dieses Biigeln hat aber zur Folge, dass der zugrundeliegende
elliptische Differentialoperator sich dndert.

Der transformierte Differentialoperator bleibt zwar elliptisch, aber das zugehorige
Funktional wird durch die Transformation x +— y(x) und u(x) = w(y(z)):

) " (- Oy Dy, | Owdw Oy
_ 1 = =
J(w) = /Q (2 Z ( ox, 8ajk> oy; 8yj / w) ‘det (axj)

ij=1 \k=1

-1

dy. (14.2)

143
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Abbildung 14.1: Transformation zur Halbkugel

Bei einer C! (Q)-Transformationgilt w € Wy () genau dann, wenn u € W, *(Q) erfiillt
ist.

Weil man sich also notwendigerweise mit allgemeineren elliptischen Operatoren be-
schéftigen muss, werden wir kurz dazu Stellung nehmen.

Statt die schwache Form der Euler-Lagrange-Gleichung fiir (14.1]) werden wir die fol-
gende Gleichung betrachten:

/ (a” Ou 0j0+ b u djp — ¢ du o —d u o) dv = / f @ da fiir alle ¢ € W, 2(Q).
Q Q
(14.3)

Wir verwenden die Summenkonvention aus der Physik:
a’ du 0 = Z a” dyu 90 usw.
ij=1
Wenn die Funktion u in (14.3) sogar in W22 (Q) N W, *(Q) liegt, dann folgt
0; (aij&»u) —0; (b*’u) —c u—du=fin Q.

Schaut man diese Gleichung an, dann sieht man, dass wir einige Annahmen beziiglich der
Koeffizienten brauchen. Diese Konditionen fassen wir zusammen in der folgende Bedin-
gung, wobei wir k spater bestimmen werden.

Bedingung 14.1.2 Se: Q C R"™ ein beschranktes offenes Gebiet. Fir gegebenes k € N
sei folgendes erfillt:

1. Der Rand ist geniigend glatt: 092 € C*.

2. Die Koeffizienten sind geniigend regulir: a¥, b/ € C**1(Q) und ¢V, d € C*(Q).

3. Der Differentialoperator ist gleichmdflig elliptisch: es gibt X > 0 derart, dass
Z a’&€ > N |§]2 fiir alle £ € R™ und x € Q. (14.4)
ij=1

Mit diesen Bedingungen folgt noch nicht die Existenz oder die Eindeutigkeit einer
Losung.

Lemma 14.1.3 Nehme an, Bedingung ist erfillt fir k =0 und f € L*(Q). Dann
existiert pu € R derart, dass es fiir jedes d, fiir das

d(z) < —p gilt fiir alle x € €, (14.5)
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genau eine Funktion u € Wol’Z(Q) gibt, die erfillt. AufSerdem gibt es ein C' =
C(\ aij, V', ¢, d, Q) so, dass
HUHW(}Q(Q) <cC HfHLQ(Q) :
Bemerkung 14.1.4 Im Full, dass
/ (V050 — d) dz > 0 fiir alle 0 < p € Wy*()
Q

erfillt ist, kann man zeigen, dass p = 0 passend ist.

Beweis. Eine Ungleichung von Poincaré (Theorem 7.4.5) sagt, dass wir H.HWDLQ(Q) als
Norm nehmen kénnen. Zur Erinnnerung:

”u||W01’2(Q) = ||VU||L2(Q)‘

Weiter benutzen wir das Theorem von Lax-Milgram (Theorem [7.6.2)) und setzen dazu als
Bilinearform:

B (u,v) :/ (a” O O+ u djv — ¢’ du v —d uv)dz.

Q

Aus Bedingung [14.1.2]2 folgt die Beschrénktheit:
1B (,0)] < Ml 10y ey < MC lullyaaay oyt -
Aus Bedingung [14.1.2/1 folgt
ij 2
/Qaj du Oju dz > X |Vu||72q) -

Weiter hat man

/Q (b u dju — " O ) da = — 1B + el o o 1ull 20y 1 Vel 2

_ 2 2
> =1+ felllmqo) (7 el + 190l
und

/ —duudr>p ||u||i2(m :
Q

Wir nehmen
1
e = [I[o] + lel|| oo (g A

und konnen anschliefend i so wéhlen, dass die Koerzitivitdtsbedingung an B erfiillt ist:
B, w) 2 30 [Vullfagy + (1= 310+ lell i) A7) lulfaq) = B 1VulEag - (146)

Fir f € L*(Q) gilt v — [, fvdr e (WOI’Z(Q))/ und es folgt aus Lax-Milgram, dass es
genau eine Funktion u € VVO1 2(9) gibt, die die Gleichung
B(u,v) = / f v du fiir alle v € Wy (Q) (14.7)
Q

erfillt. Weil (14.7) nichts anderes als ((14.3) ist, ist hiermit Existenz und Eindeutigkeit

bewiesen.

Aus (|14.6) und

/qudx

folgt die Abschétzung ||Vl 2y < C,TP 11l 22 (q)- u

< ||fHL2(Q) HuHL2(Q) <Cp ”fHL2(Q) HVUHL2(Q)
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14.2 Regularitit im Innern

Die Ergebnisse werden wir nur fiir p = 2 beweisen. Ahnliche Ergebnisse sind jedoch auch
giiltig fiir p € (1, 00).

Theorem 14.2.1 (Regularitéit im Innern) Sei f € L*(Q) und nehme an, Bedingung
2 und 3 sind erfillt fir k = 0. Sei u € W"2(Q) eine Funktion, die erfiillt,
und sei Q) ein Teilgebiet von Q0 mit Q, C Q. Dann gilt:

1. u e W*(Qy);

2. es gibt C = C(Q, Q) derart, dass

el < C (112 + el 2oy ) - (14.8)

Bemerkung 14.2.2 Die Annahmen u € Wy*(Q) braucht man nicht fir die innere Re-
gularitit. Wenn aber u € Wy*(Q) gilt und Lemma zutrifft, dann findet man statt
sogar )

HUHWQ»Q(QS) <C ||f||L2(Q) : (14.9)

Bevor wir dieses Theorem beweisen konnen, brauchen wir eine passende Approxima-
tion der Ableitung. Dafiir benutzen wir
~u(x + hey) — u(r)

Dl (u)(x) = ; (14.10)

und
D"(u)(x) = (DY(u) (), ..., Di(u)(x)).

Wenn v € W*? (R"), dann gilt auch D}(u) € W"? (R"). Dieser Differenzoperator hat
dhnliche Figenschaften wie der Differentialoperator:

e FEr ist linear:
Df(clu + cov) (x) = chg(u) (r) + czD?(v) (x).

e Es gibt eine Produktregel:

Dj(w) () = Di(u) (x)v (x+ hey) +u(x) Dp(v) (x) =
= Du) (z)v(x) +u(z + hey) Di(v) ().

Wenn u € Wk» (Q), Q, C Q gilt und dy wie folgt ist:
do == inf{|z —y|;z € Q,y & Q} >0, (14.11)
dann gilt fiir 0 < |h| < do, dass D (u) € WkP ().
Proposition 14.2.3 Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet, sei Q, C Q und u € L* ().
1. Wenn auflerdem u € W2 (Q), dann gilt fir h € R\ {0} mat |h| < do,

HDh(u)HLQ(QS) < [[Vull 2 - (14.12)
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2. Wenn es C € R und e > 0 gibt derart, dass HDh(u)”Lz(Q ) < C' fiir alle h € R\ {0}
mit |h] < e, dann gilt u € W2 (Qy) und

HVUHH(QS) <C

Beweis. 1. Sei u € C! (ﬁ) Man findet

1o 1
— 2 hte,) dt
Dy (u)(x) = ule thed) —ulw) _ Jo (vt Me)dt_ 7 O — (z + htey) dt

und es folgt mit Cauchy-Schwarz, dass

1/2
ou ! 12 ou 2
< 1 =
/0 52 (x + hte,) dt (/0 dt) /0 s (x + hteg)| dt
1/2
ou 2
_ ( /O o (2 + hted) dt) .
Also gilt
/ | Dy (u) ‘d <// (x + htey) dtd;z:—
904
d dt <
/ \/Q htEg a'w y Y o
ou 2
dydt = — dy.
//awy Y /ang(y) y

2. Wegen HDh(u)HLQ(QS) < C folgt, dass es ein Folge hy | 0 gibt derart, dass Dz”“ (u)

schwach konvergent ist. Sagen wir DJ* (u) — v, € L* (€2,). Wir werden zeigen, dass die vy
auf 2, die schwache Ableitungen von u sind.

Funktionen ¢ € C'2° (€,) konnen wir aulerhalb von Q, durch 0 fortsetzen. Wir diirfen
also annehmen, dass ¢ € C2° (R"). Dann folgt fiir |h| < dy, dass

/QDZ‘(u)(a:)SO(:(;) dr = % </Q u(x + heg)p (z) de — /Q u(z) (z) dx) —

_ /Q u(x) D7) (x)dz, (14.13)
und dass

/Qw() x—hm/D (x)dz =

= — lim Qu (z) D, "™ (o)(z)dx = — / u(z)=— (x) du.
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Das heift, dass v, € L*(Q,) die schwache Ableitung von u in der z,-Richtung ist, und
dass u € W12 (Q,). Weiter folgt
2
) dy >
ou

= lim (
k—o00 Qs
ou ?
S T i _
im 2 [ 2 ) D ey - | )]

k—o00 s Ty

2

i [ [op+ )| dy -

k—o00

ou

2
ou
8_97@ (y)

+ 22— (y) Dy* (u)(2)

( )ZL‘(
2
y /
QS

und die letzte Aussage. ]

Beweis von Theorem (14.2.11 1. Statt (14.7) betrachten wir

g—;; (v) — D™ (u)(x)

ou
83:@

(y)

/aij Oiu Ojv dx = / fode (14.14)
Q Q

mit
f=rf+0;(Vu) +c du+du (14.15)
Dazu haben wir partiell integriert: [, =V u djv.dx = [, 0; (P'u) v dx fir u € WH(Q)
und v € W, (). Unter anderem aus v € W(Q) und ¥ € C'(Q) folgt f € L*(Q).
2. Wir haben angenommen Q, C €. Weil Q beschriinkt ist folgt dy > 0. Definiere
¢ € C>®(R"™) so, dass
<1 firzeR",
((x)=1 fiir z € Q,
0  wenn d(x,€) > %do.

Fiir spéter definieren wir noch Qg = {a: € Qd(x,Q) < %do} )

Abbildung 14.2: Q, C Q. C Q

3. Sei D} (u) wie in (14.10)). Der grofie Trick ist es in (14.14) die folgende Funktion

einzusetzen:

v=D;"(*D} (u)) .

Wenn u € VVO1 2(Q) gilt, dann folgt nicht, dass Dju € I/VO1 2(9) Wenn man ¢? hereinschiebt,
dann folgt aber schon fiir |h| < ido, dass (*D}u € W'?(Q) und auch D,;" ((*D}}) u €
W12(Q). Der Triiger dieser beiden Funktionen liegt in Q.. Also gilt auch v € VVO1 2(Q).
Wir werden die Gleichung

[ owoy, (D" (@D u) do = [ F (D (EDR)w) de (100
Q Q
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ausschreiben und die einzelnen Terme abschétzen fiir 0 < |h| < %d().
4. Die linke Seite von ([14.16)) wird wie folgt abgeschétzt. Wenn wir wie in (14.13))
vorgehen, finden wir

/ a” (x) O (z) 0, (D[h (CQD?) u) (x) dx = / D! (aij &u) (x) 0; (CQD?u) () dx.
"’ ! (14.17)
Als néchstes schreiben wir

D) = [ o (@+he)o (D) (2) ¢ @0 (Do) (@) do + (1418)

S

+ / a (z + heg) (Do) (z) 2(9;¢) (z) ¢ () (Dyu) (z) dx + (14.19)
Qe
+ / Dy (aV) (z) Oiu () ¢ (z) (DpOju) (z) dz + (14.20)
QS*
+ [ D) @00 (@)2(0,0) (@) o) (Dhu) (@) dz. (1a2)
Fiir den ersten dieser vier Terme verwenden wir die gleichméBige Elliptizitét (14.4)):
/ a’ (z + heg) 9; (Dyu) (z) ¢* () 8; (Dju) (z) dx > /\/ ¢ (z) |V (D}u) a:)}z dx.
Oy
(14.22)
Fiir die restlichen Terme folgt mit Hilfe von Cauchy-Schwarz, 2st < es? 4+ ¢~ 't? und

Proposition [14.2.3] dass

[1419) < (/ ¢*(z) |V (D}u) ( a:)fdx)m (/QS*KD?u) (x)fdx)mg

< e |[cDiVull g, + e D] g, <

*

< el[¢cDy quL2 )+ e'CE, \|Vu|\L2 @ (14.23)
dhnlich ,
—1 - 2
14.20) < ¢ HQ‘DZVqu(Qs*) +e71CE, IVl 2,0y » (14.24)
und auch
A h
(14.21) < Cea || Dyull g, . (14.25)
5. Fiir die rechte Seite in (14.16| finden wir, fiir jedes € > 0
1 2
/f " (D)) u) dx < g/ dm+5/ (D" (DY) u)? da. (14.26)
Q Q

Dabei gilt

/Q)ffdxgC(/Q|f|2dx+/g|u|2dx+/ﬂ|w|2dx) (14.27)

und mit Proposition [14.2.3] dass

/Q (D" (¢DF) ) do = /Q (D" (¢*Dp)u)” de < / |V (¢*D}) ul” da <

s* s*

_2/ ¢ V¢ | Dyl dx+2/ ¢ VD] da. (14.28)
Q. Q

g*
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Kombiniert man ({14.26)), (14.27)) und (14.2§)), folgt
|7 (07 @Dy e <

§35/ ¢ |VDu|* dr + C. (/ Fis dx+/|u\2dx+/ qude3:>. (14.29)
Qg x Q Q Q

6. Wahlen wir jetzt ¢ geniigend klein, dann folgt aus (14.22)]14.23]/14.24}|14.25)) und

(114.29)), dass

%)\/Q | DIVl da < %)\/ ¢ DVl dr <

g*

< C. </Q]f|2dx+/g|u\2dx—|—/QWu]2dx>. (14.30)

Mit Proposition [14.2.3 folgt, dass Vu € W2 (€,) und

2
IVl < 3G (/m d:ﬁ~|—/|u] d:v—l—/\Vu\ dm)

Weil u, [Vu| € WH2(Q,) gilt, folgt u € W*2(€,). Die Abschiitzung wird

lellwaa,y < € (11l + el agey) - (14.31)

7. Wie in Lemma [11.2.1/kann man noch einen Schritt weitergehen, wenn man in ((14.14))
v = u einsetzt

)\||Vu||ig(m < /Qaij Oiu Oju do = /qu dr <
< /Qf (+0; (V'u) + ¢ du+d u)u dr < e[| Vull 2y + Ce £l 20y + C lull 120y
Fiir € > 0 und geniigend klein folgt
Jullyriey < 190l a0y + Bullagoy < € (1) + ull0y)- (14.52)
Kombiniert man schluffendlich und folgt das Ergebnis im Theorem. ]

Theorem 14.2.4 (H6here Regularitéit im Innern) Sez k € Nt, f € Wh(Q) und
nehme an, dass Bedingung|14.1.2 erfiillt ist. Sei u € WO (Q) eine Losung von . Sei
Q, ein Teilgebiet von Q mit €, C Q. Dann qgilt:

1. u € WH22(Q,);
2. es gibt C = C (2,4, k) derart, dass

lllyesaaany < C (1 lwae + el 2y -

Beweis. Im vorletzten Theorem ist das Resultat fiir £ = 0 bewiesen. Sei {2« ein Gebiet

zwischen 2 und €;:
Q, C Qg und Qg C Q.
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Wir werden u € W*2(Q,.) annehmen und zeigen, dass u € W*+22((,).

Dazu nehmen wir v € C5°() und setzen ¢ = (—1)1* 92 fiir irgendeinen Multiindex
o mit |a| = k. Eine partielle Integration liefert fiir & = 0%u € W,*(Q)

/ a”’ 9y O;v dr = (14.33)
Q

— / a’ 9; (0%u) v do = (—1) / diu 9% (a¥0pv) dr =
Q

Q

I
S~

4 ) 12 020
(aij ot (=) oY e, (3) (05 Pa¥) (a{jv)) =

— /Q (8;“ (aij f) 4 (=1)lefl P <8iu Y pza (5) (ag—ﬂaij)>) v dr. (14.34)

S~

Hier bedeutet § < «, dass f < a und § # a. Weil C§°(Q2) dicht in W01’2(Q) liegt, konnen

wir in v € C°(Q) ersetzen durch v € W, *(Q). Weil
oz (2 7) + (002 (00 (3) (22-2a))|

<C <Hu\|wk+h2(§z) + Hf”WW(Q))

<
Q)

folgt aus Theorem [14.2.1] dass @ € W?2(€)). Und weil man jeden Multiindex a mit
|| = k zuldBt, folgt u € WH22(Q,) und sogar

lllyrsssgy < C (lulpenag, + 1 Flwre) <

¢ (Nl ooy + 1 ey ) -

IN

Am Ende haben wir nochmals den Induktionsansatz benutzt. ]

14.3 Regularitiat am Rande

Wir werden die Regularitéit auf einer Halbkugel beweisen. Wie in der Einleitung dieses
Kapitels beschrieben, kann man den Rand lokal durch eine Transformation flachbiigeln.
Es reicht also fiir die Regularitit am Rand, wenn wir dies fiir eine Halbkugel machen mit
u = 0 auf dem flachen Stiick des Randes dieser Halbkugel:

B%(0) = {z e R";|z| < Rund x; > 0}.

Theorem 14.3.1 Sei f € L*(B{(0)), € > 0 und nehme an, Bedingung[14.1.4 2 und 3
ist erfillt. Wenn u € Wy*(B; (0)) eine schwache Lisung von (14.5) ist, dann gilt:

1. ue W2(B{_(0));

2. es gibt C = C(n,¢e) derart, dass

||u||W272(Bf'78(0)) <C (Hf”Lz(B;r(o)) + ||U||L2(Bl+(0))> :
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Beweis. Jetzt nehmen wir ¢ € C* (R") so, daf

< <1 fiir v € R",
((x)=1 fiirz € Bf_(0),
¢ 0 firz¢ B _,,(0).

1—¢/2

Fir ¢ € {2,...,n} kann man dem Beweis von Theorem folgen und findet 0,0;u €
L?3(B; _(0)). Nur wenn ¢ = 1 mufl man sich etwas anderes iiberlegen. Man geht zuriick zu
der Gleichung und findet nach partieller Integration unter Benutzung von 0;0;u €
L*(B{_.(0)) fiir alle i, j aufler i = j = 1, dass

/B+()a1181u Y dmz/f@bdx
o

mit f = >z 95 (a90u) + 37, (0; (Vu) + d0ju) +d u+ f € L*(2). Weil die innere
Regularitit besagt, dass u € W.22(B; (0)), folgt (fast iiberall)

a''oiu = 0, (analu) — 0t Ou=—f—0da due L*(Q) (14.35)

Die gleichmiflige Elliptizitit gibt a'* > X\ > 0 und so d?u € L*(Q). SchluBendlich sei be-
merkt, dass man fiir (4, j) # (1, 1), wie im Beweis von Theorem (14.2.1] diese Abschéitzung
findet:

||aiaju||L2(Q) <C <||f||L2(Bl+(0)) + ||U||L2(Bl+(0))> :
Fiir (4,7) = (1,1) benutzt man (14.35) und bekommt

2
1Ol or 0y SC D N10D5ull 2y o) +C (”f”LQ(Br(o» + ||“||L2<Bl+<o>>>'
(5.0)2(1,1)

Um die Terme mit Ableitungen erster Ordnung von u loszuwerden, steckt in dieser letzten
Abschétzung auch wieder Lemma [14.1.3] [ ]

Theorem 14.3.2 Sei k € N, f € W*2(B}(0)), ¢ > 0 und nehme an, Bedingung|14.1.
2 und 3 ist erfillt. Wenn u € Wy*(B{ (0)) eine schwache Lésung von (14.9) ist, dann
qgilt:

1. uw € WF22(B]_(0));

2. es gibt C = C(n,e, k) derart, dass
||u||Wk+2v2(Blts(0)) <C <||f||ka2(Bl+(O)) + ||u||L2(Bl+(0))> : (14.36)

Beweis. Wir verfahren durch vollstéindige Induktion. Fiir £ = 0 ist das Theorem bewiesen
in [14.3.1] Wir nehmen an, Theorem [14.3.2] sei giiltig fiir irgendein k¥ € N und werden das
Resultat fiir & + 1 beweisen. Ahnlich wie im Beweis von miissen wir zwei Falle
unterscheiden fiir 5 € N* mit |3 = k + 3, ndmlich 8; < k+3 und ) = k+ 3. Wenn 3; <
k + 3, kann man vorgehen wie beim Beweis im Innern und bekommt 8°u € L?(B;" _(0))
und

HaBuHH(B;LS(o) <C (Hf”WkJrl»?(Bj(o)) + HuHL?(B{f(o))) : (14.37)
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Fiir § = (k +3,0,...,0) benutzen wir, dass v € W;>"**(B+(0)) und eine &hnliche Identi-

loc

tit wie in (14.35). Wir finden 0¥ 3u € L*(B]" _(0)) und

105 ull ogp 0y <C D 0%l ot o) +C <||f||L2<Bi(o>> + ||“||L2<Bl+<o>>>'
e

Wiederum haben wir Lemma [14.1.3] verwendet. n

Das Resultat fiir die Halbkugel 148t sich mit Hilfe einer Transformation verwenden auf
Gebiete, die sich durch einen C**+2-Diffeomorphismus abbilden lassen auf so eine Halbku-
gel. Wir verweisen auf Kapitel [§ Eine geschickte Zerlegung der Eins auf dem Rande gibt
die gewiinschten Ergebnisse auf dem ganzen Rand.

Aufgabe 39 Zeige, dass die soeben gemachte Aussage tatsdichlich stimmt. Um genau zu
sein: wenn man (14.3) betrachtet in einer Umgebung des Randes, wobei lokal die Bedin-
gung |14.1.9 erfillt ist, dann gibt es einen lokalen C**2-Diffeomorphismus T, der:

1. lokal den Rand flachbiigelt: T (0QNU) C {0} x R*1;

2. die schwache Identitdt auf Q N U dberfihrt in eine dhnliche Identitit auf
T (Q2NU), wobei wiederum Bedingung erfillt ist.

Mit U ist eine lokale Umgebung gemeint.

14.4 Regularititsitze in Holder- und Sobolev-Riumen

Mit einer geschickten Zerlegung der Eins kann man die beiden Ergebnisse zu Regularitét
im Innern und am Rande jetzt zusammenfiigen zu:

Theorem 14.4.1 Sei k € N, f € W*2(Q) und nehme an, Bedingung ist erfiillt.
Seiu € Wy (Q) eine schwache Lisung von . Dann gilt:

1. u e Wk22(Q);
2. es gibt C = C(Q, k) derart, dass

lullyesay < C (1 lwragy + el oy ) -

Ohne Beweis geben wir noch folgende Regularititssitze an. Beweise fiir diese Aussagen
findet man im Buch von Gilbarg und Trudinger [13].

Theorem 14.4.2 Seip € (1,00), k € N, f € W*P(Q) und nehme an, Bedz’ngung
ist erfillt. Seiu € Wy*(Q) eine schwache Losung von . Dann gilt:

1. u e Wkt2r(Q);
2. es gibt C = C(Q, k,p) derart, dass

lulyszny < C (1 lhwky + 1l ogey ) -

Theorem 14.4.3 Seiy € (0,1), k € {2,3,...}, f € C*27(Q) und nehme an, Bedingung
ist erfillt. Seiu € C*(Q) N Cy(Q) eine Lisung von (14.5). Dann gilt:
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1. u € C*(Q);
2. es gibt C = C(Q, k,~) derart, dass

lellongy < C (I los-20@) + el ) -

Bemerkung 14.4.4 Die Bedingungen 1 < p < oo und 0 < v < 1 sind scharf. Es gibt
keine derartigen Ergebnisse fir p € {1,00} oder v € {0,1}.



Anhang A

Integration und Konvergenz

Theorem A.1 (Egoroff) Sei Q@ C R™ mit A\(Q) < oo und sei {fi},., eine Folge von
Lebesgue-messbaren Funktionen auf Q. Nehme an, dass limg_,o fr () = f (x) f.i.
Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine messbare Teilmenge A C 2 derart, dass

1. M(Q\A) << und
2. fr = f gleichmdflig in A.

Theorem A.2 (Das Lemma von Fatou) Sei Q C R™ und sei {fi},—, C L'(Q) eine
derartige Folge, dass

o fi >0 fi. und

e sup [, fi do < oco.

Dann ist f € LY(Q) wohldefiniert durch f(z) := lilgn inf fr(x) fi. und
—00

fdx < liminf/ fr dx.

Theorem A.3 (Majorisierter Konvergenzsatz von Lebesgue) Sei QO C R™ und sei
{fi}re, C LY(Q) eine derartige Folge, dass

o fr — f fii. und
o es g€ LYQ) gibt so, dass |fx] < g fii. fiir alle k € N,
Dann gilt, dass f € L'(Q2) und

lim/fkda::/fda:.
k—oo Jq Q

Theorem A.4 (Monotoner Konvergenzsatz von Beppo-Levi) Sei Q) C R" und sei
{fiti—, C LY(Q) eine Folge,

e die monoton wdchst: fi < fo <+ < fip < fyp1 < ... und

o sup [, fi do < oo erfiillt.
k>1

Dann ist f € L'(Q) wohldefiniert durch f := klim fr [ii.,und
—00
lim [ fp dov = / f dx.
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Anhang B

Ungleichungen

Theorem B.1 (Cauchy-Schwarz) Fiir alle u,v € L* (Q) gilt

/qudzv < ||U||L2(Q) ||U||L2(Q) :

Theorem B.2 (Hélder) Seien p,q € (1,00) mit é +% = 1. Fir alle u € L? () und
ve L1(Q) gilt:

/qudx < HUHLp(Q) HUHLq(Q) .

Diese Ungleichung gilt auch fir p =1 und q¢ = oo.

Theorem B.3 (Calderon) Sei A () < oo und sei 1 < p < q < oo. Dann gilt

S

1
[ull oy < A7 [l Loy -

Theorem B.4 (Young) Seien p,q € (1,00) mit ]l) +% = 1. Fir alle u € L? () und
ve L1(Q) gilt:

1 1
wodr < = ||ull?, + = [|v[|%, .
/Q p o g

Theorem B.5 (Minkowski) Seip € [1,00] und seien u,v € LP (). Dann gilt

lw 4 0]l Loy < N1l Loy + 101l oy -

Theorem B.6 (Jensen) Sei A (Q2) < oo und sei f: R — R konvex. Dann gilt

f (ﬁ/gu(x)dw) < ﬁ/gf(u(x))dm.

157



158 Kapitel B, Ungleichungen



Anhang C

Kompaktheit, Abgeschlossenheit

Als Erinnerung einige bekannte Sétze, die mit Kompaktheit und Abgeschlossenheit zu tun

haben.

Theorem C.1 (Bolzano-Weierstraf})
Jede beschrdnkte Folge in R™ hat einen Hdaufungswert.

Korollar C.2 Sei 2 eine Teilmenge von R™. Dann gilt:
Q ist beschrdnkt und abgeschlossen < 2 ist kompakt.

Dieses Korollar kann so nur in endlichen Dimensionen gelten, denn F. Riesz hat fol-
gendes Ergebnis bewiesen.

Theorem C.3 (F. Riesz) Sei (X, |||) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:

o X st endlich dimensional.

e B (0) = {x € X;||z|| <1} ist kompakt.
Theorem C.4 (Weierstraf3) Sei (X,||-||) ein normierter Raum und sei K C X kom-
pakt. Fine stetige Funktion f : K — R nimmt sein Minimum an in K.

Dieses Theorem von Weierstrafl gilt auch fiir topologische Rédume (X, 7).

Theorem C.5 (Arzela-Ascoli) Sei {fi},—, C C(Q) mit Q@ C R™ eine Folge von Funk-
tionen, die

1. gleichmdflig beschrinkt sind: es gibt M > 0 derart, dass

|fe(x)| < M fir alle x € Q und k € N,

2. gleichmdfig gleichgradig stetig sind: fiir alle € > 0 gibt es § > 0 derart, dass

fiir alle k € N und fiir alle z,y € Q mit |z —y| < 9§ gilt |fe(z) — fu(y)| <e.

Dann gibt es eine Teilfolge { fr, }.o_, und eine stetige Funktion f derart, dass gilt:
fre,, = [ gleichmdfig auf kompakte Teilmengen von €.
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Theorem C.6 (Hahn-Banach) Sei (X, ||-]|) ein Banachraum und seien A, B C X zwei
nicht-leere konveze Mengen mit AN B = (). Nehme an, dass A abgeschlossen ist und B ist
kompakt. Dann gibt es eine lineare Funktion f : X — R und reelle Zahlen o < 8 derart,
dass

Ac{reX;f(z)<a} und BC{reX;f(x)>p}.

Theorem C.7 (Mazur) Sei (X, |[-[|) ein Banachraum und sei K C X konvex.
Aquivalent sind:

o K ist abgeschlossen.

e K ist schwach abgeschlossen.

Theorem C.8 (Kakutani) Sei (X, ||-||) ein Banachraum. Aquivalent sind:

e Dieser Banachraum ist reflexiv.

o Der abgeschlossene Einheitskugel Bx = {x € X;||x|| < 1} ist kompakt beziiglich der
schwachen Topologie.

Bemerkung C.9 Das letzte bedeutet, dass es fiir jede Folge {}, oy C Bx ein x5 € By
und eine Teilfolge {wy,, },,cn gibt mit

Tk, — Too N X fiir m — oo.
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