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Diese Hausaufgaben werden am Mittwoch, den 11.1.2012, um 13:45 Uhr eingesammelt. Bitte werfen
Sie Thre Losung in den Briefkasten im Keller des Mathematischen Instituts ein.

Aufgabe 1: (15 Punkte) Es sei Q C R” ein beschriinktes Gebiet, f € L? () und g € L? (99).
Fiir g gebe es eine Funktion u, mit T'u, = g. Wir setzen

W= W2 (Q) +uy = {u=u +ugu € Wy Q)}
und definieren J : W — R durch

J (u) = /Q G V| — fu> dz.

a) Zeigen Sie, dass J koerzitiv ist.
b) Zeigen Sie, dass J schwach unterhalbfolgenstetig ist.
c) Zeigen Sie, dass J ein Minimum in W besitzt.

Aufgabe 2: (5 Punkte) Wir betrachten wieder J aus Aufgabe 1, diesmal jedoch definiert auf
W2 (Q). Besitzt J ein Minimum in W12 (Q)?

Aufgabe 3: (0 Punkte) Es sei 902 € C'. Falls Sie in Aufgabe 2 herausbekommen haben, dass
J kein Minimum in W12 (Q) besitzt, dann wollen wir nun versuchen, zumindest fiir bestimmte f
doch eines zu finden.

a) Zunéchst beschrinken wir unsere Suche nach einem Minimum auf einen kleineren Raum. Zeigen
Sie, dass J ein Minimum besitzt in

Wy = {u€W1’2(Q);/udx:0}.
Q

Hinweis: Auch in hoheren Dimensionen gilt eine Poincaré—Ungleichung, falls der Rand des
Gebietes O ist: Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle w € W2 () mit @ := |Q|7" [,udz gilt
fo (@) —u)*de < C [, |Vul” da.

b) Es gelte nun [, f dz = 0. Zeigen Sie, dass J ein Minimum in W"?(Q) besitzt.
Hinweis: Berechnen Sie J (v — ).

Aufgabe 4: (0 Punkte) Es sei 2 C R” ein beschrinktes Gebiet und f € L*(Q). Existiert ein
Minimum fiir

inf / (|Vu|2 +u® — fu) da?
Q

ueW1:2(Q)

Aufgabe 5: (0 Punkte) Es sei 2 C R” ein beschriinktes Gebiet, ¢ € R und f € L*(2). Unter
welchen Bedingungen fiir ¢ und f existiert ein Minimum fiir

inf / (|Vu|2 —cu® — fu) dz?

ueWy?(Q) Jo

(bitte wenden)



Aufgabe 6: (0 Punkte) Essei f € L?(Q). Wir betrachten die Funktionale Iy, I; und I, auf W,
die gegeben sind durch

1 2
I (u) = /Q (% Vuf? - f+u) dr und  L(u) = /Q (% Vul? f—u) dz.

Es seien u;, i € {0,1,2} die zugehorigen Minimierer. Zeigen Sie, dass dann gilt:

a) up,ug >0

b) —us < wup <y



