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Diese Hausaufgaben werden am Mittwoch, den 16.11.2011, um 13:45 Uhr eingesammelt. Bitte werfen
Sie Thre Losung in den Briefkasten im Keller des Mathematischen Instituts ein.

Aufgabe 1: [|Sei f: R" — R definiert durch
1

TN
)™ + [l]

f(z) fir « # 0.

Fiir welche n € NT gilt f € L* (R")?

Aufgabe 2: * Es seien (X, ||.||y) und (Y, ||.||y) normierte Vektorrdume. Eine lineare Abbildung
F: X — Y heifit beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt mit

1 (@)ly < M [l (1)
fiir alle x € X. Wir schreiben
IF | (x vy := inf {M > 0; gilt fiir alle z € X'}
Zeigen Sie:
a) F' ist stetig genau dann, wenn F’ beschrinkt ist.
b) Es gilt

IFl L xyy = sup {1 (@)lly 52 € X mit [lzfx <1}
=sup{[|F (z)[|y ;2 € X mit [lz]x =1}
= sup {[|F (z)lly / [lx]lx ;2 € X\ {0}}.

¢) Durch ||.|[,xy) wird eine Norm auf dem Vektorraum L (X,Y’) aller stetigen linearen Abbil-
dungen von X nach Y definiert.

Aufgabe 3: (8 Punkte) Lemma 5.1.5 besagt, dass fiir jede offene Menge 2 C R™ mit A (Q2) < oo
und fiir alle 1 < p < ¢ < oo gilt, dass L7 (Q) C L? (). Zeigen Sie, dass dieses Ergebnis optimal ist,
indem Sie

a) eine Menge € mit A (2) < oo und eine Funktion f € L” (§2) angeben, die nicht in L7 () liegt;
b) eine Menge 2 mit A (Q2) = oo und eine Funktion f € L7(2) angeben, die nicht in L? () liegt.

Aufgabe 4: (6 Punkte) Fiir p,p’ > 1 mit I%—I—]% = 1 und Q = (0,27) definieren wir Fy, :
LP (Q2) — R mit durch

2m
Fan (f) == / sin(z) f(z) dz.
0
Berechnen Sie HFsinH(Lp(Q))/ firp=1,p=2und p = co.

(bitte wenden)

*unbewertete Zusatzaufgabe



Aufgabe 5: (6 Punkte) Fiir £ =0, 1,... definieren wir f; : R — R durch

1 firxe (kk+1],

Je () = Xppry (2) = {0 fiir # ¢ (k, k +1].

Es gilt f € L* (R").

a) Zeigen Sie, dass die Folge { f},, nicht stark in L*? (R") konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass die Folge {fi},-, schwach in L? (R*) konvergiert. Gegen welche Funktion?
Hinweis: Was gilt fiir limy_ fkkH g(x) dr, wenn g € L* (RT)?



