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Diese Hausaufgaben werden am Mittwoch, den 30.11.2011, um 13:45 Uhr eingesammelt. Bitte werfen
Sie Thre Losung in den Briefkasten im Keller des Mathematischen Instituts ein.

Aufgabe 1: * Wie wiirde man eine schwache Losung definieren zum

a) Randwertproblem

Zamz%() u(z )+Zb() u () +c(r)u(r) = f(r) inQ,
( )=0 auf o1,
mit a;;,b; € C* (Q), c€ C (Q) und f € L? (Q)?
b) Randwertproblem

n

= X 4 (2) 55 u (@) +e(@u(e) =f(2) nQ,
ij=1
" u(x) = 0 auf 052,
mit a;; € C* (Q), c€ C () und f € L*(Q) ?

Aufgabe 2: Wir wollen mit den Mitteln der Variationsrechnung versuchen, die optimale (=kleinste)
Konstante Cyy,+ > 0 zu finden, so dass die Ungleichung von Wirtinger gilt, dass also

1 1
/ w(z)?de < Cwm/ u' () da
0 0

fiir alle w € W12 (0,1) mit u (0) = u (1) und fo ) dz = 0 gilt.

a) Zeigen Sie, dass dieses Problem &quivalent dazu ist, Cyy; im folgenden Minimierungsproblem
zu bestimmen:

1
Cyty = inf )/ o' (2)? da

ueWp22(0,1

mit den Nebenbedingungen

1 1
/ u(z)?dz =1 und / u(z)der =0
0 0

und W2 (0,1) —{u+cu€W012(O 1) und ¢ € R}.

per

b) Wir beschrinken uns darauf, das Minimum in C := {u + ¢;u € C*[0,1] N Cy[0,1] und ¢ € R}
zu suchen. Berechnen Sie Cyyjp¢.

¢) Was konnen wir fiir Cyy,¢ folgern?

*unbewertete Zusatzaufgabe



Aufgabe 3: * Fiir ein beschrinktes Gebiet 2 C R" und u € VVO1 2 (Q) definieren wir

full, o= [ [V de
Q

a) Zeigen Sie, dass ||.||, eine Norm auf Wy () ist.

b) Zeigen Sie, dass diese Norm &quivalent zur |[.[[y;1,2q)~Norm ist, dass es also ein C' > 0 gibt, so

dass
1

C HU||WL2(Q) < ul, <C ||UHW172(Q)
fiir alle u € Wy'* () gilt.

Aufgabe 4:  a) Zeigen Sie, dass es ein C' > 0 gibt, so dass

1 1
/ u (z)” de < C’/ u" (x)? da
0 0

gilt fiir uw € C*[0,1] N Cy [0, 1].
b) Zeigen Sie, dass |[|-]|,, definiert durch

|wh=¢4<wuw%x

auf W* = W?22(0,1) N W,*(0,1) dquivalent ist zu der Standardnorm fiir W22 (0, 1).
Hinweis: C*[0,1] N Cy [0, 1] liegt dicht in W*.

Aufgabe 5: * Zeigen Sie, dass ||-||,, definiert durch

auf W = {u e W22 (=1,1); [N u(z)de =0 = jl zu (x) dm} dquivalent ist zu der Standardnorm
fir W22 (—1,1).

Aufgabe 6: * Essei (H, ((.,.))) ein Hilbertraum, versehen mit der durch das Skalarprodukt indu-
zierten Norm, und es seien z,y € H.

a) Zeigen Sie die Parallelogramm~—Gleichung
I+ ylI* + lle = ylI* = 2 (Jl[* + [ly]1*) -
b) Zeigen Sie
(o) = 5 (e + ol = lle =]
Aufgabe 7: * Zeigen Sie, dass eine schwache Losung u von
=Y (0 (@) (@) +e@ule) = f@) @,
> i Viij () a%ju (x) = auf 09,

fiir die u € C? (Q) gilt, das Randwertproblem auch im klassischen Sinne 16st.
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