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Aufgabe 1 4 Punkte
Sei Q c R™ offen und beschriankt und 9Q Ct. Sei v : 9Q — R”™ das dukere Einheitsnor-
malenvektorfeld und u € C'(99Q).

a) Zeigen Sie, dass

udaq : D(R") — R, (udopq, ) = / upds  und
o0
0 0 Oy
— : D(R™ — = — -
£ (udpq) (R") — R, <8V (udoq) ,<p> /89 u(‘)u ds

in D'(R") sind.
b) Sei

1 1
E(SC) = { (n—=2)kn—1 [Jz]|"=2° nz 3 .

5 log [, n=2,

Zeigen Sie das

0 0 .
<8V (udaq) * E) () = —/ uw(y)=—E(x —y)ds(y) in D'(Q\0NQ).
Hinweis: Studieren Sie den Beweis von Satz 4.1.2.

Losung:
Zu a): Wir benutzen Satz 3.1.4:

[(udaq, ) S/ lup|ds < vol(09) sup |u(z)| sup [p(z)]
o0 €N zeR"™

ds < vol(92) sup |u(z)| max sup |9o(a)]

oe
v €0 i=1,...n gcRn

i) = L3
U5897(p o0 0

<<58,,(“589)> . E’(p> _ <E(y), <8i; (uéag)(:c),w(a:,y)@(:c+y)>>

— [ B [ DD g0y

Zu b):

Da fiir 2 € 9Q und = + y € supp ¢ ist ¢ (x,y) identisch eins.

((utwion)) «Bog) == [ B) [ a3+ sty



Aufgabe 2 4 Punkte

a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte H der Heaviside-Funktion.
Tipp: Zeigen Sie zundchst, dass e **H — H in S'(R) fiir ¢ — 0 oder benutzen Sie,
dass H' = 6.

b) Berechnen Sie pv ().
Tipp: Benutzen Sie a) oder x - pv (%) =1.
c) Sei a # 0 und f,(z) = cos(ax) : Zeigen Sie, dass
f(lzl + a2fa =0

und bestimmen Sie j?a

d) Zeigen Sie, dass (log |z|)’ = pv (1) und berechnen Sie Eg\m.

Losung:
Zu b): Wir beweisen zuerst den Tipp:

<x o (1) ,s0> - <pv (;) ,w> =ty [ otoin = [ earis = 1.0
2o () (om(3) -2

x
1
= Flpv <>> = —-2miH 4+ C, flireinCeR
x
Die Distribution pv (%) ist ungerade:

e (55) o) =i 2o (0) o)

Das impliziert, dass F (pv (%)) ungerade ist und somit —2imr +C = —C. = C =im.

1
= F (pv <>> = —2miH + m
x



Zu a): Wir wenden die Fouriertransformation auf b) an:

pv <i> — <_1x> — @ \F <]—“ (m (i))) = iF(H) ~ L F(1) = iF(H) ~ imd
= F(H) = —i <pv (i)) 7

F(cos(az)) = F (W) = % (i(a -+ i(a+§)) = %(5(@ — &) +d(a+vy))

Zu c):

Zu d): Wir beginnen mit der Berechnung der Ableitung von log |z|:

((loglz])', ) = — (loglzl, ¢') = - /Rlog |zl¢’ (z)dx = — lim log|z|¢'(x)dz

e—0 |lz|>e

gt [T ]

oo x

= —lim [log |z|o(z)
e—0

= lim {5logsw+glog5@(€)¢()] + lim Sp(x)dx
=0 0 —_,6_/ e _&;—/ e—0 |z|>e ¥
—0 e—0 —0 e—0
—¢'(0) —¢'(0)

()9

Wir nutzen dieses Resultat und das Ergebis aus b):
1
i6F 1o |a(€) = 7O, og al) = F (o (1 ) ) = 2w + 7

Multiplikation mit —ipv (%) ergibt das Ergebnis

Flog|a])(€) = pv (2) 7[1 — 2H]

Bitte wenden!



Aufgabe 3 4 Punkte

a) Sei u harmonisch in Q, z € Q und r > 0 mit B, (x) C . Zeigen Sie, dass

n n
u(zr) = T /Br(z) u(y)dy = p— /Bl(o) u(z + ry)dy.

b) Sei (u;) eine Folge von harmonischen Funktionen in 2, die gleichméfig auf
kompakten Teilmengen von €2 gegen u konvergiert. Zeigen Sie, dass u harmonisch in
Q) ist.

c) Es ist bekannt, dass eine Distribution in R"™ mit Tréger {0} eine Linearkombination
Z caD%0, co € C,
|| <m

der Ableitungen der §-Distribution ist. Benutzen Sie diese Tatsache um den Satz
von Liouville zu beweisen:
Ist u harmonisch in R™ und

u(z)] < O+ ||z])Y fir C,N >0,

so ist u ein Polynom. Insbesondere ist eine harmonische und beschrinkte Funktion
auf R™ konstant.

Loésung:
Zu a): Mit der zwiebelartigen Integration und der Mittelwerteigenschaft von
harmonischen Funktionen folgt:

/ u(y)dy = / / u(y)ds(y)dr "2 / R Ydr = iy u(z)
B (x) 0 JSr() 0 n
= u(z) = —° / u(y)dy =T / u(z + ry)dy
En-1 JB,(x) Kn—1 J By (0)

Zu b): Wegen der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Mengen folgt aus a):

n

= li (x) =1l ui(y)dy = u(y)d
j—00 J—=oo Ky /Br(x) ](y) 4 T Kp_1 /Br(z) (w)dy

Diese Mittelwerteigenschaft gilt fiir alle z € Q und B, (z) C © und damit ist u
harmonisch.
Zu c): Es gilt u € §'(R™), denn

el < [ @lle@lds<C [ 1+ fal)p(w)lda



<Csup [(1+ !\yll)N+”“!sO(y)l]/ (L + =)~ dae
yeR? Rn

C sup z’
|B|I<N+n+1, zeR"

IN

(@)

Somit konnen wir die Fouriertransformation auf v anwenden und erhalten

Au=0 = —|¢fu=0 = suppucC{0} = ﬂ:anDo‘& ca €R

laj<m

=  (@2m) "u(-z)=F@)=F ( > caDaa) = > F (D)= Y caz®F ()

laj<m laj<m laf<m
8)=
. Z Cax®
la|<m
=  u(zr)=(27)" Z (=1)?lea2®, also ein Polynom.
laj<m
Aufgabe 4 4 Punkte

a) Seien U C R™, V C R" offen, u € D'(U), ¢ € D(U x V) und definiere ¢ : V. — C,
¥(y) = (u, (-, y)). Zeigen Sie, dass ¢ € D(V)) und 9y(y) = (u(z), 95 p(z,y)) fiir
a € Nj. Fallsue &'(U), p € E(U x V). Zeigen Sie, dass ¢ € E(V).
Anleitung: Fir h = (0,...,hj,...,0) betrachte

Y(y+h) —P(y) i
L - <uvayj<'7y)>

b) Seien u € D'(R"), g € D(R™) oder u € &'(R"), g € E(R™). Zeigen Sie, dass u g die
Funktion f € C*(R") ist, f(x) = (u(y), 9(z —y)).

c) Sei u € E'(R™). Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformierte von u die Funktion
i€ C®(R™), a(€) = (u(x),e " ®8)) ist.

—

d) Zeigen Sie, dass dg, ()(§) = 47r7"SiITg‘|E‘, wobei S,.(0) die Sphire mit Radius r um 0 in
R3 ist. - - -
Tipp: Zeigen Sie, dass 0g,0)(AE) = ds,(0)(§) fiir A € O(3) (das heifit dg, (o) ist
rotationsinvariant) und folgern Sie, dass

—

55,0 (€) = /S o st

Losung:
Zu a): Es gilt

w(y+he;l-) —Yy) <u’ O (.’y)>




Sei p € C*®(U x V) dann gilt
dy ~ Jp ~
z) = —(x,y+ he;) — —(x, he|0,h
My,n(2) 3yj( Y i) 3yj( Y) [0, A]

Fiir jedes kompakte K und m € Ny impliziert dass

. o [Pz, y+ hej) —p(z,y) Oy
1 .
lal<m
olel 9 - alel 9y
= li T he;) — —— —— =0.
A SUD B s Bys (@, + hej) = 53 ay; (z,9)
la|<m

Damit haben wir gezeigt, dass n,.,(x) "200 in der E(V)-Norm.

Sei w € D'(U) und ¢ € D(U x V). Dann gibt es ein Kompaktum K mit suppn,, C K
fiir alle h € (0,1] und 7,5 — 0 in der £(V')-Norm (sieche oben). Dann impliziert

u e D(U), dass (u,nyn) 290 und somit die Differenzierbarkeit.

Sei nun w € &' (U) und ¢ € E(U x V). Sei K C V kompakt und m € Ny beliebig. Dann

gilt 1,5, — 0 in der £(V)-Norm (siehe oben). Da u € £'(V'), impliziert dass

h—0
<u777y,h> :> 0.

Zu b): Wir berechnen:
(wx9.6) = (9(0). (ula)s (@) = [ g0 (ule), (@) dy
— [ @) gwe@)dy =Y [ (u(o). gl - 0)pl) dz

= [ otz =) ez = [ pepl)de

Das f € C*°(R"™) folgt aus a) und der Tatsache da g € D(R") bzw. u € £'(R")
kompakten Trager haben.
Zu ¢): Wir berechnen

(1) = 0 9) = (@) [ Dptaan) = [ {u(e)e ) ol

= ((ule),e™ =) o).

Diese Berechnung funktioniert fiir £'(IR"™), da diese Distribution kompakten Trager
haben.
Zu d): Fir A e O(3) gilt

3o o o) —i(z —i(x
ds,(0)(AE) = <5sr(0)(9€)7€ { ’A€>> = /s (0)6 (@48 ds ()



det A=1 / 67i<x,5>d8(x):5/&5(€)
Sr(0)

Fiir ein gegebenes £ wihlen wir A so, dass A = ||€]|e;. Dann ist (x, A) = x1]|£]| und

—

d5,(0) (&) = d5,(0) (AS) = /5 o €_iI1H§”dS(.’L')



