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Aufgabe 1 4 Punkte

a) Sei u € C*°(R"\{0}), n > 2, gegeben durch

Zeigen Sie Au = 0 auf R™\{0}.

b) Sei u : R" x (0,00) — R gegeben durch u(z,t) = t"2ze” a . Zeigen Sie, dass
0w — Agu = 0 auf R™ x (0, 00).
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Da beide Ausdriicke gleich sind, folgt die Behauptung.



Aufgabe 2 4 Punkte
a) Sei u € C?((a,b) x (c,d)) mit d10ou = 0. Zeigen Sie, dass es f € C?((a,b)) und
g € C%((c,d)) gibt, so dass u(z) = f(x1) + g(x2).

b) Sei u € C?(R?) mit d3u — 3u = 0. Zeigen Sie, dass es f,g € C?(R?) gibt mit
u(z) = f(z1 +22) + g(@1 — 22).
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Losung:
Zu a): Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
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Fiir den Integrand des zweiten Terms g(x1,x2) := dou(x1, x2) gilt
O f(x1,m2) = 01091(21, 22) = 0.

Das zeigt, dass g und somit auch das Integral unabhéngig von x; ist: Das erste Integral
ist unabhingig von x2, denn:

828111(1‘1, fl'2) Satz von:Schwarz 813212(331, .%’2) —0.

Der dritte Term ist sowieso eine Konstante. Die Funktionen
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erfiillen die Forderungen und sind bis auf additive Konstanten eindeutig.
Zu b): Sei y3 = w1 + x2 und y2 = x1 — x9. Dann gilt
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Nach a) gibt es somit f € C?((a,b)) und g € C?((c,d)) mit

u(z1,72) = v(y1,y2) = f(y1) + g(y2) = f(z1 + 22) + g(21 — 72)



Aufgabe 3 4 Punkte
Seien U C R"™ eine offene Menge und f € C°°(U) eine Funktion. Zeigen Sie:

a) div(grad f) = Af
b) Fiir n = 3 gilt rot(grad f) =0

c¢) Fiir n =3 und F € C*®°(U,R?) ein Vektorfeld gilt div(rot F') =0
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Aufgabe 4 4 Punkte
Zeigen Sie:
a) Fir a, 8 € Nj gilt

aﬂ o (a%lﬁ),xa_ﬁ, falls B S [0
% = :
0, falls B £ a.

b) Fiir a,u € C*(Q) gilt die sogenannte Leibniz-Regel:
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c) Fir P(0) = > ¢a0% cq €C, a,uc C®(Q) gilt
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wobei P{®)(¢) = g P(&).

Losung:
Zu a): Wir beweisen diese Aussage per Induktion tiber m = |f|.

Induktionsanfang m = 0: %% = z* = 0 3!0 0
a—0)!

Induktionsschritt: Angenommen die Formel gilt fiir alle 5 mit |3] = m und fiir alle «.
Sei 8 beliebig mit || = m + 1. Dann gibt es ein ¢ € N{ mit 5; > 0.
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zu b): Induktion tiber m = |a|:
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Induktionsschritt: Angenommen die Formel gilt fiir alle @ mit |a| = m. Sei « beliebig
mit |a| = m + 1. Dann gibt es ein ¢ € Nj mit a; > 0.
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Der erste Term wird umsummiert:
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Wir kénnen die Summanden mit 5; = 0 im ersten Term einfach hinzunehmen, da g;
als Faktor auftritt. Im zweiten Term konnen wir die Summanden mit o; — 3; = 0
hinzunehmen, da dieser Faktor im zweiten Term auftritt.
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Damit folgt:
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