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Aufgabe 1 4 Punkte

a) Sei @ : Q) — Qs ein C2-Diffeomorphismus und

Z 500,00 + Z 0y, + a

3,j=1

ein partieller Differentialoperator auf €25. Zeigen Sie, dass ein Operator

Z bri (y)Dy, By, + Z br(y)y, + b
k=1 k=1
auf Q existiert, so dass fiir u € C?(y) gilt

Q(y,9y)(uo @) = (P(x,0z)u) o ®

b) Sei u € C%(R?) und v € C%((0,0) x (0,27)) mit v(p,d) = u(pcosh, psinf). Zeigen
Sie, dass

1 1
(03u + 03u)(pcos b, psinh) = (8[2)1) + —0,v + 28311) (p,0).
P P
Der Operator auf der rechten Seite ist der Laplace Operator in Polarkoordinaten.

Losung:
Zu a): Mit W =® ' und v =uo® folgt u=vo W,

n

k=1

aa:a ( aﬂﬁzz yr U aqu]k()
= [(9,0y,0) (¥ (2))0x, W1 (2) D, Ui () + (Dy, 0) (¥ (2))a, Dr, V()]
k=1



P(z,0,)(u) o ® = P(x,0;)(vo¥)od
— Z aij Z [(9y,0,0) (D, 01) (0, W) + Dy, 00y, 00,V | 0 ®
ij

—i—Zal o 0) (02, U) 0 @ + a(v o W) o ®

:Z |:Za” 02, 1y) 0 (0y, Wy,) o ](@Jlaykv)o(l)

+Z {Za” (P2, 02, V) ‘1)4'2@1'(5@:2‘1%)0‘1)] (Oy,v) 0 ® + av
= buly Zaw ;W) (2(y)) (0, W1)(2(y))
(v) = Zam (90,00, 1) (@) + 3 (00, 01)(810)

ij
b=a
Zu b): Wir nehmen P = 82—1—%8’,4—%283. Dann ist ¥(p,0) = (pcosf, psind). Anwendung

der Formel aus a) ergibt:

b11(¥(p,0)) = 1(cos 19)2 + (—ps.in«9)2 =

1
2
1

b22(\1’(p, 9)) = 1(Sin9)2 + 5 (pcos 0)2 =

B~

bi2(¥(p,0)) = 1cosfsinb + plsz(— sinf) cosf =0

b21(¥(p,0)) = b12(¥(p,0)) =0

1 1
b1(¥(p,0))=1-0+ ?,0(—(3059) + ;COS@ =0

1 1
ba(U(p,0)) =1-0+ ﬁp(—siHH) + ;Sin& =0
b=0
Dann impliziert a):

Q(yﬁ 8y) = 851 + 6:32



Die eben gezeigte Beweismethode funktioniert allerdings nur, wenn man schon vorher
weifs, wie der Laplace-Operator in Polarkoordinaten aussieht. Hat man diese nicht parat,
so braucht man die Umkehrabbildung und ihre Ableitung. Wir geben hier die Rechnung
fiir den ersten Quadranten an, aber die anderen Rechnung unterscheiden sich nur durch
eine additive Konstante:

T y
(I)fl(%y) = (\/m, arctan (%)) , = dCIfl(;c,y) - (\/xQ;ryQ \/xzﬂ,z)

T
2 +y2 x2+y2

Damit ergibt sich

=t <¢Ty> () 1 (/Ty) (i) ~o- e

[
)

Y x 1 1
(z,9) (z,y) (2, y) (x2+y2)% (xZ—I—yQ)% 21+42 P
2 2
ba(w,y) = 1-020(x,y) + 1-020(2,)) = 5 g5 — 5oy = 0

(@2 +92)? (22 +y?)?

Dann impliziert a):

1 1



Aufgabe 2 4 Punkte

a) Sei v € C1(Q,R") ein Vektorfeld und ¢ : Q — €’ ein Diffeomorphismus. Das Vektor-
feld ®,v € C1(¥,R") wird definiert durch
(@) (y) := d®(z) ov(z), z:= & (y).

Zeigen Sie:
¢ : I — Q ist eine Integralkurve von v genau dann, wenn ® o ¢ : I — € eine
Integralkurve von ®,v ist.

b) Sei nun v € C'(R",R") das konstante Vektorfeld v(z) = a € R™\{0}. Finden Sie
einen Diffeomorphismus ® : R” — R"” mit ®,v(z) = (0,...,0,1).

Losung:
Zu a): ,=*: Angenommen ¢ ist eine Integralkurve von v.
KR
(@ o) (t) = dP(p(t)¢'(t) = d(p(t))v(p(t))

= dB(7 (P o (1)) v(27H (@ 0 (1))
= (P0)((Poy)(t)) = P oy ist Integralkurve von ®,v

»<": Angenommen ® o ¢ ist Integralkurve von ®,v.

P(t) = (o op) (1) = dd (P o p(t))(® 0 p) (1)
(@ 09)/(t) = (B0)(® 0 ) () = dD(D™((® 0 ) (£)))(D (P 0 ©)(1)))
= d®(p(1))v (1))
= () = dOH(® o (1)) dB(())v(p(t)  d(@ 0 @) (p(t))u(p(t)) = v(e(t)
=did=1I,

Also ist ¢ Integralkurve von v.
Zu b): Sei {by,...,b,_1} eine Basis von a*. Die lineare Abbildung

bf

[lall?

ist invertierbar, da ihre Spalten eine Basis des R™ bilden. Die Differenzierbarkeit ist
trivial und somit ist ® ein Diffeomorphismus.

b{ <bl,a> 0
) y - ) _ B ) NE
Ov(x) =dP(P(z))v(P ™ (z)) = bgA a= (bp—1,a) 0
ol (a,a) 1

Nall2 [[al?



Aufgabe 3 4 Punkte
Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen 1 bzw. ¢ erste Integrale der jeweiligen
Differentialgleichungssysteme sind

x/:m2—t
! p1 = t° + 2xy, pg =2’ —ty,
y = -z
x’' =y 2 y?
1 =zxlogx — x%y, o= —2logz.

{y,:x2+y2 v g Y 92 =5 g
Losung:
2u a):

Opr(t, z(t), y(t)) = 2t + 2y(t)2'(t) + 2z (t)y'(t)
22(t) —t
y(t)

=2t +22%(t) — 2t — 22%(t) =0 = Ist erstes Integral.

DGL einsetzen

2 + 2y(t) + 22 (t) (—x(t))

Der Ubersichtlichkeit halber werden im folgenden die Argumente weggelassen.

Oppa = —y + 2xa’ — tyf

x? —t

=—y+2z —t(—x) #0 = Ist kein erstes Integral.
zu b):

dipr = (loga + 1 = 2ay)a’ — 2y’ = (logz + 1 — 2zy)zy — 2*(2” + y°)
=zylogr + zy — 3332?/2 — a4 #0 = Ist kein erstes Integral.

2 ! 2
2 T 2
Oppo = —2y—3$' —2— 4+ —Zy' = —2y—3ajy _o% + —22/(332 +9?)
x x x xr x
3 3

2
= —2% — 2y + 2y + x—yQ =0 = Ist erstes Integral.



Aufgabe 4 4 Punkte
Losen Sie die folgenden partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

A W
R i i e
ou ou ou ou
b) (zsxs4 — xlmg)a—xl + 3:21:3(9—:62 + x%a—xs + m3x4a—x4 =0, xz3#0.
Losung:

zu a): Da das System linear und homogen ist wenden wir Satz 2.2.1 aus der VL an und
suchen zwei erste Integrale. Wir bestimmen die Integralkurven des Vektorfeldes

/

T T T Ae’
yl (s)=1-2y]|(s) = y|(s)=|Be > ]|, ABCEecR.
z —z z Ce™*

Damit sind zwei unabhéngige erste Integrale gegeben durch
o1(x,y,2) =2z und oz, y,2) = 22y.
Die allgemeine Losung ist dann
u(z,y,2) = flxz,z%y), firalle f € C*(R% R).

zu b): Wir bestimmen die Integralkurven des Vektorfeldes (lz3 # 0)

/ 9 D _ B2
1 T3Ty — T1T5 1 52 + Ae CT-s
B
x Tox T
2| (0= 0 e = [T = Ors ,A,B,C,D € R.
T3 T35 T3 Cl
—S
T4 T3T4 T4 CD
—S

Damit erhalten wir drei erste Integrale und somit die allgemeine Losung:

I2
u(zy, x2,x3,24) = f (953 3 <x1 - 3:3274) e“é) . fiir alle f € CY(R3,R).

xo T4 x5

Bei 3 = 0 bricht diese Argumentation zusammen, da dann x3 = 0 die Losung der dritten
Komponente ist und dann die Integralkurve

xr1 Ae’B%
X9 o B
I3 (8) o O
Ty D

ist.



