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Aufgabe 1 4 Punkte
Bestimmen Sie die Punkte der Kurve

I'={(z1,22) ER : zp =2}}
die charakteristisch fiir P = 9109 sind. Zeigen Sie, dass das Cauchy-Problem
O10ou =0, ulp =0, doulp = ¢1(x)
eine Losung hat genau dann, wenn ¢; : R — R eine gerade Funktion ist.

Losung:
Wir benutzen die Notation von Definition 2.4.1.

. —2x
[={p=0}, mitp(x1,z2) =w2—a7, gradp(ws,zz) = < ) 1)

Dann ist

(1,1)
S talp) (Op(p))" =1- (‘2{“) o —0e =0,

|a=2

Somit ist (0,0) der einzige charakteristische Punkt auf I'.

Angenommen das Cauchy-Problem hat eine Lésung. Aus Serie 1 Aufgabe 2 wissen wir,
dass die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung 0 0u = 0 die Form

u(x1,x2) = f(x1) + g(x2), f,g € C'(R) beliebig, hat.
Wertet man die Anfangsbedingungen aus, so erhélt man
0 = ulp(a1,22) = f(1) + g(1)
p1(z1) = daulr(z1,22) = ¢ (27)

Damit gilt
pi(—21) = ¢ ((—21)*) = ¢'(a1) = p1(21), Va1 €R,
das heilst ¢ ist gerade.

Sei nun angenommen, dass (; gerade ist. Dann gibt es ein ¢ : R — R mit ¢ (z) = 1 (2?)

(Y(y) = @(\/W)) Wir setzen

ar,az) = - | T+ [ vtwde= [



Damit folgt

(918216(:1)1,1’2) = 81(2[)(:1}2)) =0

f
ulp(zr,22) = [ - 9(t)dt =0

Ty

OpulD(w1, 22) = Y (22)|pp—2 = 1(27) = @1 (2)

Uber Eindeutigkeit der Losung lassen sich keine Aussagen machen, da ¢y analytisch nicht
vorausgesetzt wurde.

Aufgabe 2 4 Punkte
Bestimmen Sie die Punkte der Kurve

L= {(z1,22) €R : a2 :ZL‘%}

die charakteristisch fiir P = §? — 93 sind. Bestimmen Sie auch die Punkte p € I’ wo das
Vektorfeld A = (1,0) tangential zu I" ist. Zeigen Sie, dass das Cauchy-Problem

Otu— 3u =0
ulp = 0, drulr = p1(x1)

genau dann eine Losung hat, wenn ¢;(0) = 0. Widerspricht das dem Satz von Cauchy-
Kowalewskaja?

Losung:

Wie bei Aufgabe 1 ist

p(z1,22) = 22 — 2}

Dann ist

(2,0) (0,2)

« -2 -2 1
> aan) @) =1(27) 1 () = ntr = w2 =0 e =y,
|a|=2

Somit sind (+3, ) die charakteristischen Punkte auf I'. X ist tangential zu I in (0, 0).
Aus Aufgabe 1, Serie 2 ist bekannt, dass die allgemeine Losung die Form
u(@1, w2) = fo1 + 22) + g(21 — 22)

Auswerten der Anfangsbedingungen:

0 =ulp(zy,22) = f(z1 + x%) +g(x1 — :1:%)
e1(z1) = Ovulr(zy, 22) = f'(z1 + 1) + ¢ (21 — 27)



Ableiten der ersten Gleichung nach x;
0= f"(z1 +27)(1+ 221) + ¢ (21 — 27) (1 — 222)
und Abziehen von der unverénderten zweiten Gleichung ergibt

221 [ (21 — 27) — /(21 + 27)] = p1(21)

und somit ¢1(0) = 0. Das ist kein Widerspruch zum Satz von Cauchy-Kowaleskaja, denn
es sagt nur aus, dass es keine Losung um (0,0) geben kann, wenn ¢ zwar analytisch ist,
aber nicht ¢(0) = 0 erfiillt ist. Aber bei (0,0) ist A € T,I" und der Satz von Cauchy-
Kowaleskaja macht dort keine Aussage.

Durch Umstellen der Gleichungen fiir f und ¢’ erhalten wir die Funktion

1 1 1 1
u(xy, x2) zx<x1—|—x2 > —4><I> (—2+sgn <x1—|—2> \/4+x1+$2>
1 1 1 1
—X<x1—x2§—4)¢<2+sgn<x1—2> 4_(931—332)>

Ty 2 _ 1
wobei ®(z) = / : v1(z)dz
0 4z

Das ist eine Losung von 97 — 93 = 0, denn es hat die Form f(z1 + 22) + g(z1 — 22).
Auferdem gilt

u(ar,z}) = ®(z1) = P(z1) = 0
sgn (1‘1 —|— ) sgn (1‘1 - %)

\/4+w1+w1 b (- ad)

=y, Al )<2:1:1—|—1 29;1—1) 1)

Somit handelt es sich um eine Losung des Cauchy-Problems.

81u(x1,a:1

Aufgabe 3 4 Punkte

Sei

Z ai;0;0; +Zal )0i + a(x),

i,j=1
wobei a;; € R, a;,a € C(,R), und die Matrix A = (a;;) ist symmetrisch. Sei
ki € {0,...,n} die Anzahl positiven Eigenwerte von A und k_ € {0,...,n} die An-
zahl der negativen Eigenwerte von A.



Figure 1:



Zeigen Sie, dass ein Matrix C' € M,,«,(R) existiert, so dass durch die Koordinatentrans-
formation y = CTx der Operator P(x,d) in den Operator

ki ky+k_
=D 01— > 62+Zb )0 + b(y

i=1 i=ky+1
transformiert (siche Aufgabe 1, Blatt 2).
Losung:
Sei

D =diag(1,...,1,~1,...,—1,0,...,0) € Myxn(R).
—— ————
ke ke

Nach dem Trégheitssatz von Sylvester (Diesen Satz kann man mit der orthogonalen
Diagonalisierbarkeit von symmetrischen Matrizen leicht herleiten. Er ist aber eigentlich
deutlich elementarer) gibt es eine Matrix C' € Gl,,(R) mit CT AC = D. Damit definieren
wir die Transformation ® : R® — R"™ mit ®(x) := CTz. Dann gilt nach Aufgabe 1 Blatt
2:

Z bri(y ayk Oy, + Z bi(y 8yk +0
k=1 k=1

mit
bri(y Z ai; (02, @x) (271 () (92, 21) (27 (1))
= Z az’jckiclj = ZCIZ;GUCJ‘I = Dy
~ —
Z @i (O, Oy D) ( )+ Z ai (27 () (00, 21) (27 (y))
= Zaw 0+ Zaz Y)Cii; = (CTa(@7(y)))

b(y) = a(‘I’_l(y))

Daraus folgt

Qy, 0y Z D10y, 0y, + Z CT a)dy, +a
k,l=1
kt+k—
= Zaik - > 9 +Z (CT (@ (4))y, + a(@7 (1))
k=1 =k, +1



Aufgabe 4 4 Punkte
Losen Sie die nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

du (OuN e in U = {a; > 0}
83}1 8%‘2 1 - N !

u(z1,x9) =z auf I = {x; = 0}.
Tipp: Betrachten Sie die letzte Aufgabe auf Ubung 2.

Losung:
Wie in Ubung 2 stellen wir das System der Charakteristiken auf.

F(p,z,x) =p1 +p3 — 322 —1

( 0 —62, 611
/'=0,Fp—grad, F =0- - =
1
= (grad, F,p) = << >,<pl)> = p1 + 2p3
2po D2

1
2p2
Wir bestimmen die Anfangsbedingungen
z(0) el = 21(0)=0, z2(0)=:x20
p2(0) = dou(x(0)) = G2u(0, x0) = Dow2|(0,09) = 1
p1(0) +p3(0) = 327(0) + 1 =1 = pi(0) = —p3(0) +1=—-1+1=0
2(0) = u(z(0)) = u(

Dieses Anfangswertproblem wird schrittweise gelost:

x' = grad, F =

0,z0) = o

ph=0 = pot) =p2(0) =1
i=1 = x(t)=t+z2100)=t

Pi(t) =6a1(t) =6t = pi(t) = 3t* +p1(0) = 3¢°
Th=2pr=2 = x9(t) =2t + 22(0) = 2t + z

t
Z(t)=pi(t) +203(t) =3t +2 = 2(s) = / 252 + 2ds + 2(0) = 3 + 2t + g
0

Angenommen (z1,22) € R? beliebig aber fest gewihlt. Dann folgt
(x1,22) = (t,2t +x9) = t=uz1, xp=2x2 — 2t = T2 — 277.
Damit folgt
u(zy, x2) = 2(t) = 3 + 2t + 19 = x5 + 221 + T2 — 271 = T3 + To.



