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Aufgabe 1 4 Punkte
a) Sei Q C R"™ offen, € > 0 und

Q. ={zeR" : d(z,Q) <e}.

Bezeichne o, die charakteristische Funktion der Menge Qs.. Sei ¥, := X2, * ., wobei
we(x) =€ (%) und

p e Ce°(R"), () = fBl(o) exp (Hyl1 ) dy

0 el =1
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so definiert ist wie unter (3.1.6) aus der Vorlesung. Zeigen Sie
i) Y. € C*°(R") und 0 <1p. <1

ii) Y. =1 auf Q.

iif) supp . C Q3.

Skizzieren die den Graph von v, fiir Q = (a,b) C R.

b) Sei @ C R offen, K C Q kompakt. Zeigen Sie, dass ¢ € C§°(Q2) existiert, mit ¢ = 1
auf K.

Losung:
zu a)i): Laut Vorlesung ist ¢, € C§°(R™) und

vele) = [ xaelo -y = [ oo - yiy

2e

Der Integrand hat kompakten Tréger und ist unendlich oft stetig nach x differenzierbar.
Somit kann Integral und Ableitung vertauscht werden und die 1. € C*°(R") folgt.
Auferdem folgt

0< [ lea-ndy< [

VL
. wa(w—y)dyz/ we(y)dy = 1.

n

>0

Zu a)ii): Ist x € Q. und x — y € B-(0) dann folgt mit der Dreiecksungleichung

d(y, ) < d(z, Q)+ |ly —zf| <ete=2e



und somit y € Qoc. supp p. = B:(0) und x2:(y) = 1 fiir alle y € Q. impliziert

e () Z/ans(y)%(:r—y)dyz/Rn gog(a:—y)dy:/]Rn oe(y)dy 2 1.

zu a)iii): x —y € B:(0) = supp ¢ und y € Q. = supp x2e impliziert
d(z,Q) <d(y,Q) + |lz —y|| <2e+e=3 = z€Qs.

Da diese beiden Bedingungen erfiillt sein miissen , damit der Integrand von . nicht
verschwindet, folgt somit die Behauptung.
Zu b): Hier geniigt es zu zeigen, dass

KCcKy={zeR" : dlz,K)<n} CQ fiireinn>0.

Denn dann ist ¢a fiir Ku (ist offen) so wie bei a) definiert die Losung. Nehmen wir an,
dass es kein solches n > 0 gibt. Dann gébe es zwei Folgen (x;) € R"\Q und (k;) € K

i—00 =00

mit ||z; — k|| — 0. Da K kompakt ist, gébe es eine Teilfolge k;, — k mit k € K.

l—00

lzi, — koll < |lws, — ki, || + || ki, — koll — 0.

Dann miisste kg € 09 sein, denn (x;,) C R™"\Q und (k;;) C K C € was aber nicht sein
kann, da € offen ist. Widerspruch.

Aufgabe 2 4 Punkte
Sei ¢ € D(R) und M > 0 so grok, dass supp ¢ C [-M, M]. Fiir n € N definieren wir

n

1 Jj .
(@) Y p(r) = %@(3)(0) @ # 0,
x) = =0
1
(nt 1)!cp(”+1)(0) ,x = 0.

Beweisen Sie, dass v stetig auf ganz R ist und das es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

sup  [(x)| <C sup  [¢U" T ().

—m<z<M —m<zx<M
Tipp: Taylorformel mit Integralrestglied
Losung:
Wird die Taylorformel mit Restglied auf die C'°°-Funktion ¢ angewendet, so erhélt man

n

o)=Y jjso@(m _7

=0

n+1

1
/ (1 — )™+ (tz)dt
0

n!

Damit folgt fiir  # 0,

1
1) b(e) = = /O (1~ £+ (tr) .



Andererseits gilt, weil ¢™t1) kompakten Trager hat und wegen der dem Satz von der
dominierten Konvergenz

x—0 n! n!

1

T+ nl”

1 1
lim w(e) = [ (=" lim D gt = P 00) [ orar

(n+1)(0)'

Damit ist die Stetigkeit auf gan IR bewiesen, denn fiir x # 0 ist ¢ stetig, da sie eine
Verkettung von stetigen Funktionen ist. Formel (1) impliziert fiir z # 0:

1
@) < — sup [pI(2)]

N _m<z<Mm
z#0

1
1
1—t)"dt| < su (n+1)(,
/O( ) ‘_ (n+1)!_Mgng‘(p ()]

Fiir = 0 ist diese Ungleichung trivialerweise erfiillt und man erhélt somit die Behaup-
tung.

1
su z)| < su (n+1) ()],
wgngli/)( )| < (n+1)!,M§f§MW ()]

Aufgabe 3 4 Punkte
Sei ¢ € D(R™) und h € R™"\{0}. Fiir t € R\{0} definieren wir

p(z +th) —p(z)
t

pr(x) =
a) Zeigen Sie, dass ¢y € D(R™) fiir ¢ # 0.

b) Beweisen Sie: Fiir t — 0 konvergiert ¢, in D(R™) gegen eine Funktion. Berechnen
Sie diese Funktion.
Tipp: Taylorformel mit Integralrestglied zur zweiten Ordnung fiir 9%¢

Losung:

Zu a): ¢ hat kompakten Trager und somit ist supp ¢ C Bjs(0) fiir ein M grof genug.
Ist = + [th| € By(0) dann ist © € Bpyyje((0) und somit ist supp(z — @(x + th)) C
Bar4i¢r)(0). Damit ist auch supp ¢y C By (0). Damit folgt aber auch, dass ¢; €
D(R™), denn die Differenzierbarkeitseigenschaften erbt ¢, von ¢ wegen der Summen-
regel.

Zu b): Zuerst miissen wir zeigen, dass fiir kleine ¢, alle suppp; in ein und demsel-
ben Kompaktum enthalten sind. Mit der Argumentation aus a) folgt aber sofort, dass
supp ¢ C By (0) fiir alle [¢] < 1.



Sei o ein Multiindex:

0y (z) = % 0% 0(z + th) — 0% (x)]

Taylor 1 i o o
A DR +t22/ (1 = w)hih; s, 0, (0°9) (x + uth)du
=1

1,j=1
Das impliziert:
— ) hid, (0%0)( ’ < |t Z / (1 — w)hihjy, 04, (0%¢)(z + uth)du
i=1 1,j=1

<Clp? Y sup [07(y)|
181<|al+2¥SE

Damit ist gezeigt, dass 0%¢; auf K gleichméfbig gegen die Funktion z +— > | hiOy, (0%p)(x)
konvergiert. Das beweist, das ¢ in D(2) fir ¢ — 0 gegen die Funktion

T Z hi(Oz; ¢ = (h,grad ¢) konvergiert.

Aufgabe 4 4 Punkte

a) Sei ¢ € D(R"™). Beweisen Sie, dass fiir i = 1,2,...,n gilt

[ et@Pas = -2re [ o) @)is).

Tipp: Satz von Fubini und partielle Integration bzgl. x;

b) Sei 2 ein beschrianktes Gebiet in R™. Zeigen Sie mit a), dass ein C' > 0 existiert, so

dass
2 - Iy
[ ewiar <3 [[152w

2
dx fiir alle p € D(Q).

8.%'
Tipp: Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir Integrale
Losung:

Zu a): Da die Funktion ¢ kompakten Triager hat, kénnen wir den Satz von Fubini
anwenden

/n zip(x) (0, @) (z)dx = / / {/ zip(2) (02, 9)(z)dzi | doy - - - dri—1dziqq - - - dxy,



Wir wenden partielle Integration auf das mittlere Integral an:
/]Ra:igo(x)(a x)dx; = /8% zio(x))p(z)dz;
= | playpla)dn - /R (0, 9) (2P0
- [e@Pds~ [ aip()09) o)

Umstellen der Terme ergibt

~2Re [ aipla) (0n,9) @)z = [ Jo(o)d
R R
und Integration nach den restlichen Variablen ergibt die Behauptung.

Zu b): Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf das Ergebnis aus a) an

/ w)Psz] [ sw@pn | < 2( [ foigta |da:) ([ 1@ dx)l

Da  beschrénkt ist kénnen wir ein C7 > 0 so finden, dass sup,cq |zi| < Ci.

[le@r < ([ rso<x>|2dx> ([ 1@ dx>l

Fiir [, |¢(z)[?dz = 0 ist die Ungleichung trivial und ansonsten gibt das Teilen beider
1
Seiten durch ([, |¢()[*dz)? das Ergebnis.




