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Aufgabe 1 4 Punkte
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionale u : D(R) → C Distributionen sind und
bestimmen Sie ihre Ordnung:

a) 〈u, ϕ〉 =
1∫
0

ϕ(x)dx

b) 〈u, ϕ〉 = ϕ(0) + ϕ′(1)

c) 〈u, ϕ〉 =
∞∫
0

x2ϕ′(x)dx

d) 〈u, ϕ〉 =
∞∑
j=0

ϕ(j)(j)

Welche sind Distributionen vom Funktionen-Typ?

Lösung:
Wir benutzen Satz 3.1.4 aus der Vorlesung.

Zu a): 〈u, ϕ〉 =
∫
R
χ[0,1](x)ϕ(x)dx. Die charakteristischen Funktion ist per definition

in L1(R) ⊂ L1
loc(R). Also ist u eine Distribution vom Funktionen-Typ und somit von

Ordnung 0.

Zu b):
〈u, ϕ〉 ≤ |ϕ(0)|+ |ϕ′(0)| ≤ 2 sup

x∈K

{
|ϕ(x)|, |ϕ′(x)|

}
Somit ist C = 2 und k = 1. Also ist u eine Distribution von Ordnung 1. Sie ist nicht
vom Funktionen-Typ.

Zu c):

〈u, ϕ〉 =
∫ ∞
0

x2ϕ′(x)dx
part. Int.

= x2ϕ(x)|∞0︸ ︷︷ ︸
ϕ∈C∞0 (R)

= 0−02ϕ(0)=0

−
∫ ∞
0

2xϕ(x)dx

=

∫
R

(−2xχ[0,∞)(x))ϕ(x)dx

Die Funktion f(x) = −2xχ[0,∞)(x) ∈ L1
loc(R) und somit ist u eine Distribution vom

Funktionen-Typ und Ordnung 0.
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Zu d): Sei K ⊂ R kompakt. Dann existiert ein NK ∈ N mit K ⊂ (−∞, NK ]. Sei nun
ein ϕ ∈ C∞0 (K), dann gilt

|〈u, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ϕ(j)(j)

∣∣∣∣∣∣ ≤
NK∑
j=0

∣∣∣ϕ(j)(j)
∣∣∣ ≤ NK sup

x∈K

{∣∣∣ϕ(j)(x)
∣∣∣ ∣∣∣ x ∈ K, j = 0, . . . , Nk

}
Damit ist C(K) = k(K) = NK und u eine Distribution. Da das k nicht unabhängig von
K gewählt werden kann, hat u keine Ordnung. Sie ist nicht vom Funktionen-Typ.

Aufgabe 2 4 Punkte

a) Zeigen Sie, dass für λ ∈ C mit Reλ > −1 die Funktionen

xλ+ =

{
xλ, x > 0,

0, x ≤ 0,
und xλ− =

{
|x|λ, x < 0,

0, x ≥ 0,

in L1
loc(R) sind.

b) Zeigen Sie, dass für Reλ > −1 und für alle ϕ ∈ D(R) gilt

(1)
∫ ∞
0

xλϕ(x) =

∫ 1

0
xλ [ϕ(x)− ϕ(0)] dx+

ϕ(0)

λ+ 1
+

∫ ∞
1

xλϕ(x)dx .

Sei Reλ > −2. Existiert die linke Seite für alle ϕ ∈ D(R)? Zeigen Sie, dass die rechte
Seite für alle ϕ ∈ D(R) existiert und eine Distribution definiert. Diese Distribution
wird auch mit xλ+ bezeichnet. Benutzen Sie dieselben Methoden um auch xλ− für
Reλ > −2 zu definieren.

c) Zeigen Sie, dass durch mehrfaches Anwenden dieser Prozedur die Distributionen xλ±
sogar für Reλ > −n− 1 und λ 6= −1, . . . ,−n definiert werden können.

Lösung:
Zu a): Die Funktionen sind Produkte aus messbaren Funktionen χ[0,∞) und χ(−∞,0] und
der stetigen Funktionen xλ und somit auch messbar. Sei R ∈ R+ gegeben:∫ R

−R

∣∣∣xλ+∣∣∣ dx =

∫ R

0

∣∣∣xλ∣∣∣ dx =

∫ R

0

∣∣∣xReλei Imλx
∣∣∣ dx =

∫ R

0
xReλdx

Reλ+1>0
=

RReλ+1

Reλ+ 1
<∞∫ R

−R

∣∣∣xλ−∣∣∣ dx =

∫ 0

−R

∣∣∣|x|λ∣∣∣ dx =

∫ 0

−R

∣∣∣|x|Reλei Imλx
∣∣∣ dx =

∫ 0

−R
(−x)Reλdx =

∫ R

0
xReλdx

Reλ+1>0
=

RReλ+1

Reλ+ 1
<∞

Damit folgt xλ+ und xλ− ∈ L1
loc(R). Insbesondere definieren sie Distributionen vom

Funktionen-Typ.
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Zu b): Die Gleichung folgt aus∫ ∞
0

xλdx
Reλ>−1

=
1

λ+ 1
xλ+1

∣∣∣1
0
=

1

λ+ 1

Die linke Seite von Formel (1) ist gleich 〈uxλ+ , ϕ〉 und ist für λ ∈ (−2,−1] zum Beispiel
nicht für Funktionen ϕ ∈ C∞0 (R) mit ϕ(0) 6= 0 definiert, denn dann gibt es eine Umge-
bung der 0, wo xλϕ(x) ≥ |ϕ(0)|2 xλ. Es gilt

ϕ(x)− ϕ(0) = xψ(x) mit ψ(x) =

{
ϕ(x)−ϕ(0)

x , x 6= 0,

ϕ′(0), x = 0.

Die Funktion ψ ist stetig und somit integrierbar. Damit wandelt sich der erste Term auf
der rechten Seite zu ∫ 1

0
xλ+1ψ(x)dx

der für alle Reλ > −2 wohldefiniert ist. Der zweite Term auf der rechten Seite ist
definiert für λ 6= −1 und dritte Term auf der rechten Seite ist für alle λ definiert. Damit
ist die rechte Seite für alle Reλ > −2, λ 6= −1 definiert und erweitert die ursprüngliche
Definition.

Für xλ− gelten wegen

〈uxλ− , ϕ〉 =
∫ 0

−∞
(−x)λϕ(x)dx =

∫ ∞
0

xλϕ(−x)dx

=

∫ 1

0
xλ+1ψ(−x)dx+

ϕ(0)

λ+ 1
+

∫ ∞
1

xλϕ(−x)dx .

genau dieselben Aussagen.

Zu c): Da ϕ ∈ Cn(R), gibt es laut der Taylorformel ein ξ zwischen 0 und x, so dass

ϕ(x) =

n−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk +

ϕ(n)(ξ)

(k + 1)!
xn.

Das impliziert mit dem Intervallschachtelungsprinzip, dass

lim
x→0

1

xn

[
ϕ(x)−

n−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk

]
= ϕ(n)(0).

Damit gibt es für Reλ > −n− 1, λ 6= −1, . . . ,−n eine Fortsetzung der Form

〈uxλ± , ϕ〉 =
∫ 1

0
xλ+nψn(±x)dx+

n−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

(λ+ k + 1)k!
+

∫ ∞
1

xλϕ(±x)dx

ψn(x) =


1

xn

[
ϕ(x)−

n−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk

]
, x 6= 0,

ϕ(n)(0), x = 0.
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Aufgabe 3 4 Punkte

a) Sei ϕ ∈ C∞0 (Rn) mit
∫
Rn

ϕ(x)dx = 1 und ϕε(x) = ε−nϕ
(
x
ε

)
für ε > 0. Zeigen Sie,

dass
ϕε

ε→0−→ δ in D′(Rn) .

b) Sei fε(x) =
1

π

ε

x2 + ε2
, ε > 0. Zeigen Sie, dass

fε
ε→0−→ 0 f.ü. und fε

ε→0−→ δ in D′(R).

c) Sei ε > 0 und f±ε (x) =
1

x± iε
. Zeigen Sie, dass

f±ε
ε→0−→ pv

(
1

x

)
∓ iπδ in D′(R).

(Der Grenzwert wird mit 1
x±i0 bezeichnet.)

Lösung:
Zu a): ϕ hat kompakten Träger. Somit gibt es ein R > 0 mit suppϕ ⊂ BR(0) und
suppϕε ⊂ BεR(0). Dann folgt für ψ ∈ C∞0 (Rn):∣∣〈uϕε , ψ〉 − 〈δ, ψ〉∣∣ = ∣∣∣∣∫

R

ϕε(x)ψ(x)dx− ψ(0)
∣∣∣∣ ∫R ϕε(x)dx=1

=

∣∣∣∣∫
R

ϕε(x)(ψ(x)− ψ(0))dx
∣∣∣∣

suppϕε⊂BεR(0)
=

∣∣∣∣∣
∫
BεR(0)

ϕε(x)(ψ(x)− ψ(0))dx

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈BεR(0)
|ψ(x)− ψ(0)|

∫
R

|ϕε(x)|dx
ε→0−→ 0,

da ψ stetig ist.
Zu b): Hier kann nicht einfach a) angewendet werden, denn f(x) = 1

π
1

1+x2
hat keinen

kompakten Träger.∫
R

fε(x)dx =

∫
R

1

π

ε

x2 + ε2
dx =

1

π

∫
R

1

y2 + 1
dy =

1

π
[arctan(y)]∞−∞ =

1

π

[π
2
−
(
−π
2

)]
= 1

∣∣〈ufε , ψ〉 − 〈δ, ψ〉∣∣ ∫R fε(x)dx=1
=

∣∣∣∣∫
R

fε(x)(ψ(x)− ψ(0))dx
∣∣∣∣

≤
∫
|x|≥R

fε(x) |ψ(x)− ψ(0)| dx+

∫
|x|<R

fε(x) |ψ(x)− ψ(0)| dx

≤ sup
x∈R
|ψ(x)− ψ(0)| 2

π

[
π

2
− arctan

(
R

ε

)]
+ sup
x∈BR(0)

|ψ(x)− ψ(0)|
∫
|x|<R

fε(x)dx︸ ︷︷ ︸
≤1
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Sei nun ein ε̃ > 0 beliebig aber fest gegeben, dann wählen wir ein R so groß, dass der
zweite Term kleiner als ε̃

2 ist. Das geht, da ψ stetig ist. Dann wählen wir ε so klein
(abhängig von R), dass der erste Term auch kleiner als ε̃

2 ist.
Zu c): Wir zerlegen das Integral in Real- und Imaginärteil

〈uf±ε , ϕ〉 =
∫ ∞
−∞

ϕ(x)

x± iε
dx =

∫ ∞
−∞

ϕ(x)
x

x2 + ε2
dx∓ i

∫ ∞
−∞

ϕ(x)
ε

x2 + ε2
dx

Nach b) konvergiert der zweite Term gegen ∓iπδ für ε → 0. Es bleibt also zu zeigen,
dass

x

x2 + ε2
ε→0−→ pv

(
1

x

)
in D′(R).

Beide Seiten sind als Grenzwerte von Folgen definiert. Wir betrachten die Differenz zwei
solcher Folgeglieder∣∣∣∣∣
∫
R

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx−

∫
|x|>η

ϕ(x)

x
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
|x|≤η

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣+
∫
|x|>η

∣∣∣∣ x2

x2 + ε2
− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ϕ(x)x
∣∣∣∣ dx

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤η

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣
∫ η
−η

x
x2+ε2

dx=0

=

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤η

x

x2 + ε2
(ϕ(x)− ϕ(0))dx

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈R
|ϕ′(x)|

∫
|x|≤η

x2

x2 + ε2︸ ︷︷ ︸
≤1

dx ≤ 2η sup
x∈R
|ϕ′(x)|

∫
|x|>η

ε2

x2 + ε2

∣∣∣∣ϕ(x)x
∣∣∣∣ dx ≤ supx∈R |ϕ(x)|

|η|
ε

∫
R

ε

x2 + ε2
dx =

ε

|η|
sup
x∈R
|ϕ(x)|

Sei nun ein ε̃ > 0 beliebig aber fest gegeben, dann wählen wir ein η so groß, dass der
erste Term kleiner als ε̃

2 ist. Dann wählen wir ε so klein (abhängig von η), dass der zweite
Term auch kleiner als ε̃

2 ist. Die Behauptung folgt dann aus der Ungleichung∣∣∣∣∫
R

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
R

x

x2 + ε2
ϕ(x)dx−

∫
|x|>η

ϕ(x)

x
dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫
|x|>η

ϕ(x)

x
dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣ ,
da die Konvergenz des zweiten Terms für η → 0 schon in der Vorlesung gezeigt wurde.

Aufgabe 4 4 Punkte
Wiederholung: Lösen Sie die beiden folgende Cauchy-Problem explizit:

a)

{
x∂xu+ y∂yu− ∂xu∂yu = 0 auf R2

u(0, y) = y ∀y ∈ R.

b)

{
∂xu∂yu− 5x∂xu− 5y∂yu+ 9xy = 0 auf R2

u(0, y) = 2y2 ∀y ∈ R.
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Lösung:
Wir benutzen wieder den Lösungsalgorithmus aus Übung 2. Zu a): Es gilt

F (px, py, z, x, y) = ypx + ypy − pxpy

und somit

p′ = −∂zF − grad(x,y) F = −

(
px

py

)

z′ = 〈gradp F, p〉 =

〈(
x− py
y − px

)
,

(
px

py

)〉
= (x− py)px + (y − px)py

= xpx + ypy − 2pxpy = −pxpy(
x

y

)′
= gradp F =

(
x− py
y − px

)

Die dazugehörigen Anfangsbedingungen sind

x(0) = 0, y(0) = y0, z(0) = u(x(0), y(0)) = u(0, y0) = y0, py(0) = ∂yu(0, y) = 1

0 = x(0)px(0) + y(0)py(0)− px(0)py(0) = y0 − px(0) ⇒ px(0) = y0

Die Anfangswertaufgaben werden nun Schrittweise gelöst.

px(t) = y0e
−t, py(t) = e−t

z′(t) = −y0e−2t, ⇒ z(t) =
y0
2
(e−2t + 1)

x′(t) = x(t)− e−t ⇒ x(t) =
1

2
e−t − 1

2
et = − sinh t

y′(t) = y(t)− y0e−t ⇒ y(t) =
y0
2
e−t +

y0
2
et = y0 cosh t

Sei (x, y) gegeben.

(x, y) = (− sinh t, y0 cosh t)

y = y0 cosh t = y0
√
1 + sinh2 t = y0

√
1 + x2 ⇒ y0 =

y√
1 + x2

2x+ 2
y

y0
= e−t − et + e−t + et = 2e−t ⇒ e−t = x+

y

y0
= y +

√
1 + x2

⇒ u(x, y) = z(t) =
y0
2
(e−2t + 1) =

y

2
√
1 + x2

((
y +

√
1 + x2

)2
+ 1

)
Zu b): In diesem Fall ist

F (px, py, z, x, y) = pxpy − 5xpx − 5ypy + 9xy
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und somit

p′ = −∂zF − grad(x,y) F =

(
5px − 9y

5py − 9x

)

z′ = 〈gradp F, p〉 =

〈(
py − 5x

px − 5y

)
,

(
px

py

)〉
= (py − 5x)px + (px − 5y)py

= 2pxpy − 5xpx − 5ypy = pxpy − 9xy(
x

y

)′
= gradp F =

(
py − 5x

px − 5y

)
.

Die Anfangsbedingungen sind

x(0) = 0, y(0) = y0, z(0) = u(0, y0) = 2y20

py(0) = ∂yu(0, y0) = 4y0, 0 = px(0)py(0)− 5y0py(0) ⇒ px(0) = 5y0.

Wir lösen die Anfangswertaufgaben schrittweise:{
p′x = 5px − 9y

y′ = px − 5y

px=y′+5y
=⇒ y′′ = 5y′ = 5y′ + 25y − 9y ⇒ y′′ = 16y

⇒ y(t) = Ae4t +Be−4t

⇒ px = y′ + 5y = 9Ae4t +Be−4t

y(0)=y0, px(0)=5y0
=⇒ y(t) =

y0
2

(
e4t + e−4t

)
, px(t) =

y0
2

(
9e4t + e−4t

)
{
p′y = 5py − 9x

y′ = py − 5x

x(0)=0, py(0)4y0
=⇒ x(t) =

y0
2

(
e4t − e−4t

)
, py(t) =

y0
2

(
9e4t − e−4t

)
z′ = pxpy − 9xy =

y20
4

(
81e8t − e−8t

)
− 9

y20
4

(
e8t − e−8t

)
=
y20
4

(
72e8t + 8e−8t

)
= y20

(
18e8t + 2e−8t

)
Int.⇒ z =

y20
4

(
9e8t − e−8t

)
, denn z(0) = 2y20.

Sei (x, y) gegeben.

(x, y) =
(y0
2

(
e4t − e−4t

)
,
y0
2

(
e4t + e−4t

))
x+ y =

y0
2
2e4t = y0e

4t

y − x = y0e
−4t

⇒ u(x, y) = z(t) =
9

4
(y0e

4t)2 − 1

4
(y0e

−4t)2 =
9

4
(x+ y)2 − 1

4
(y − x)2

=
9

4

(
x2 + y2 + 2xy

)
− 1

4
(y2 + x2 − 2xy)

= 2x2 + 2y2 + 5xy
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