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Aufgabe 1 4 Punkte
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionale u : D(R) — C Distributionen sind und
bestimmen Sie ihre Ordnung:

2) (u,g) = Oflw(w)dx
b) (u, ) = p(0) + ¢'(1)

&) (u, ) = Zf 22 (z)da

d) (u, ) = i’fo #9 ()

Welche sind Distributionen vom Funktionen-Typ?

Losung:
Wir benutzen Satz 3.1.4 aus der Vorlesung.

Zu a): (u,0) = [gX01)(@)p(x)dr. Die charakteristischen Funktion ist per definition
in LYR) c L _(R). Also ist u eine Distribution vom Funktionen-Typ und somit von
Ordnung 0.

Zu b):
(u, ) < [p(0)] + 14" (0)] < 2:2}13 {le(@)], [ ()]}

Somit ist C' = 2 und k£ = 1. Also ist u eine Distribution von Ordnung 1. Sie ist nicht
vom Funktionen-Typ.

Zu ¢):
we) = [ ada ™ @l - [ 2eplads
0 ~— 0
P ) 02(0)=0
~ [ 20000 @)pla)da
Die Funktion f(z) = —2zx[o,)(%) € L (R) und somit ist u eine Distribution vom

Funktionen-Typ und Ordnung 0.



Zu d): Sei K C R kompakt. Dann existiert ein Nx € N mit K C (—oo, Ng|. Sei nun
ein ¢ € C§°(K), dann gilt

[, )] = iso(%) S%;‘SD(”(J')‘SNKEEE{‘QDU)(QJ)‘ (T K,j=0,... N}

Damit ist C'(K) = k(K) = Nk und u eine Distribution. Da das k nicht unabhéngig von
K gewahlt werden kann, hat u keine Ordnung. Sie ist nicht vom Funktionen-Typ.

Aufgabe 2 4 Punkte
a) Zeigen Sie, dass fiir A € C mit Re A > —1 die Funktionen

A A

T x>0, T z <0
xi\r: ) und LL’),\: ||7 9

0, z<0, 0, z >0,

: 1
in L,

(R) sind.
b) Zeigen Sie, dass fiir Re A > —1 und fiir alle ¢ € D(R) gilt

00 1 00
W [T = [ el - eolde s 2 [T,

Sei Re A > —2. Existiert die linke Seite fiir alle ¢ € D(IR)? Zeigen Sie, dass die rechte
Seite fiir alle ¢ € D(R) existiert und eine Distribution definiert. Diese Distribution
wird auch mit mﬁ‘r bezeichnet. Benutzen Sie dieselben Methoden um auch z? fiir
Re A > —2 zu definieren.

c) Zeigen Sie, dass durch mehrfaches Anwenden dieser Prozedur die Distributionen z7
sogar fiir ReA > —n — 1 und A # —1,..., —n definiert werden kénnen.
Losung:

Zu a): Die Funktionen sind Produkte aus messbaren Funktionen X[ o) und X (—a00] und
der stetigen Funktionen z* und somit auch messbar. Sei R € R gegeben:

R R R R Re A\+1
; Rea+1>0 R
/ ’xi‘r‘d:c:/ ‘x)“dx:/ ’xRe/\e”m)‘m d$:/ gRerdg L < 00
—-R 0 0 0

ReA+1
R 0 0 ' 0 R
/ ’x’l‘da::/ ’\x!’\)dx:/ ‘\:U\Re)‘e”m)“ dx:/ (—x)Re/\dx:/ aRerdg
R -R -R -R 0
Rext1>0 REOH

ReA+1

< 00

Damit folgt z7 und 2} € Ll (R). Insbesondere definieren sie Distributionen vom
Funktionen-Typ.



Zu b): Die Gleichung folgt aus

x
Ay Rex>—1 1 >\+1‘1 1
d = _— = —
/0 e A+10 o xt1

Die linke Seite von Formel (1) ist gleich (uxi,@ und ist fiir A € (=2, —1] zum Beispiel

)
nicht fiir Funktionen ¢ € C5°(IR) mit ¢(0) # 0 definiert, denn dann gibt es eine Umge-

bung der 0, wo 2 p(z) > %70)‘.%')‘. Es gilt

o(x)—¢(0)
7 T 7£ 07
x) —p(0) =z (x mit ) = r
pla) = p(0) = w(@) e {@,(0)’ T
Die Funktion 1 ist stetig und somit integrierbar. Damit wandelt sich der erste Term auf
der rechten Seite zu

1
/ 2 Ml (x)dx
0

der fiir alle Re A > —2 wohldefiniert ist. Der zweite Term auf der rechten Seite ist
definiert fiir A # —1 und dritte Term auf der rechten Seite ist fiir alle A definiert. Damit
ist die rechte Seite fiir alle Re A > —2, X\ # —1 definiert und erweitert die urspriingliche
Definition.

Fiir 22 gelten wegen

—o0 0
[N a ¢(0) A
/0 e M p(—2)d +>\+1+/1 o(—x)dx

genau dieselben Aussagen.

Zu c): Da ¢ € C™"(R), gibt es laut der Taylorformel ein § zwischen 0 und x, so dass

1 (k) (n)
_ M0 e (&) n
3"(”3)_1;) m

Das impliziert mit dem Intervallschachtelungsprinzip, dass

n—1 (k)
lim [s0(56) -y ‘Pk'(o)xk] — 5™M(0).

z—0 ™

k=0
Damit gibt es fiir ReA > —n — 1, A # —1,..., —n eine Fortsetzung der Form
1 n-1 (k) 00
A ©'™(0) / A
— n(Ez)d —r +x)d
iy ) = [ () o+ X e nE ), s
n—1
1 <p(k) 0
N P s Ll S}
Yp(x) =% @ — k!
©(™(0), x=0.



Aufgabe 3 4 Punkte

a) Sei ¢ € C°(R™) mit [, p(x)dz =1 und @.(x) = e "¢ (£) fiir £ > 0. Zeigen Sie,
dass
e =295 in D'(R").

1 e

————, ¢ > 0. Zeigen Sie, dass
R o & ’

b) Sei fo(x) =

£2%0fi  und £ 265 in D'(R).

. Zeigen Sie, dass

c) Sei e >0und fF(z) = T

1
+ =9 pv < > Fimd in D'(R).
(Der Grenzwert wird mit —1-5 bezeichnet.)

Losung:
Zu a): ¢ hat kompakten Trager. Somit gibt es ein R > 0 mit suppy C Bg(0) und

supp ¢e C B:r(0). Dann folgt fiir ¢ € C°(R"):

(g ) — |‘/ oo (@) () — (0)

supp ¢< C B (0) /B (O)%(x)(w(x)—w(o))d:c

f]R Pe (i)deI

/ pe(2) (% () — (0))da:
R

< sup ]/|cp5 |d:r6—_m>0
xeBER(O
da 1 stetig ist.
Zu b): Hier kann nicht einfach a) angewendet werden, denn f(z) = 1 +1$2
kompakten Trager.

[ | e e i - ()
(g, ) — (6,00 T2 24 / f-(@) () — $(0))da
< /M f2(@) [ (z) — $(0)] dax + /WR £-(2) () — $(0)] da

< sup (o) ~ 001 2 |3 - avctan (£)] + swp (o) - w(0)

z€R z€BR(0) |z|<R



Sei nun ein € > 0 beliebig aber fest gegeben, dann wéhlen wir ein R so grofs, dass der
zweite Term kleiner als § ist. Das geht, da ¢ stetig ist. Dann wihlen wir € so klein
(abhéngig von R), dass der erste Term auch kleiner als 5 ist.

Zu c¢): Wir zerlegen das Integral in Real- und Imaginérteil

_ [T wla) _/°° i ./°° e
(ufgi,@—/ooxiié_dx— 3 go(:v)x2+62d1::Fz gp(x)$2+€2dx

- [e.9] —00

Nach b) konvergiert der zweite Term gegen Fimd fir ¢ — 0. Es bleibt also zu zeigen,

dass )
x e—0 . /
m — pVv <x> in D (]R,)

Beide Seiten sind als Grenzwerte von Folgen definiert. Wir betrachten die Differenz zwei
solcher Folgeglieder
o
|z|>n

x o(x)
'/}Rx2+62<p(m)dx—/lx>n . dx
/| T (o) — p(0))dz

2
:1: —IHSO(QJ)‘dm

x2 4 €2 x

<

x
——p(z)dx
/va|<77 2% + 2 )

n T —
f—n P dx=0

T
——p(z)dx
/Iw|<77 x? + 2 )

I‘Sn CIL'Z + 52
2
< sup|¢’(v) ——— dx < 2nsup ¢ ()|
z€R lz|<n TZ+ € ©€R
<1
2
/ 2€ 5 ()0(3:) dr < SuprR‘(p(m)IE/ 2€ de:isup|g0(x)|
e|>n T°HET] @ | R Z™+E 0l zer

Sei nun ein € > 0 beliebig aber fest gegeben, dann wéahlen wir ein 7 so grof, dass der

erste Term kleiner als % ist. Dann wéhlen wir € so klein (abhéngig von ), dass der zweite
Term auch kleiner als § ist. Die Behauptung folgt dann aus der Ungleichung

/R %_i_gzgo(:z:)daz — /lgc|>77 SOgjwalﬂv /x|>n Mdfn — ¢(0)

x
da die Konvergenz des zweiten Terms fiir 7 — 0 schon in der Vorlesung gezeigt wurde.

+

)

[t aetaan - o0 <

Aufgabe 4 4 Punkte
Wiederholung: Losen Sie die beiden folgende Cauchy-Problem explizit:

) 20pu 4 yOyu — Opudyu = 0 auf R
a
u(0,y) =y Yy <cR.

b) Opulyu — 520, u — Sydyu + 9zry =0 auf R?
u(0,y) =2y> Yy eR.



Losung:
Wir benutzen wieder den Losungsalgorithmus aus Ubung 2. Zu a): Es gilt

F(pepy, 2,2,Y) = Yz + YDy — Paby

und somit

p=—0.F —grad  F = — ( x)

2 = (grad, F,p) = < (‘”"‘ - py) , (p) > = (2 — py)Pa + (U — Da)Py
Y — Dz Dy

= TPz + YPy — 2PzPy = —DaPy

/
<x> = gradp F = (x :p;,)
Y Y — Dz

Die dazugehorigen Anfangsbedingungen sind

z(0) =0, y(0) = yo, 2(0) = u(x(0),y(0)) = w(0,y0) = Yo, py(0) = Fyu(0,y) =1

0 = z(0)pz(0) + y(0)py (0) = p2(0)py(0) = yo — p=(0) = p=(0) = 4o
Die Anfangswertaufgaben werden nun Schrittweise gelost.

pu(t) = yoe ", py(t)=e"

()= —goe = ()= D+

2
/ ¢ 1 ., 1, .
T (t)=z(t) —e = ﬂf(t)=§€ —56 = —sinht
y(t)=yt) —ye "t = ylt)= %e_t + nyoet = yp cosht

Sei (z,y) gegeben.

(x,y) = (—sinht, yo cosht)

y =yocosht = yoV'1+sinh?t = yo/1+ 22 = yo= Y

V1+ z?
w42l et ettt =2 = et=z+ L=yt Vi1ta?
Yo Yo
Yo, _ot Yy 2
= wulz,y) =z20t)="(e"+1) = — <+ 1—{—1‘2) —|—1>
@) =0 =4 = L (v

Zu b): In diesem Fall ist

F(pz,py; 2,2,Yy) = DaPy — 5Tz — dYypy + 9y



und somit

opz — Yy
! = —0,F — grad F=
p z g (z,y) <5py . 91‘)

Dy — OT Da
Z = (grad, F,p) = { | "* , = (py — 52)pz + (D2 — 5Y)py
Do — DY Dy

= 2papy — STPy — SYPy = PPy — ITY
!/
-5
) = grad, F' = Py v
Y P — OY
Die Anfangsbedingungen sind

2(0) =0, y(0)=yo, 2(0)=u(0,y0) = 2y3
py(0) = 9yu(0,90) = 4yo, 0= pz(0)py(0) = 5yopy(0) = pz(0) = 5yo.

Wir 16sen die Anfangswertaufgaben schrittweise:

| = 5 - 9 = !
{px Pz Y p g@ Y =5 =5/ +2y—9y = o' =16y

Y = ps — 5y
= y(t) = Ae't + Be ¥
=  pr=y +5y=9Ae* + Be ¥

y(o):yo$(0)25yo y(t) = %0 (6415 i ef4t) , palt) = % (964t + 6741‘,)

"= 5py — 9 =0,
{py Dy — 91 2(0) Og(OMyo () = Yo (6415 _ 6—4t) | py(t) = % (96415 _ 6—4t)

<
|
]
<
\
o
8
b

/ Yo 8t _ -8t Yo (st —sry _ Yo 8t —8t
z :pxpy—9xyzz(81e —e )_QZ (e —e )22(726 + 8e )

2
L] (9€8t - e_8t) ,  denn z(0) = 22

Sei (x,y) gegeben.

(z,y) = <%0 (e — ety % (e* + e—4t))
T ty= %2641; _ yoe4t
y—z=yoe M
= ulmy) =20 = e — e = J @4y — (- a)?
= % (2 + y* + 2zy) — i(y2 + 22 — 2zy)

=222 + 2% + 5y



