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Hinweis: Immer, wenn von einer Funktion f als Distribution gesprochen wird, so ist
die Distribution vom Funktionentyp uy gemeint. Diese Konvention ist am Anfang etwas
befremdlich, aber {iblich in der einschlégigen Literatur.

Aufgabe 1 4 Punkte

a) Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Distributionen:

i) f(z) = |z
ii) g(z) = sgn(z)
iii) h(z) =pv (%)
iv) ky(z) = a:ﬁ‘r, A#£0,—1,-2,...

b) Sein >3, A € C, Re X < n — 2. Zeigen Sie dass

Alz]* = XA =n+2)|z[~*2  in D'(R").

Losung:
Zu a): Sei p € C3°(R) beliebig.
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Zu b): Wegen —Re) — 2 > —n ist ||z||7*2 und ||z||~* integrierbar (Das folgt durch
Anwendung der Polarkoordinaten mit Funktionaldeterminante r"~1).
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Aufgabe 2 4 Punkte

a) Sei f € Ll _(R) und zg € R. Zeigen Sie, dass die Funktion
F : R — C gegeben durch F(z) = / f(z)dzx
zo

stetig ist und dass F’ = f in D'(R).

b) Sei
x? cos (%) , +#0

f:R — R gegeben durch f(x) =
Oa x=0.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist, aber die Ableitung von f in Distributionen nicht
mit der klassischen Ableitung iibereinstimmt.

Losung:
Zu a): Die Stetigkeit zeigen wir mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz. Sei
y € R beliebig und (y,)nen eine beliebige Folge, die gegen y konvergiert. Dann gibt es



eine kompakte Menge K C R mit {y,yn,n € N} C K. Dann folgt

nsoo | 0, T #y,
F@)xpy, 0 (@) — {f(y)’ x=uy.

(fX[ymy])ne]N - Ll(R)’ denn f € Llloc(IR') und [ynay] - K.
‘f(:v)X[ymy} (z)| < |f(z)|xk (x) und |f|xk ist eine integrierbare Majorante, da f € L (R).
Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt und der Satz von der majorisierten Konvergenz

impliziert

n—o0 n—oo

lim F(y,) — F(y) = im [ f(2)x,(*)dz = / lim f(z)x[y, . (2)dr = / Odx =0

und somit die Stetigkeit.
Wir berechnen die Ableitung;:

e = [ x:f(y)dycp’(x)dfcz— /o ( / jf(y)dy> o)
- /}R f@p(@)de = ~(up,p) = up=u

Zu b): Wir beginnen mit der klassischen Ableitung:
2

r#0: f'(z)=2xcos (%) + = gin (12)

x x x

z=0: ‘(x%os(”Q) —0—0)‘ <2/ ™90 und damit f'(0) =0
X X

Wegen dem %—Term gilt f ¢ LL (R) und eine Distribution vom Funktionentyp macht

loc
als Distributionsableitung keinen Sinn. Ersetzt man % durch pv% so bekommen wir die

Distributionsableitung
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Aufgabe 3 4 Punkte

a) Sei

1 - L 1n—27 n = 3
E € Lj,.(R") gegeben durch E(z) = 1(”_2)“"*1 ll=I -
37 log ||z, n=2,

wobei k,_1 = vol(S"~!). Zeigen Sie, dass AE = § in D'(R") mit Hilfe der Green-
Formel.
b) Sei
1
E ¢ L} .(R?) gegeben durch E(z,t) = iH(t — |z|),

wobei H die Heaviside-Funktion bezeichnet. Zeigen Sie, dass (0?7 — 92)E = § in
D'(R?).

Losung:
Zu a): Wir schreiben E in Polarkoordinaten um

1 1
E(x)={ @Dk n>3
%logr, n=2,

Der Laplaceoperator in n-dim. Polarkoordinaten ist gegeben durch A = 92 4+ 219, +

-
T%A gn—1. Fiir radialsymmetrische Funktionen wie E fallt der letzte Term weg. Sein > 3

und ¢ € Cg°(R"):
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Fiir n > 2 und ¢ € C§°(R?) folgt das Ergebnis analog:
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Zu b):

1 1zl <t
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Sei ¢ € C§°(R?) beliebig. Dann folgt

(s, (0F = 32 ¢) = 5 [ ORelwt) ~ (o, )dude
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und somit (07 — 92) ug = 6.

Aufgabe 4 4 Punkte

a) Sei a > 0 und
1 a

foo) = oy
Zeigen Sie, dass f € LY(R) und f, * fo = fays fiir a,b > 0. Hinweis: Residuensatz
b) Zeigen Sie, dass (H*H )(x) = zH (x),Vx, wobei H die Heaviside-Funktion bezeichnet.

c) Zeigen Sie, dass d, * dp = g4y fiir a,b € R™.



Losung:
Zu a): Diese Faltung kann man auf Funktionenlevel nachrechnen:

1 a b
s @) = | Gortm—rrat = [ by

Dieses Integral kann nicht mit Partialbruchzerlegung gelost werden, da die Einzelintegrale
nicht konvergieren. Allerdings kann hier der Residuensatz angewendet werden. Dabei
schldgt man einen Halbkreis vom Radius r in der oberen Halbebene und 1dft ihn gegen
unendlich gehen. Das Integral auf dem Kreis verhilt sich wie 72 und verschwindet somit
flir » — 0o. Nachdem Residuensatz ist das Integral somit gleich 27¢ mal der Summe der
Resdiuen von h, in den Nullstellen mit positiven Imaginéarteil 7a und = + ib.

(fa * fo)(x) = 2mi [Res;q hy + Resyyip hyl
_2mi ab ab
= 7 %ia((@ i)+ 00 | (@ + i)+ a?)2ib
1b((z+1ib)*+ a?) + a ((z — ia)* + b?)
7 ((x—ia)?2+02) ((z + ib)2 + a2)
1 (a+b) [2? +2i(b—a)z — (b—a)?]
7 a4 2i(b — a)a3 + dabx? + 2i(b? — a2)(a + b)x — (b2 — a2)2
1 (a+0b)[2?+2i(b—a)z — (b—a)?]
T w22+ 2i(b—a)z — (b—a)?) (22 + (a —D)?)
1 a+0b

= ;m = fatb(x)

Zu b): Das lasst sich auch auf Funktionenlevel berechnen:

Joldy =2, x>0,

=xH(x
0, z <0 @)

(H + H) (x) = /R H(y)H(x — y)dy = {

Zu ¢): Da die Deltadistribution keine Distribution vom Funktionentyp ist, kann diese
Faltung auch nicht auf Funktionenlevel berechnet werden. Wir benutzen Definition 3.3.2
und die Existenzformel aus dem Beweis von 3.3.1 fiir ¢ € Cg°(R").

(0a % 6, 0) = (60 ® &y, @) = (07, (02, o(z +y))) = (6p(a+y)) = p(a+b) = (ass, @)



