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Serie 7 mit Musterlösungen

Hinweis: Immer, wenn von einer Funktion f als Distribution gesprochen wird, so ist
die Distribution vom Funktionentyp uf gemeint. Diese Konvention ist am Anfang etwas
befremdlich, aber üblich in der einschlägigen Literatur.

Aufgabe 1 4 Punkte

a) Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Distributionen:

i) f(x) = |x|
ii) g(x) = sgn(x)

iii) h(x) = pv
(
1
x

)
iv) kλ(x) = xλ+, λ 6= 0,−1,−2, . . .

b) Sei n ≥ 3, λ ∈ C, Reλ < n− 2. Zeigen Sie dass

∆‖x‖−λ = λ(λ− n+ 2)‖x‖−λ−2 in D′(Rn).

Lösung:
Zu a): Sei ϕ ∈ C∞0 (R) beliebig.
Zu i): ∫

R

|x|ϕ′(x)dx =

∫ ∞
0

xϕ′(x)dx+

∫ 0

−∞
(−x)ϕ′(x)dx

= xϕ(x)
∣∣∞
0
−
∫ ∞
0

ϕ(x)dx− xϕ(x)
∣∣0
−∞ +

∫ 0

−∞
ϕ(x)dx

ϕ∈C∞0 (R)
= −

∫
R

sgn(x)ϕ(x)dx ⇒ u′|·| = usgn

Zu ii):∫
R

sgn(x)ϕ′(x)dx =

∫ ∞
0

ϕ′(x)dx−
∫ 0

−∞
ϕ′(x)dx

ϕ∈C∞0 (R)
= −ϕ(0) + (−ϕ(0))

= −2ϕ(0) = −2δ(ϕ) ⇒ u′sgn = 2δ
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Zu iii):〈
pv

(
1

x

)
, ϕ′
〉

= lim
ε→0

[∫ ∞
ε

ϕ′(x)

x
dx+

∫ −ε
−∞

ϕ′(x)

x

]
= lim

ε→0

[
ϕ(x)

x

∣∣∣∣∞
ε

+

∫ ∞
ε

ϕ(x)

x2
dx+

ϕ(x)

x

∣∣∣∣−ε
−∞

+

∫ −ε
−∞

ϕ(x)

x2

]

= lim
ε→0

[
−
∫
|x|≥ε

(
− 1

x2

)
ϕ(x)dx+

ϕ(ε)

ε
+
ϕ(−ε)
−ε

]

= − lim
ε→0

[∫
|x|≥ε

(
− 1

x2

)
ϕ(x)dx− ϕ(ε)

ε
+
ϕ(−ε)
ε

]

=: −
〈
pv

(
− 1

x2

)
, ϕ′
〉

⇒ pv

(
1

x

)′
= pv

(
− 1

x2

)
Zu iv):

〈xλ+, ϕ′〉 = lim
ε→0

∫ ∞
ε

xλϕ′(x)dx+
∑

0≤k<N
k 6=−λ−1

ϕ(k+1)(0)

k!

εk+λ+1

k + λ+ 1
+

∑
0≤k<N
k=−λ−1

ϕ(k+1)(0)

k!
log ε


∫ ∞
ε

xλϕ′(x)dx = xλϕ(x)|∞ε −
∫ ∞
ε

λxλ−1ϕ(x)dx
ϕ∈C∞0= −ελϕ(ε)−

∫ ∞
ε

λxλ−1ϕ(x)dx

ϕ(ε)
Taylor

=
∑

0≤k<N

ϕ(k)(0)

k!
εk +

ϕ(N)(ξ)

N !
εN für ein ξ zwischen 0 und ε

〈xλ+, ϕ′〉 = lim
ε→0

[
− λ

∫ ∞
ε

xλ−1ϕ(x)dx−
∑

0≤k<N

ϕ(k)(0)

k!
εk+λ +

ϕ(N)(ξ)

N !
εN+λ

+
∑

1≤k<N+1

k 6=−λ

ϕ(k)(0)

(k − 1)!

εk+λ

k + λ
+

∑
0≤k<N
k=−λ−1

ϕ(k+1)(0)

(−λ− 1)!
log ε

]

N+λ>−1
= lim

ε→0

[
− λ

∫ ∞
ε

xλ−1ϕ(x)dx− λϕ(0)
ελ

λ

+
∑

1≤k<N
k 6=−λ

ϕ(k)(0)

(k − 1)!

[
−1

k
+

1

k + λ

]
εk+λ − λ

∑
0≤k<N
k=−λ−1

ϕ(k+1)(0)

(−λ)!
log ε

]

= −λ lim
ε→0

[∫ ∞
ε

xλ−1ϕ(x)dx+
∑

0≤k<N
k 6=−λ

ϕ(k)(0)

k!

εk+λ

k + λ
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+
∑

0≤k<N
k=−(λ−1)−1

ϕ(k)(0)

k!
log ε

]
= 〈−λxλ−1+ , ϕ〉 ⇒ (xλ+)′ = λxλ−1+

Zu b): Wegen −Reλ − 2 > −n ist ‖x‖−λ−2 und ‖x‖−λ integrierbar (Das folgt durch
Anwendung der Polarkoordinaten mit Funktionaldeterminante rn−1).

〈
u‖·‖−λ ,∆ϕ

〉
=

∫
Rn

‖x‖−λ∆ϕ(x)dx =

∫
Rn

n∑
j=1

∂2j

(
n∑
i=1

x2i

)−λ
2

ϕ(x)dx

=

∫
Rn

n∑
j=1

∂j

−λ
2

(
n∑
i=1

x2i

)−λ
2
−1

2xj

ϕ(x)dx

=

∫
Rn

n∑
j=1

−λ
2

(
−λ

2
− 1

)( n∑
i=1

x2i

)−λ
2
−2

4x2j −
λ

2

(
n∑
i=1

x2i

)−λ
2
−1

2

ϕ(x)dx

=

∫
Rn

λ (λ+ 2) ‖x‖−λ−4
n∑
j=1

x2j − nλ‖x‖−λ−2
ϕ(x)dx

=

∫
Rn

λ (λ+ 2− n) ‖x‖−λ−2ϕ(x)dx

Aufgabe 2 4 Punkte

a) Sei f ∈ L1
loc(R) und x0 ∈ R. Zeigen Sie, dass die Funktion

F : R→ C gegeben durch F (x) =

∫ x

x0

f(x)dx

stetig ist und dass F ′ = f in D′(R).

b) Sei

f : R→ R gegeben durch f(x) =

{
x2 cos

( π
x2

)
, x 6= 0

0, x = 0.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist, aber die Ableitung von f in Distributionen nicht
mit der klassischen Ableitung übereinstimmt.

Lösung:
Zu a): Die Stetigkeit zeigen wir mit dem Satz über die majorisierte Konvergenz. Sei
y ∈ R beliebig und (yn)n∈N eine beliebige Folge, die gegen y konvergiert. Dann gibt es
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eine kompakte Menge K ⊂ R mit {y, yn, n ∈ N} ⊂ K. Dann folgt

f(x)χ[yn,y](x)
n→∞−→

{
0, x 6= y,

f(y), x = y.(
fχ[yn,y]

)
n∈N ⊂ L

1(R), denn f ∈ L1
loc(R) und [yn, y] ⊂ K.∣∣f(x)χ[yn,y](x)

∣∣ ≤ |f(x)|χK(x) und |f |χK ist eine integrierbare Majorante, da f ∈ L1
loc(R).

Damit sind alle Voraussetzungen erfüllt und der Satz von der majorisierten Konvergenz
impliziert

lim
n→∞

F (yn)− F (y) = lim
n→∞

∫
R

f(x)χ[yn,y](x)dx =

∫
R

lim
n→∞

f(x)χ[yn,y](x)dx =

∫
R

0dx = 0

und somit die Stetigkeit.
Wir berechnen die Ableitung:

〈uF , ϕ′〉 =

∫
R

∫ x

x0

f(y)dyϕ′(x)dx = −
∫
R

∂x

(∫ x

x0

f(y)dy

)
ϕ(x)dx

= −
∫
R

f(x)ϕ(x)dx = −〈uf , ϕ〉 ⇒ u′F = uf

Zu b): Wir beginnen mit der klassischen Ableitung:

x 6= 0 : f ′(x) = 2x cos
( π
x2

)
+

2π

x
sin
( π
x2

)
x = 0 :

∣∣∣∣1x (x2 cos
( π
x2

)
− 0− 0

)∣∣∣∣ ≤ |x| x→0−→ 0 und damit f ′(0) = 0

Wegen dem 1
x -Term gilt f ′ /∈ L1

loc(R) und eine Distribution vom Funktionentyp macht
als Distributionsableitung keinen Sinn. Ersetzt man 1

x durch pv 1
x so bekommen wir die

Distributionsableitung〈
u
2x cos

(
π
x2

) + pv

(
1

x

)
2π sin

( π
x2

)
, ϕ

〉
= lim

ε→0

[∫
|x|≥ε

[
2x cos

( π
x2

)
+

2π

x
sin
( π
x2

)]
︸ ︷︷ ︸

∂x
(
x2 cos

(
π
x2

))
ϕ(x)dx+

∫ ε

−ε
x2 cos

( π
x2

)
ϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸

|·|≤2ε3‖ϕ‖∞
ε→0−→0

]

= lim
ε→0

[
−
∫
|x|≥ε

x2 cos
( π
x2

)
ϕ′(x)dx+ ε2 cos

( π
ε2

)
(ϕ(−ε)− ϕ(ε))

]

= −
∫
R

x2 cos
( π
x2

)
ϕ′(x)dx = −

〈
u
x2 cos

(
π
x2

), ϕ
〉

⇒ u′
x2 cos

(
π
x2

) = u
2x cos

(
π
x2

) + pv

(
1

x

)
2π sin

( π
x2

)
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Aufgabe 3 4 Punkte

a) Sei

E ∈ L1
loc(R

n) gegeben durch E(x) =

{
− 1

(n−2)κn−1

1
‖x‖n−2 , n ≥ 3

1
2π log ‖x‖, n = 2,

wobei κn−1 = vol(Sn−1). Zeigen Sie, dass ∆E = δ in D′(Rn) mit Hilfe der Green-
Formel.

b) Sei

E ∈ L1
loc(R

2) gegeben durch E(x, t) =
1

2
H(t− |x|),

wobei H die Heaviside-Funktion bezeichnet. Zeigen Sie, dass (∂2t − ∂2x)E = δ in
D′(R2).

Lösung:
Zu a): Wir schreiben E in Polarkoordinaten um

E(x) =

{
− 1

(n−2)κn−1

1
rn−2 , n ≥ 3

1
2π log r, n = 2,

Der Laplaceoperator in n-dim. Polarkoordinaten ist gegeben durch ∆ = ∂2r + n−1
r ∂r +

1
r2

∆Sn−1 . Für radialsymmetrische Funktionen wie E fällt der letzte Term weg. Sei n ≥ 3
und ϕ ∈ C∞0 (Rn):

〈uE ,∆ϕ〉 = lim
r→0

∫
‖x‖≥r

E(x)∆ϕ(x)dx

Green
= lim

r→0

[∫
‖x‖≥r

∆E(x)ϕ(x)dx+

∫
‖x‖=r

E(x)
∂ϕ

∂r
− ϕ∂E

∂r
ds

]

∆E(r) =

(
∂2r +

n− 1

r
∂r

)(
− 1

(n− 2)κn−1

1

rn−2

)
=
n− 1

κn−1

1

rn
+
−n+ 1

r

1

κn−1

1

rn−1
= 0∫

‖x‖=r
E(rs)

∂ϕ

∂r
(rs)ds = − 1

(n− 2)κn−1

∫
Sn−1

r−n+2∂ϕ

∂r
(rs)rn−1dϕ̃

= − r

(n− 2)

∫
Sn−1

∂ϕ

∂r
(rs)dϕ̃

r→0−→ 0∫
‖x‖=r

ϕ(rs)
∂E

∂r
(rs)ds =

∫
Sn−1

ϕ(rs)
1

κn−1

1

rn−1
rn−1dϕ̃

r→0−→ ϕ(0)

⇒ 〈uE ,∆ϕ〉 = 〈δ, ϕ〉
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Für n ≥ 2 und ϕ ∈ C∞0 (R2) folgt das Ergebnis analog:

∆E(r) =

(
∂2r +

n− 1

r
∂r

)
1

2π
log r =

1

2π

[
− 1

r2
+

1

r

1

r

]
= 0∫

‖x‖=r
E(x)

∂ϕ

∂r
ds =

1

2π

∫
S1

log r
∂ϕ

∂r
(r cos ϕ̃)rdϕ̃

r→0−→ 0∫
‖x‖=r

ϕ
∂E

∂r
ds =

1

2π

∫
S1

ϕ(r cos ϕ̃)
1

r
rdϕ̃

r→0−→ ϕ(0)

Zu b):

E(x, t) =
1

2
H(t− |x|) =

{
1
2 , |x| < t

0, |x| > t

Sei ϕ ∈ C∞0 (R2) beliebig. Dann folgt

〈uE ,
(
∂2t − ∂2x

)
ϕ〉 =

1

2

∫
|x|<t

∂21ϕ(x, t)− ∂22ϕ(x, t)dxdt

=
1

2

∫
R

∫ ∞
|x|

∂22ϕ(x, t)dtdx− 1

2

∫ ∞
0

∫ t

−t
∂21ϕ(x, t)dxdt

=
1

2

∫
R

−∂2ϕ(x, |x|)dx− 1

2

∫ ∞
0

∂1ϕ(t, t)− ∂1ϕ(−t, t)dt

−1

2

∫
R

∂2ϕ(x, |x|)dx = −1

2

∫ ∞
0

∂2ϕ(x, x)dx− 1

2

∫ 0

−∞
∂2ϕ(x,−x)dx︸ ︷︷ ︸

t=−x
=
∫∞
0 ∂2ϕ(−t,t)dt

⇒ 〈uE ,
(
∂2t − ∂2x

)
ϕ〉 = −1

2

∫ ∞
0

∂1ϕ(t, t) + ∂2ϕ(t, t)︸ ︷︷ ︸
= d
dt
ϕ(t,t)

−∂1ϕ(−t, t) + ∂2ϕ(−t, t)︸ ︷︷ ︸
= d
dt
ϕ(−t,t)

dt

=
1

2
[ϕ(0, 0) + ϕ(−0, 0)] = ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉

und somit
(
∂2t − ∂2x

)
uE = δ.

Aufgabe 4 4 Punkte

a) Sei a > 0 und

fa(x) =
1

π

a

x2 + a2
.

Zeigen Sie, dass f ∈ L1(R) und fa ∗ fb = fa+b für a, b > 0. Hinweis: Residuensatz

b) Zeigen Sie, dass (H ∗H)(x) = xH(x), ∀x, wobei H die Heaviside-Funktion bezeichnet.

c) Zeigen Sie, dass δa ∗ δb = δa+b für a, b ∈ Rn.
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Lösung:
Zu a): Diese Faltung kann man auf Funktionenlevel nachrechnen:

(fa ∗ fb)(x) =

∫
R

1

π2
a

x2 + a2
b

(x− y)2 + b2
dy =:

∫
R

hx(y)dy

Dieses Integral kann nicht mit Partialbruchzerlegung gelöst werden, da die Einzelintegrale
nicht konvergieren. Allerdings kann hier der Residuensatz angewendet werden. Dabei
schlägt man einen Halbkreis vom Radius r in der oberen Halbebene und läßt ihn gegen
unendlich gehen. Das Integral auf dem Kreis verhält sich wie r−2 und verschwindet somit
für r →∞. Nachdem Residuensatz ist das Integral somit gleich 2πi mal der Summe der
Resdiuen von hx in den Nullstellen mit positiven Imaginärteil ia und x+ ib.

(fa ∗ fb)(x) = 2πi [Resia hx + Resx+ib hx]

=
2πi

π2
ab

2ia ((x− ia)2 + b2)
+

ab

((x+ ib)2 + a2) 2ib

=
1

π

b
(
(x+ ib)2 + a2

)
+ a

(
(x− ia)2 + b2

)
((x− ia)2 + b2) ((x+ ib)2 + a2)

=
1

π

(a+ b)
[
x2 + 2i(b− a)x− (b− a)2

]
x4 + 2i(b− a)x3 + 4abx2 + 2i(b2 − a2)(a+ b)x− (b2 − a2)2

=
1

π

(a+ b)
[
x2 + 2i(b− a)x− (b− a)2

]
(x2 + 2i(b− a)x− (b− a)2)(x2 + (a− b)2)

=
1

π

a+ b

x2 + (a− b)2
= fa+b(x)

Zu b): Das lässt sich auch auf Funktionenlevel berechnen:

(H ∗H)(x) =

∫
R

H(y)H(x− y)dy =

{∫ x
0 1dy = x, x ≥ 0,

0, x < 0
= xH(x)

Zu c): Da die Deltadistribution keine Distribution vom Funktionentyp ist, kann diese
Faltung auch nicht auf Funktionenlevel berechnet werden. Wir benutzen Definition 3.3.2
und die Existenzformel aus dem Beweis von 3.3.1 für ϕ ∈ C∞0 (Rn).

〈δa ∗ δb, ϕ〉 = 〈δa ⊗ δb, ϕ̃〉 =
〈
δyb , 〈δ

x
a , ϕ(x+ y)〉

〉
=
〈
δybϕ(a+ y)

〉
= ϕ(a+ b) = 〈δa+b, ϕ〉
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