Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen — Sommer 2015
Prof. Dr. George Marinescu / Dr. Frank Lapp
Serie 8 mit Musterlosungen

Aufgabe 1 4 Punkte
Es seien u,v € D'(R) mit angepassten Triger. Zeigen Sie, dass fiir k € N gilt

ko /k . .
¥ (uxv) = () (z7u) * 2*=iy) |
5 () ()
wobei zFu := fu mit f: R = R, f(z) = zF.

Losung:
Diese Aufgabe ist eine einfache Anwendung des binomischen Satzes und Aufrollen der
Definitionen von Faltung und z*u.
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Aufgabe 2 4 Punkte

Finden Sie drei Distributionen u, v, w € D'(R), so dass die Trager von u und v angepasst
sind, die Tréger von v und w angepasst sind und

(u*v)*w#ux*(v*w).

Losung:

Wir wihlen die Distributionen v = 1, v = §’ und w = H, die Heaviside-Funktion. Dann
sind die Tréger suppu = R, suppv = {0} und suppw = [0,00). Die Triger von u
und v beziehungsweise von v und w sind angepasst, da der Trager von v kompakt ist
(Bemerkung 3.3.4). Es gilt

'3336)6(1*5):81:0 = (u*xv)*xw=0

3.3¢)

uxv=1x%x0¢

vriw=0«H" J0xH)=0H =96 = ux(vxw)=1x0=1



Aufgabe 3 4 Punkte
Sei

1 — =, n>3
By € Lioo(R™) gegeben durch Ey(x) = § (n=2)rin—1 [l
ﬂlongH? n:2)

wobei k,_1 = vol(S"1). In Serie 7 Aufgabe 3 wurde gezeigt, dass AE, = § € D'(R").

a) Sei ¢ € D(R™), so dass ¢ = 1 in einer Umgebung der 0. Beweisen Sie, dass ¢ =
A(pEy,) —d € D(R™).

b) Zeigen Sie, dass 8%1, (pE,) € LY(R?) fiiri =1,...,n.
c) Sei u € D'(R™) mit der Eigenschaft, dass

ou ou

— ..., — € L*(RM.
0z’ ’(%Jne (R")

Folgern sie daraus mit a) und b), das v € L2 _(R").

loc

Losung:
Zu a):

A((/OEn) = Z 812(90En) = Z 81((8190)En =+ ‘pazEn)
=1 =1
= Zn:((ast)En +2(0i0)(0:En) + @02 En)

i=1

= (Ap)Ey, + pAE, 42 Z(az“P)(aiEn)
=1

Da fiir ¢ € D(R") gilt
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(A, ¥) = (96,8 = (5, 00) = p(0)6(0) “L" (5, 45)

folgt

A(pE,) =6 = (Ap)En +2) (9ip)(0i En)

=1

Da Ay und 0;¢ in einer Umgebung der 0 verschwinden (denn ¢ = 1 in einer Umgebung
der 0) und E,, und 0;FE, unendlich oft differenzierbar sind auferhalb jeder Umgebung
der 0 ist auch A(¢pFE,) — 0 unendlich oft differenzierbar. Auferdem sieht man an der
rechten Seite, dass supp(A(pE,) — d) C supp ¢ und somit ist A(pE,) — 6 € D(R").



Zu b): Wie in Serie 7 Aufgabe 3 berechnen wir
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0i(pEn) = (010) En + 90iBn = (010) By + - —
(0;0)E, € D(R") C L'(R") und
[ etz = [T ] jptw et
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:/ / o (rw)||wldrdw < o,
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denn ¢ € D(R") und |w;| < 1 und somit ist auch cpﬁ |;”ﬁn € LYR").
Zu ¢): Sei p = A(pE,) — 0

u=uxd=uxA(pEy) — (A(pEn) —0)) = ux (A(pEn) — ux (A(pEn) — 6)

Nach a) ist A(pE,) — & € D(R™) und somit u x (A(pE,) — ) € C*(R") C L} _(R").
Weiterhin gilt

ux A(eEy) Z u* 02 (0Ey,) Z(azu) * 0;(pEny)

=1

Nach Voraussetzung ist d;u € L2(R™) und nach b) ist 9;(pE,) € L'(R"). Die Behaup-
tung folgt nun aus der Tatsache, das fiir f € L?(R") und g € L*(R") folgt f+g € L?(R"):
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Aufgabe 4 4 Punkte
Wir definieren D/, := {u € D'(R) | suppu € [0,00)}

a) Seien u,v € D/,. Beweisen Sie, dass die Tréger von v und v angepasst sind und dass
uxv € D/,. Was ist das Einselement der Faltung in D/ 7

b) Fiir u € D, bezeichnen wir mit u~! die eindeutig definierte Distribution v mit usv =
5. Berechnen Sie H~1, (6')~! und (§' — A\§)~L.

c¢) Sei P(D) ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, das heifst
m
P(z) = Zakzk, ar € R,
k=1

ist ein Polynom und
P(D) =Y axd".
k=1

Was stellt die Distribution [P(D)§]~! dar? Seien z1,...,z, die Nullstellen von P.
Zeigen Sie, dass

1
[P(D)d]™t = — He*® x He®® x - .. x He™™?.
am

Folgern Sie daraus, dass jeder von Null verschiedene Differentialoperator auf IR mit

konstanten Koeffizienten eine Fundamentallésung hat.

Losung:
Zu a): Sei u,v € D/, und K C R kompakt. Es ist zeigen, dass

My = {(z,y) € suppu x suppv | x+y € K}

kompakt ist. My ist (immer) abgeschlossen, denn Mg > (z,,y,) — (z,y) € R x R
impliziert =, + y, — « +y € K, da K abgeschlossen, und somit (z,y) € K. My ist
beschriankt: Da K kompakt ist, gibt es ein R > 0, so dass K C Bg(0). Dann folgt fiir
(z,y) € Mk, 0 <,y <z +y < Rund somit My C B 55(0).

Da supp(u * v) C suppu + suppv C [0,00) + [0,00) = [0, 00) ist u * v wieder in D, .
Das Einselement der Faltung ist wie immer ¢ und supp d = {0} C [0,00), also § € D/,..

Zu b): Angenommen X = H~! ist gegeben. Dann wiirde folgen
X+«H=0 2 Xsxd=Xs+H =0X+H) =6 = X=H'=¢
Angenommen Y = (§')7! ist gegeben. Dann wiirde folgen

=Y*d=Y'%6 = Y =6 = Y=0)'=H



Angenommen Z = (&' — \J) ! ist gegeben. Dann wiirde folgen
§=Z%(8 —N)=Z+8 —AZxd=2"— 2

AT
7=V 5= ATV LAY — ATV = TV

= Vlze—)\zéze—ko(sz(s
= V=H = Z=@0-X)"'=e"H

Zu ¢): Fiir X = [P(D)d]! gilt
§ = X « P(D)§ = P(D)[X 6] = P(D)X
und somit stellt [P(D)d]~! eine Fundamentallésung von P(D) dar.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es die Darstellung

P(z)=a(z—2z1) - (z—2zm), a#0
= P(D)d=a(0—=z1) - (0—2zpn)d
=a(@—21) (0 — 2m-1)(0 — 2n0)
a(@—z1) (0 = zm-1) [6 % (8' — 2m0)]
=a(d—21) (0= zm—2) [(6' = 2m—10) * (' — 2m0)]
=...=a(d —210) %% (6 — 2,9)

Damit und mit b) folgt

[P(D)] ™ = =(0' — 2in0) Lo % (6 — 20) 71
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