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Aufgabe 1 4 Punkte
Sei A eine symmetrische Matrix mit reellen Einträgen, so dass

∃α > 0 : ∀x ∈ Rn : 〈Ax, x〉 ≥ α‖x‖2.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion e−〈Ax,x〉 ∈ L1(Rn)

b) Sei A zusätzlich diagonal. Berechnen Sie F(e−〈Ax,x〉).

c) Sei A nun wieder eine beliebige symmetrische Matrix mit reellen Einträgen. In der
linearen Algebra wurde gezeigt, dass es eine orthogonale Matrix O mit OAOT = D
diagonal gibt. Schließen Sie daraus mit Hilfe von b) auf

F
(
e−〈Ax,x〉

)
(ξ) =

π
n
2√

| detA|
e−π

2〈A−1ξ,ξ〉.

Lösung:
Zu a): Aus e−〈Ax,x〉 ≤ e−α‖x‖2 ∈ L1(Rn,R) folgt e−〈Ax,x〉 ∈ L1(Rn,R)

Zu b): Sei A =

a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an

. Dann gilt ai = 〈Aei, ei〉 ≥ α ∀i = 1, . . . , n und

detA = a1 · · · an > 0. Somit ist A invertierbar und es gilt A−1 =

a
−1
1 0 0

0
. . . 0

0 0 a−1n

.

F
(
e−〈Ax,x〉

)
=

∫
Rn

e
−

n∑
i=1

aix
2
i
dx

Fubini
=

n∏
i=1

∫
R

e−aix
2
i dxi =

n∏
i=1

F
(
e−aix

2
i

)
VL
=

n∏
i=1

√
π

ai
e
−π

2

ai
ξ2i =

π
n
2

√
a1 · · · an

e
−π2

n∑
i=1

1
ai
ξ2i

=
π
n
2√

|detA|
e−π

2〈A−1ξ,ξ〉

Zu c):

F
(
e−〈Ax,x〉

)
(ξ) = F

(
e−〈O

TDOx,x〉
)
(ξ) = F

(
e−〈DOx,Ox〉

)
(ξ)

=

∫
Rn

e−2πi〈x,ξ〉e−〈DOx,Ox〉dx
O orthogonal

=

∫
Rn

e−2πi〈Ox,Oξ〉e−〈DOx,Ox〉dx

y=Ox
=

∫
Rn

e−2πi〈y,Oξ〉e−〈Dy,y〉dy = F
(
e−〈Dy,y〉

)
(Oξ)
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b)
=

π
n
2√

|detD|
e−π

2〈D−1Oξ,Oξ〉

=
π
n
2√

|detOT detD detO|
e−π

2〈O−1D−1(OT )−1ξ,ξ〉

=
π
n
2√

|detOTDO|
e−π

2〈(OTDO)−1ξ,ξ〉 =
π
n
2√

| detA|
e−π

2〈A−1ξ,ξ〉

Aufgabe 2 4 Punkte

a) Beweisen Sie:

f ∈ S(Rn) ⇔ ∀α ∈ Nn
0 , N ∈ N ∃C > 0 : |∂αf(x)| ≤ C(1 + ‖x‖)−N ∀x ∈ Rn.

b) Die Funktion a ∈ C∞(Rn) habe „polynomiales Wachstum“, das heißt

∀α ∈ Nn
0 ∃N ∈ N und C > 0 mit |∂αa(x)| ≤ C(1 + ‖x‖)N ∀x ∈ Rn.

Zeigen Sie, dass der Operator S(Rn)→ S(Rn), f 7→ af stetig ist.

Lösung:
Zu a): „⇒“ : Sei f ∈ S(Rn), α ∈ Nn

0 und N ∈ N.

|∂αf(x)| ≤ (1 + ‖x‖)N

(1 + ‖x‖)N
|∂αf(x)| ≤ (1 + |x1|+ . . .+ |xn|)N

(1 + ‖x‖)N
|∂αf(x)|

≤
∑

β∈Nn+1
0

aβ

∣∣∣xβ∂αf(x)∣∣∣ (1 + ‖x‖)−N f∈S(Rn)
≤

∑
β∈Nn+1

0

aβCα,β

︸ ︷︷ ︸
=:C

(1 + ‖x‖)−N , ∀x ∈ Rn.

„⇐“ : Erfülle f nun die rechte Seite und seien α, β ∈ Nn
0 .∣∣∣xβ∂αf(x)∣∣∣ ≤ ‖x‖|β| |∂αf(x)| ≤ ‖x‖|β|C(1 + ‖x‖)−|β| ≤ C, ∀x ∈ Rn.

Zu b): Sei α ∈ Nn
0 und N ∈ N.

|∂α(af)(x)| (1 + ‖x‖)N ≤
∑
β≤α

(
α

β

) ∣∣∣∂βa(x)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤Cβ(1+‖x‖)

Nβ

∣∣∣∂α−βf(x)∣∣∣ (1 + ‖x‖)N

≤
∑
β≤α

(
α

β

)
Cβ

∣∣∣∂α−βf(x)∣∣∣ (1 + ‖x‖)N+Nβ ≤
∑
β≤α

(
α

β

)
Cβ ‖f‖α−β,N+Nβ

⇒ ‖af‖α,N ≤
∑
β≤α

Cα,a,β ‖f‖α−β,N+Nβ
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Aufgabe 3 4 Punkte
Sei k ∈ Z. Beweisen Sie:

a) k ≥ 0 : f ∈ Ck0 (R) ⇒
(
∃C : ∀ξ

∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤ C(1 + |ξ|)−k)
b) k ≥ 2 :

(
∃C : ∀ξ

∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤ C(1 + |ξ|)−k) ⇒ f ∈ Ck−20 .

Also: Der Grad der Differenzierbarkeit entspricht ungefähr der Potenz des Abfalls von f̂
bei ∞.

Lösung:
Zu a):

|ξ| ≥ 1 : f̂(ξ) =

∫
R

f(x)e−ixξdx = f(x)
i

ξ
e−ixξ

∣∣∞
−∞ −

∫
R

f ′(x)
i

ξ
e−ixξdx

f∈Ck0 (R)
=

−i
ξ
f̂ ′(ξ)

= . . . =

(
−i
ξ

)k
f̂ (k)(ξ)

⇒
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤ 1

|ξ|k

∫
R

∣∣∣f (k)(x)∣∣∣ dx |ξ|≥1≤ 2
∥∥∥f (k)∥∥∥

L1(R)
(1 + |ξ|)−k

|ξ| < 1 :
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ = ∫

R

|f(x)| dx
|ε|>1

≤ 2‖f‖L1(R)(1 + |ξ|)−k

Zu b): Es gilt die Umkehrformel

f(x) =

∫
R

eixξ f̂(ξ)dξ.

Die Funktion ξ 7→
∣∣∣ξk−2f̂(ξ)∣∣∣ ist integrierbar denn:

∫
R

∣∣∣ξk−2f̂(ξ)∣∣∣ dξ ≤ C ∫
R

|ξ|k−2

(1 + |ξ|)k
dξ ≤ C

∫ ∞
0

1

(1 + ρ)2
dρ = C

∫ ∞
1

1

η2
dη = C

[
−1

η

]∞
1

= C

Somit dürfen Ableitung und Integral vertauscht werden:

fk+2(x) =
∂k

∂xk

∫
R

eixξ f̂(ξ)dξ =

∫
R

∂keixξ

∂xk
f̂(ξ)dξ =

∫
R

(iξ)k−2eixξ f̂(ξ)dξ
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Aufgabe 4 4 Punkte
Die Poissonsche Summenformel ist in der Sprache der Distributionen

(1)
∑
k∈Z

eikx = 2π
∑
l∈Z

δ2πl(x).

Äquivalente Formulierungen sind

(2)
∑
k∈Z

ϕ̂(k) = 2π
∑
l∈Z

ϕ(2πl) ∀ϕ ∈ S(R)

und

(3)
∑̂
k∈Z

δk = 2π
∑
l∈Z

δ2πl.

Zeigen Sie diese Äquivalenz und beweisen Sie die Formel. Anleitung zum Beweis: Zeigen
Sie:

a) Die Reihe f(x) =
∑
k∈Z

eikx konvergiert in S ′(R).

b) f(x+ 2π) = f(x) und eixf(x) = f(x).

c) f = c
∑
l∈Z

δ2πl für ein c ∈ R.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass g ∈ S ′(R) mit xg = 0 impliziert g = Cδ für eine
Zahl C ist.

d) Es ist noch c = 2π zu zeigen. Die zu (2) analoge Aussage mit c vor der zweiten
Summe folgt aus c). Wenden Sie diese auf ϕ(x) = ψ(x − t) an und integrieren Sie
über t ∈ [0, 2π]. Welche Bedingungen sollte ψ erfüllen, damit dies das gewünschte
Resultat liefert?

Lösung:
Sei ϕ ∈ D(R). Nach a) konvergieren die Terme auf den linken Seiten und es kann nach
dem Satz über dominierte Konvergenz Integral und Reihe vertauscht werden.〈∑

k∈Z
eikx, ϕ

〉
=

∫
R

∑
k∈Z

eikxϕ(x)dx =
∑
k∈Z

∫
R

eikxϕ(x)dx =
∑
k∈Z

ϕ̂(k)

=
∑
k∈Z
〈δk, ϕ̂〉 =

〈∑
k∈Z

δk, ϕ̂

〉
=

〈∑̂
k∈Z

δk, ϕ

〉

Der Träger suppϕ ist kompakt und somit beschränkt, so dass die rechten Seiten tatsäch-
lich nur aus endlichen Summen besteht.〈

2π
∑
l∈Z

δ2πl, ϕ

〉
= 2π

∑
l∈Z

ϕ(2πl)
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Als Distributionen sind die linken bzw. rechten Seiten gleich, was die Äquivalenz der
Aussagen zeigt.
Zu a): Ist ϕ ∈ D(R) ⊂ S(R), dann ist ϕ̂ ∈ S(R) und somit gibt es ein C > 0, so dass
|ϕ̂(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)−2 für alle ξ ∈ R. Damit folgt∣∣∣∣∣∑

k∈Z
ϕ̂(k)

∣∣∣∣∣ ≤∑
k∈Z
|ϕ̂(k)| ≤ C

∑
k∈Z

1

(1 + k)2
≤ 2C

∞∑
k=1

1

k2
<∞.

Zu b):

f(x+ 2π) =
∑
k∈Z

eik(x+2π) =
∑
k∈Z

eikx
(
e2πi

)k
=
∑
k∈Z

eikx = f(x)

eixf(x) =
∑
k∈Z

eix+ikx =
∑
k∈Z

ei(k+1)x l=k+1
=

∑
l∈Z

eilx = f(x)

Zu c): Wir zeigen zuerst den Tipp: Sei χ ∈ C∞0 (R) mit χ = 1 in einer Umgebung der 0.
Dann ist

ϕ̃(x) :=

{
1
x(ϕ(x)− χ(x)ϕ(0)), x 6= 0

0, x = 0
∈ C∞0 (R) und ϕ(x) = ϕ(0)χ(x) + xϕ̃(x).

Damit folgt

〈g, ϕ〉 = 〈g, ϕ(0)χ+ xϕ̃〉 = ϕ(0)〈g, χ〉+ 〈xg, ϕ̃〉 = ϕ(0) 〈g, χ〉︸ ︷︷ ︸
=:C

= 〈Cδ, ϕ〉 .

Allgemein: Aus b) ist bekannt, dass (eix − 1)f(x) = 0 und die Nullstellen von eix − 1
sind 2πl, l ∈ Z. Sei χ ∈ C∞0 ((−π, π)) mit χ = 1 in einer Umgebung von 0 und
χl(x) := χ(x− 2πl). Dann folgt

〈f, χl〉 =
∫
R

f(x)χ(x− 2πl)dx =

∫
R

f(x+ 2πl)χ(x)dx
b)
=

∫
R

f(x)χ(x)dx = 〈f, χ〉.

Für ϕ ∈ D(R) existiert ein N ∈ N, so dass suppϕ ⊂ [−2πN, 2πN ]. Dann ist ϕ̃(x) :=

(eix − 1)−1

(
ϕ(x)−

N∑
l=−N

ϕ(2πl)χl(x)

)
∈ C∞0 (R) und es folgt

〈f, ϕ〉 =

〈
f,

N∑
l=−N

ϕ(2πl)χl + (eix − 1)ϕ̃

〉
=

N∑
l=−N

ϕ(2πl) 〈f, χl〉+
〈
(eix − 1)f, ϕ̃

〉
=

N∑
l=−N

ϕ(2πl) 〈f, χ〉︸ ︷︷ ︸
=:C

= C
N∑

l=−N
〈δ2πl, ϕ〉 = C

〈∑
l∈Z

δ2πl, ϕ

〉

Zu d): Wir rechnen erst einmal formal. Mit

ϕ̂(k) =

∫
R

ψ(x− t)eixkdx y=x−t
=

∫
R

ψ(y)eiyk+itkdy = eitkψ̂(k)
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folgt

∑
k∈Z

∫ 2π

0
ϕ̂(k)dt =

∑
k∈Z

ψ̂(k)

∫ 2π

0
eitkdt︸ ︷︷ ︸

=2πδk

= 2πψ̂(0) =

∫
R

ψ(x)dx.

Andererseits gilt∫ 2π

0

∑
l∈Z

ϕ(2πl)dt =
∑
l∈Z

∫ 2π

0
ψ(2πl − t)dt s=2πl−t

=
∑
l∈Z

∫ 2πl

2π(l−1)
ψ(s)ds =

∫
R

ψ(x)dx

Wir können also jede Funktion ψ ∈ C∞0 (R) nehmen, deren Integral nicht verschwindet.
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