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Aufgabe 1 4 Punkte
Sei A eine symmetrische Matrix mit reellen Eintréagen, so dass

Ja > 0:Vz € R": (Az, z) > of x|
a) Zeigen Sie, dass die Funktion e~ {(4%%) ¢ L1(R")
b) Sei A zusitzlich diagonal. Berechnen Sie F(e~{4%2)),

¢) Sei A nun wieder eine beliebige symmetrische Matrix mit reellen Eintrédgen. In der
linearen Algebra wurde gezeigt, dass es eine orthogonale Matrix O mit OAOT = D
diagonal gibt. Schliefsen Sie daraus mit Hilfe von b) auf

—(Az,x _ 2 —m2(A~1g,
;(6 { >) (€) = me (A7lg)
Losung:
Zu a): Aus e=Az7) < e=allzl® ¢ LY(R™ R) folgt e~ 472 € LYR", R)
al 0 0
Zub): Set A = |09 . o |- Dann git a; = (Aej,e;) > a Vi = 1,...,n und
0 0 a,
a;t 00
det A =ay---a, > 0. Somit ist A invertierbar und es gilt A= | ¢ ..
0 0 a,t
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Zu ¢):

—(Az.x —(OTDOz.x — z,0x
Feem) (&) = F (707P0m0) () = F (P00 ) (g)
_ / e—27ri(ac,§)€—(DOa:,O:c>d:L, o ortlg)gonal / e—27ri<Oac,O§) e—(DOa:,Oa:) dz

n

y::Ox/ e 2miy.08) o= (Dyy) gy = F (67<Dy,y>) (0€)
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Aufgabe 2 4 Punkte

a) Beweisen Sie:

feSMR") & VYaeN}, NeN3C>0:[0%(x) <C(1+|z|)™ Vz e R™

b) Die Funktion a € C°°(R"™) habe ,polynomiales Wachstum®, das heift
Ya € N? 3N € N und C > 0 mit |0%(z)| < C(1 + ||z|)Y Vz € R™.

Zeigen Sie, dass der Operator S(R™) — S(R"™), f — af stetig ist.

Losung:
Zu a): .= Sei f € S(R"), « € Nj und N € N.

(14 |||V (14 |21| + ...+ |z, DY
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SR T T T T P
feS(R™)
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=:C

»,<": Erfiille f nun die rechte Seite und seien o, 8 € N{.
[420°(2)] < 2l 0" f(@)] < [l PlC 1 + 2! < €, v e R

Zu b): Sei « € Njj und N € N.
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Aufgabe 3 4 Punkte
Sei k € Z. Beweisen Sie:

a) k>0: feCkR) = (EIC:V§ ‘f({)‘SC(l—f—]g\)*k)
b kz2: (30 ve |fo|sca+ign*) = fech

Also: Der Grad der Differenzierbarkeit entspricht ungefihr der Potenz des Abfalls von f
bei oo.

Losung:
Zu a):
. A —mE _ b iz L it fGC (R) —’LA/
=1 f© = [ fapetr = [~ - [ e 271
=...= (‘5) F® )
L e Lk
HGIE |§|,C/]R\f @[da < 2], @+ieD

. le|>1 _k
<1 [f@]= [ 1r@lde < 200+ k)

Zu b): Es gilt die Umkehrformel

= | e f(e)de.
fla) = [ e fepde
Die Funktion £ ‘5’“_2 f (& )‘ ist integrierbar denn:

/‘ék 2§ (¢) d£ C/ 1|i"“|;k§ C/ 1+p C/ Lag=c []‘I’O:C

Somit diirfen Ableitung und Integral vertauscht werden:

ak R ak g R
k+2 _ iz _ _ s \k—2 iz
P2 = oo [ i = | T fede = [ e i



Aufgabe 4 4 Punkte
Die Poissonsche Summenformel ist in der Sprache der Distributionen

(1) Z etk = o Z dori ().

keZ €7
Aquivalente Formulierungen sind
(2) D (k) =21 p(2nl) Vo eSR)

keZ leZ
und
(3) > =21 dom.
kEZ leZ

Zeigen Sie diese Aquivalenz und beweisen Sie die Formel. Anleitung zum Beweis: Zeigen
Sie:

a) Die Reihe f(z) = 3 €** konvergiert in S'(R).
keZ

b) f(z+27) = f(x) und € f(x) = f(x).

c) f=¢) dop fiir ein c € R.
leZ
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass g € 8'(R) mit g = 0 impliziert g = C§ fiir eine

Zahl C ist.

d) Es ist noch ¢ = 27 zu zeigen. Die zu (2) analoge Aussage mit ¢ vor der zweiten
Summe folgt aus c¢). Wenden Sie diese auf ¢(z) = ¢(x — t) an und integrieren Sie
iiber ¢ € [0,27]. Welche Bedingungen sollte ¢ erfiillen, damit dies das gewtinschte
Resultat liefert?

Losung:
Sei ¢ € D(R). Nach a) konvergieren die Terme auf den linken Seiten und es kann nach
dem Satz {iber dominierte Konvergenz Integral und Reihe vertauscht werden.

6ikx — 6ikx 2)dr = eikm 2Vdr = ~
<Z ~§'AZ o(z)d ZA}wUd S0

kEeZ kEZ kEeZ kEeZ
keZ kEZ kEZ

Der Trager supp ¢ ist kompakt und somit beschrénkt, so dass die rechten Seiten tatséch-
lich nur aus endlichen Summen besteht.

<27T Z 09l g0> =27 Z v(27l)

leZ l€Z



Als Distributionen sind die linken bzw. rechten Seiten gleich, was die Aquivalenz der
Aussagen zeigt.

Zu a): Ist ¢ € D(R) C S(R), dann ist ¢ € S(R) und somit gibt es ein C' > 0, so dass
1P(&)] < O(1 + |€)72 fiir alle £ € R. Damit folgt

PREGIESPRE ] Z Z*<oo

keZ keZ
Zu b):
x + 271_ Z ezk (z+27) _ Z ezkx 271'1 — Z eikx — f(ac)
keZ kEZ kEZ
emf(x) _ Z ezm+zk::p — Z 6z(k:Jrl):n K+ Z ezl:p — f(.%‘)
keZ keZ leZ

Zu c): Wir zeigen zuerst den Tipp: Sei x € Cg°(R) mit x = 1 in einer Umgebung der 0.
Dann ist

1 xTr) — T T
Br) = {g(*”” MO 270 e orm) wnd pla) = p(Ox(z) + 25 ()

Damit folgt

(9,0) = (9, (0)x + 2p) = ¢(0)(g, x) + (rg,$) = @(O)M = (C6, ).
=:C

Allgemein: Aus b) ist bekannt, dass (¢/* — 1)f(z) = 0 und die Nullstellen von e — 1
sind 27l, | € Z. Sei x € C§°((—m,m)) mit x = 1 in einer Umgebung von 0 und
xi(x) := x(x — 2xl). Dann folgt

<f,Xl>—/Rf(x) a:—27rldx—/fx+27rl /f 2)dz = (£, ).

Fiir ¢ € D(R) existiert ein N € N, so dass suppy C [-27N,27N]|. Dann ist ¢(z) :=

(e — 1)1 (m) - lzﬁNwzﬂ)xz(:c)) € C°(R) und es folgt

N N
(f,0) = <f, > perl)xi + (¢ — 1><5> = Y @) (f.a) + (€7 - 1)f,3)
=—N I=—N
Nl N
= 2ml) (f,x) =C Sonl, @) = Sonl, P
3 g =C 3 ) =0(Siue)

=:C

Zu d): Wir rechnen erst einmal formal. Mit

/1/} mkd y=z— t/ ¢(y)eiyk+itkdy: eitklz;(k)
R



folgt

~

Z /27r Z /27r i . /

o(k)dt = P(k) e dt = 2m(0) = [ Y(z)dx.

kez ’0 ke L0 , R
=270y,

Andererseits gilt

/0 2WZ@(27Tl)dt => /0 %w(zwz —t)dt TE 3 /2

27l

)?/)(S)dS:/]Rw(x)d:p

Wir koénnen also jede Funktion ¢ € C§°(R) nehmen, deren Integral nicht verschwindet.



