5. DER WARMELEITUNGSOPERATOR

Sei u(z,t) die Temperatur eines homogenen, isotropen Mediums an einem
Ort x € R™ und zu einer Zeit ¢t € R. Dann erfiillt u die sogenannte Wdrmeleitungsgleichung
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Der dazugehorige Differentialoperator wird Widrmeleitungsoperator genannt.
Auch andere Diffusionsprozesse, wie zum Beispiel die Mischung von zwei Fliissigkeiten
durch Brownsche Bewegung, erfiillen die Warmeleitungsgleichung.

5.1. Der Gauss-Kern. Wir betrachten das Anfangswertproblem:
Ou—Au=0 aufR" x (0,00)
u(z,0) = f(x)
Fir f € S(R") gibt die Fouriertransformation

da(€, t) + [[€llPucg 1) = 0
aE,0) = f(e)
Diese gewoOhnliche Differentialgleichung hat die Losung
A, 1) = f(&)e eI,

Mit der Inversionsformel der Fouriertransformation folgt
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= u(z,t) = f(x)* (47?15)_% e allel’
Damit ist u(x,t) = f * K;(x) mit
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6.1 Ky(z) = K(x,t) = (4nt) " 2 e

Diese Funktion wird Gauss-Kern, Gauss-Weierstrass-Kern oder auch Wirmeleitungskern
genannt. Es gilt

Ki(z) =t 3 K, (t—%x) und Ky(2)dz = K;(0) = 1.

R
Als Anwendung von Satz 3.3.7 folgt somit:

Satz 5.1. Sei f € LP(R"), 1 < p < oo. Dann erfiillt u(x,t) = f * K,(x) die
Wadrmeleitungsgleichung 0,u — Au = 0 auf R™ x (0, co).

Ist f beschrdnkt und stetig, dann ist u stetig auf R™ x [0, c0) und u(z,0) = f(z).
Ist f € LP(R™) mit p < oo, so konvergiert u(-,t) gegen f in der LP-Norm fiir t — 0.



Bemerkung 5.2. Ist |f(x)| < Ce Ly fiir ein 7' € (0, 00), dann ist f x K definiert

fiir t < T und durch Differentiation unter dem Integral kann diese Funktion un-
endlich oft abgeleitet werden und somit ist f« K; € C*. Solange f diese Wachs-
tumseigenschaft erfiillt, ist die Losung der Warmeleitungsgleichung eine glatte
Funktion. Es ist also nicht zu erwarten eine Losung zu finden fiir ¢ < 0, aul’er
wenn bekannt ist, dass die Ausgangsfunktion schon glatt war. Diese mathema-
tische Aussage korreliert mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik aus
der Physik, der aussagt, dass die Entropie in einem System nicht abnimmt.

Satz 5.3 (,Eindeutigkeit). Sei u € C(R" x [0,00)) N C*(R™ x (0,00)) und u
erfiille das Anfangswertsystem

ou—Au=0, t>0,
u(z,0) =0.

Existiert fiir jedes ¢ > 0 ein C' > 0, so dass

lu(z,t)| < Cel* P und  |V,u(z,t)| < Cel#IP,
dann folgt u = 0.
Beweis. Fiir f,g € C*(U); u C R" x R gilt

9(Ouf = Af) + f(Dg + Dg) = Y 0;(f0;9 — 90, f) + Oi(fg) = diva, F
j=1
mit F = (fo1g — govf, ..., fOng — gonf, f9).

Seien (xzg,ty) € R" x (0, 00). Wir setzen

flz,t) = u(z,t) = ohf—Af=0, t>0
g(z,t) = K(x — xo,tg — 1) = Og+Ag=0, t<t

und
Q={(z,t) eR" xR | ||z|| <r,a<t<b}, 0<a<b<ty.
Mit dem Divergenzsatz folgt

O=Lg<atf—Af>+f<atg+Ag>=/QdivF=/mF-u

= u(x,b)K(x — xg,tog — b)dx — w(x,a)K(x — x9,tg — a)dx
[ bk ot =t [ st Kot
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+ Z/ /ﬂ_r z,t)0; K (z,t) — K(x,t)0;u(x,t)] %ds(x)dt
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Nach Voraussetzung gilt:

1= / w(z,b)K (= x,to = b)de = [u(-,b) * Ki—s] (w0) "% u(x0, to)
1125 — | u(z,a)K(z — z0,ty — a)dz = [u(-, a) * Kty_a] (o)
Rn
a—>0

(+,0) % Ky (x9) =0

uu|< // Ce (- ( )'"%' ds(z)dt =% 0
lell=r

fiir € klein genug.

Zieht man alle drei Grenzwerte, so folgt also u(zg,ty) = 0 und da (zg,ty) €
R™ x (0, 00) beliebig war folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.4. Ohne die Wachstumsbeschrankungen bei oo ist diese Aussage
des vorhergehenden Satzes nicht richtig: Sei g(¢) € C*°(R) beliebig und defi-

niere 0
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Dann erfiillt diese Reihe die Warmeleitungsgleichung solange sie konvergiert.
Die Konvergenz ist zum Beispiel fiir die Funktion g(t) = exp(—t~?) erfiillt, die
zusétzlich die Eigenschaft ¢*(0) = 0, Vk € Ny. Fiir diese Funktion erfiillt u(x, t)
die Warmeleitungsgleichung mit der Anfangsbedingung u(x,0) = 0 obwohl die
Losung verschieden von 0 ist.

Bemerkung 5.5. Andererseits gibt es einen Satz von Widder, der aussagt dass
fir f > 0 die Faltung f x K;(z) die einzige nicht negative Losung der Warme-
leitungsgleichung ist. Aus physikalisch Sicht ist das ein sinnvolles Resultat, da es
bei Temperaturen einen absoluten Nullpunkt gibt. Mist man Temperatur in der
Kelvin Skala, die beim absoluten Nullpunkt beginnt, so sind sie immer positiv.



