Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen — Sommer 2015
Prof. Dr. George Marinescu / Dr. Frank Lapp
Ubung 1 — wird am 14. und 16. 4. in den Ubungen besprochen

Aufgabe 1
Beweisen Sie, dass die Laplace-Gleichung Au = 0 rotationsinvariant ist, das heifst:

Ist O eine orthogonale n x n-Matrix und v(z) := u(Ox) fiir alle z € R, dann gilt auch
Av = 0.

Losung:

Mit O = (a;5) und y := Oz folgt:
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Da O orthogonal ist, gilt OO™ = I,, und somit Yo agiag; = (00T Vkj = Okj-
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Aufgabe 2
Sei u € C* eine Lésung von dyu — Azu = 0 in (0,00) x R™.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes A € R die Funktion uy(z,t) := u(\z, \t) auch eine Losung
ist.

b) Benutzen Sie a) um zu zeigen, dass v(z,t) := (z, grad, u(x,t)) + 2t0.u(x,t) ebenfalls
die Differentialgleichung 16st.

Losung:

2u a):
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zu b): Einerseits:
i)

u 3 atz von scnwarz
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Andererseits:

Oy (z,t) = du(dz, \2t) = (grad, u(Az, M2t), ) + dsu(Ax, A2t)2Xt
= O\un(z,t)x=1 = (grad, u(z,t),z) + dwu(x,t)2t = v(x,t)

Insgesamt:

(0r — Ap)v(z,t) = (0 — Az)Ozup(x,t)[x=1 =0



Aufgabe 3
Sein =1 und u(x,t) = v(%)

a) Zeigen Sie Oyu = O>u genau dann, wenn
(1) 420" (2) + 2+ 2)0'(2) =0 (2> 0)

b) Berechnen Sie die allgemeine Losung von Gleichung (1).

2

c¢) Sei v die allgemeine Losung aus b). Betrachten Sie ®(z,t) := dyv (%) und wéhlen
sie die Konstanten so, dass
/ O(z,t) = 1.
R

Warum gilt 0;®(x,t) = 02®(z,t)? (Eine Losung mit diesen Eigenschaften wird hiufig
als Fundamentallosung der partiellen Differentialgleichung (1) bezeichnet.)

Losung:
2u a):

Da ¢ > 0 ist folgt damit a).

zu b): (1) ist eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung, die wir ohne Probleme 16sen
konnen.
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Man konnte explizit nachrechnen, dass die ® die Warmeleitungsgleichung erfiillt. Es
folgt allerdings auch einfach aus dem Satz von Schwarz.



