
Einführung in die partiellen Differentialgleichungen – Sommer 2015
Prof. Dr. George Marinescu / Dr. Frank Lapp
Übung 1 – wird am 14. und 16. 4. in den Übungen besprochen

Aufgabe 1
Beweisen Sie, dass die Laplace-Gleichung ∆u = 0 rotationsinvariant ist, das heißt:
Ist O eine orthogonale n × n-Matrix und v(x) := u(Ox) für alle x ∈ R, dann gilt auch
∆v = 0.

Lösung:
Mit O = (aij) und y := Ox folgt:

(∆v)(x) =
n∑
i=1

∂2xiu(y)
Kettenr.

=
n∑
i=1

∂xi

n∑
j=1

∂yju(y)∂xiyj

∂xiyj = ∂xi

(
n∑
k=1

ajkxk

)
= aji

⇒ (∆v)(x) =

n∑
i=1

∂xi

n∑
j=1

∂yju(y)aji =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

∂yk∂yju(y)∂xiykaji

=

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

∂yk∂yju(y)akiaji

Da O orthogonal ist, gilt OOT = In und somit
∑n

i=1 akiaji = (OOT )kj = δkj .

⇒ (∆v)(x) =
n∑
j=1

n∑
k=1

∂yk∂yju(y)δkj =

n∑
j=1

∂2yju(y) = (∆u)(y) = 0
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Aufgabe 2
Sei u ∈ C∞ eine Lösung von ∂tu−∆xu = 0 in (0,∞)×Rn.

a) Zeigen Sie, dass für jedes λ ∈ R die Funktion uλ(x, t) := u(λx, λ2t) auch eine Lösung
ist.

b) Benutzen Sie a) um zu zeigen, dass v(x, t) := 〈x, gradx u(x, t)〉+ 2t∂tu(x, t) ebenfalls
die Differentialgleichung löst.

Lösung:
zu a):

∂tuλ(x, t) = ∂tu(λx, λ2t)
s=λ2t, Kettenr.

= ∂su(λx, λ2t)∂t(λ
2t) = ∂su(λx, λ2t)λ2

∆xuλ(x, t) =
n∑
i=1

∂2xiu(λx, λ2t)
y=λx, Kettenr.

=
n∑
i=1

∂xi

n∑
j=1

∂yju(λx, λ2t)∂xi(λxj)

=

n∑
i=1

∂xi

n∑
j=1

∂yju(λx, λ2t)λδij =

n∑
i=1

∂xi∂yiu(λx, λ2t)λ

=

n∑
i=1

∂2yiu(λx, λ2t)λ2 = ∆yu(λx, λ2t)λ2

⇒ (∂t −∆x)uλ(x, t) = (∂s −∆y)u(λx, λ2t)λ2 = 0

zu b): Einerseits:

(∂t −∆x)∂λuλ(x, t)
u∈C3, Satz von Schwarz

= ∂λ(∂t −∆x)uλ(x, t)
i)
= 0 ∀λ ∈ R

Andererseits:

∂λuλ(x, t) = ∂λu(λx, λ2t) = 〈grady u(λx, λ2t), x〉+ ∂su(λx, λ2t)2λt

⇒ ∂λuλ(x, t)|λ=1 = 〈gradx u(x, t), x〉+ ∂tu(x, t)2t = v(x, t)

Insgesamt:

(∂t −∆x)v(x, t) = (∂t −∆x)∂λuλ(x, t)|λ=1 = 0
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Aufgabe 3
Sei n = 1 und u(x, t) = v(x

2

t )

a) Zeigen Sie ∂tu = ∂2xu genau dann, wenn

(1) 4zv′′(z) + (2 + z)v′(z) = 0 (z > 0)

b) Berechnen Sie die allgemeine Lösung von Gleichung (1).

c) Sei v die allgemeine Lösung aus b). Betrachten Sie Φ(x, t) := ∂xv
(
x2

t

)
und wählen

sie die Konstanten so, dass ∫
R

Φ(x, t) = 1.

Warum gilt ∂tΦ(x, t) = ∂2xΦ(x, t)? (Eine Lösung mit diesen Eigenschaften wird häufig
als Fundamentallösung der partiellen Differentialgleichung (1) bezeichnet.)

Lösung:
zu a):

∂tu(x, t) = ∂t

(
v

(
x2

t

))
KR
= v′

(
x2

t

)(
−x

2

t2

)
∂2xu(x, t) = ∂2x

(
v

(
x2

t

))
KR
= ∂x

(
v′
(
x2

t

)
2x

t

)
KR,PR

= v′′
(
x2

t

)
4x2

t2
+ v′

(
x2

t

)
2

t

⇒ (∂t − ∂2x)u(x, t) = −v′
(
x2

t

)
x2

t2
− v′′

(
x2

t

)
4x2

t2
− v′

(
x2

t

)
2

t

= −1

t

[
4
x2

t
v′′
(
x2

t

)
+

(
x2

t
+ 2

)
v′
(
x2

t

)]
z=x2

t= −1

t

[
4zv′′ (z) + (z + 2) v′ (z)

]
Da t > 0 ist folgt damit a).
zu b): (1) ist eine lineare gewöhnliche Differentialgleichung, die wir ohne Probleme lösen
können.

v′(z) = ce−
∫

z+2
4z

dz = ce−
∫

1
4
+ 1

2z
dz = ce−

z
4
− 1

2
ln z = ce−

z
4 z−

1
2 , c ∈ R

⇒ v(z) = c

∫ z

0
e−

z
4 z−

1
2dz + d
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zu c)

v

(
x2

t

)
= c

∫ x2

t

0
e−

z
4 z−

1
2dz + d

Φ(x, t) := ∂xv

(
x2

t

)
= ce−

x2

4t

(
x2

t

)− 1
2 2x

t
= 2ct−

1
2 e−

x2

4t∫
R

Φ(x, t) = 2ct−
1
2

∫
R

e−
x2

4t dx
u= x

2
√
t

= 4c

∫
R

e−u
2
du = 4c

√
π = 1 ⇔ c =

1

4
√
π

⇒ Φ(x, t) =
1√
4πt

e−
x2

4t

Man könnte explizit nachrechnen, dass die Φ die Wärmeleitungsgleichung erfüllt. Es
folgt allerdings auch einfach aus dem Satz von Schwarz.
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