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Losung von nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung mit Hilfe von Charakteristiken

Das Anfangswertproblem einer nichtlineare PDG erster Ordnung ldsst sich allgemein
schreiben als

(1) F(grad, u,u,z) =0in U
u=gaufI' g: ' — R ist gegeben

Wir wollen diese partielle Differentialgleichung auf ein System gewthnlicher Differential-
gleichungen zuriickfithren. Die Idee ist dabei die Menge U in Kurven zu zerlegen, die
alle in I" beginnen. Die Hoffnung ist nun, das die Losung, die auf I" durch g gegeben ist,
fortgesetzt werden kann auf die ganze Kurve. Angenommen 2 : R DI - U UI' ¢ R"
ist eine solche Kurve mit z(0) = zyp € I'. Wir definieren

z(s) == u(z(s)) ...u entlang der Kurve z(s)

p(s) := grad, u(z(s)) ...grad, u entlang der Kurve z(s)

und differenzieren
Z(s) = 0a,ulx(s))al(s) =D pj(s)z)(s).
j=1 j=1

Pi(s) = Y Os, O, ula(s))aj(s)
j=1

Wir leiten (1) nach z; ab
0 = 0., F(grad, u,u, x)

= Z Op; F(grad, u,u, ) 0z, Oz, u+ 0, F(grad, u, u, x) Oy, u + 0, F(grad, u, u, x)
j=1

und setzen z(s) ein

0= 0y, F(p(s), 2(s), 2(5)) O, O, u(s) + 0= F(p(s), 2(s), 2(8))pi(s) + 0, F(p(s), 2(s), 2(s))
j=1



Die Gleichung kann dazu genutzt werden die zweifachen Ableitungen aus p’ zu entfernen,
wenn angenommen wird, dass

x;(s) = 0p, F(p(s),2(s),2(s))|.

Einsetzen ergibt

Pi(s) =D Oy O, w(w(s))2(s) = Y Oy O, ul(s)) Oy, Fp(s), 2(s), 2(s))
j=1 j=1

= —0, F(p(s),z(s), x)pi(s) — 0z, F(p(s), z(s), z(s))

Zusammengefasst ergibt sich das gewdhnliche Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung in p, z, T:

P =-0.F(p,z,x)p — grad, F(p, z,x)

2 = (grad, F'(p, z,x),p)

x' = grad, F(p, 2, z),
wobei z(s) = wu(z(s)) und p(s) = grad, u(z(s)), dass mit bekannten Methoden gelost
werden kann. Dass wird im folgenden an einigen Beispielen demonstriert.



F' linear

n

0="> bi() 0y, u(x) + c(z)ul(x)

i=1
Dann ist F(p,z,z) = (b(x),p) + c(x)z und grad, I’ = b(r) und das Gleichungssystem
vereinfacht sich zu

2 = (b(x),p) = —c(x)z

' = b(x).

Die Gleichung in p wird nicht bendtigt, da es in den anderen beiden GDLs nicht auftaucht.

Beispiel:
210p,u— 220, u=u nU={x; >0, 23 >0}
u=g¢g aufl'={z; >0, 2 =0}
Dann ist by (z1,x2) = —x2, ba(x1,22) = 1, c¢(x1,22) = —1. Einsetzen in das Hilfsdiffer-

entialgleichungssystem ergibt

Die z-Kurven sollen in I' beginnen, das heifst 2(0) € I'. Damit erhalten wir die Randbe-
dingung x2(0) = 0. Weiterhin gilt z(0) = u(x(0)) = u(xo,0) = g(xg) fir 9 > 0. Die
allgemeine Losung des Anfangswertproblems ist dann

{ 1(s) = xpcoss, wa(s) =sins
z(s) = g(xo)e’

Nachdem die Losung des Hilfsdifferentialgleichungssystems gefunden wurde miissen wir
nun noch u berechnen. Sei nun (z1,x2) € U ein beliebiger Punkt, in dem wir u berechnen
wollen. Unsere Hoffnung ist, dass dieser Punkt auf einer der z-Kurven liegt.

. 2 2 €2
(x1,22) = (zocoss,xosins) = x9=4/x] + 3, s=arctan [ —
z1

Das setzen wir in z ein:

8

T
, a9 >0, 0§5§§.

w(zy, 2) = u(x1(8),x2(s)) = 2(s) = g(xp)e® = g ( x? + x%) eamtan(%)'



F' komplett nicht-linear
Beispiel:
Oz, u0g,u=u inU={z; >0}
u=g(xe) =25 aufl = {z; =0}

Dann ist F'(p, z,z) = p1p2 — 2z und

p' = —grad, F — 0. Fp = p,

P2 p1
2" = (grad, F,p) = << ) : < >> = pap1 + p1p2 = 2p1p2
‘4! P2
¢! = grad, F = Pz
V4!

Die Randbedingungen sind: z(0) € I' = z1(0) = 0, 22(0) =: zg, 2(z(0)) = u(z(0)) =
uw(0,z0) = g(zo) = 2 fiir xp € R und p2(0) = 9py u(0,20) = ¢'(w0) = 229. Aus
Dz, U Ogy u = u folgt p1(0)p2(0) = z(2(0)) = x3 und somit p; (0) = %. Das Anfangswert-
system lésst sich schrittweise 16sen

pi(s) = e, pa(s) = 2wge®

Z(s) =2x3e* = 2(s)=ade*

1(s) =2xpe® = x1(s) = 2x0(e® — 1)

zhH(s) = Pe* =  ma(s) =wo+ F(e® —1) = (e’ + 1)

4xo — 4 4
U (x1,22) = (2@«0(@8—1),@(63“)) R 2 s e e O e
2 4 41‘0 4$2*£L‘1

Einsetzen ergibt

4y — 171 2 1 + 429 2 (.%'1—1—4.%'2)2




