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Aufgabe 1 4 Punkte

a) Seia > 0. Fiir welche s € R ist die Funktion Ry 3 = — zsem Lebesgue-integrierbar?

o
. _ 2
Berechnen Sie / e dux.
0

b) Sei a > 0. Fiir welche a,b € R ist die Funktion Ry > x — fi;’ Lebesgue-integrierbar?
00 xafl
Berechnen Sie / —dz.
0 1 + J}b

Losung:
Zu a): Diese Aufgabe kann einfach durch Substitution zuriickgefithrt werden auf die
Aufgabe 2 a) auf dem 10. Blatt.
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Damit ist die Funktion Lebesgue-integrierbar fiir

—1<Re<S;1>:ReS2_1 oder Res> -1

Zu b): Die Bereiche [0, 1] und [1, co] miissen getrennt untersucht werden, je nach Vorzei-
chen von b ergeben sich verschiedene Vergleichsmoglichkeiten:

0<x<1 1<z <
b>0 2>1+a">1 22" > 142" > 1
po—1 - po—1 <xa71 pa—b—1 - po—1 <wa7bfl
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b<0 22 > 14+ 20 > 2° 2>1+a">1
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2 S 2 T 14zt~

Die Integrale der Vergleichsfunktionen iiber beide Bereiche sind:

1 1,..a|l 1
a1, fa:|, a#0 |2, a>0,

/l’ de=¢* 10 =g
0 Inzl,, a=0 oo, a<0.
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Damit ist Ry > x — Lebesgue-integrierbar auf den Bereichen genau dann wenn:

0<r<1l 1<r<
b>0 a>0 a<b
b<0 a>b a < 0.

a—1
erxb
0 <a<boder 0> a>b. Der zweite Fall liasst dich dabei durch Erweitern mit = in
den ersten Fall iiberfiihren:

Insgesamt ergibt sich, dass Ry 2 =z +— Lebesgue-integrierbar ist genau dann, wenn

T xT a<0 a>b

0>a>b: = -b > —b =a—b > 0.
“ 1420 1420 ta=a

Fiir den Wert des Integrals ergibt sich
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Aufgabe 2 4 Punkte
Zeigen Sie, dass

1 [ee)
1+m=2 (1—2) fir z €[0,1).
k=0

Wenden Sie den Satz von der monotonen Konvergenz auf [0,1) an und berechnen Sie die
Summe der alternierenden harmonischen Reihe

& (_1)k+1

k

k=1
Losung:
Wir berechnen zuerst die angegebene Reihendarstellung mit Hilfe der geometrischen
Reihe:

1 —z|< - - 2k . 2k+1
1tz 1-(-2) =3 ) +};}

1=0 k=0
:Zx%—i—Zx%(—x):ix%(l—x Zak
k=0 k=0 k=0 k=0

Diese Umformung zeigt uns, dass die rationale Funktion als Reihe mit positiven Sum-

manden ay(x) bzw. als Folge von (streng) monoton steigenden Partialsummen f,, (k) :=
n

> ag(x) geschrieben werden kann. Die Funktionen f,, sind stetig und somit integrierbar

k=0

und konvergieren gegen die Funktion x + 5—. Damit kann der Satz von der monotone

Konvergenz angewendet werden und wir erhalten.
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Aufgabe 3 4 Punkte

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen f,g: R — R,

z 2 1 6—x2(1+t2)

differenzierbar sind mit f'+¢ =0 und f + g = %

b) Folgern Sie fiir a > 0 und n € Z:

2n)!
/ e_tQ d\1 = ﬁ7 / e_atQ dA\1 = \/?, / €_at2t2n d\ = ﬁ(QL) a_n_% .
R R a R 22np)

Losung:
Zu a): f ist offensichtlich differenzierbar (Fundamentalsatz der Differential-und Integral-
rechnung) und f(z) = 2¢~*° Iy e~ dt. Die Ableitung

= —2ge @ (1H1%)

o e—r2(1+t2)
ox ( 1+ 2 )
hat eine integrierbare Majorante auf [0, 1] eine Konstante (fiir ¢t € [0,1] und x € R gilt

lze= " ()| < |ze=*| und = — ze* ist beschrénkt auf R). Deshalb ist g differenzierbar
und

1 T
g (x) = (—2x)e_x2/0 e gt = —26_:02/0 eV dy (tx =y).

Daraus folgt f'+¢ =0~ f+g= f(0)+ g(0) = g(0) = arctan 1 = g

Zu b): Es gilt

e—x2(l+t2) 1
| <
142 142
fiir alle z € R und ¢ € [0, 1]. Nach Lebesgue

1 —x2(1+12)
lim g(z) = / ( lim €7> dt = 0.
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Man erhalt

Z = lim f(z) = (xh_r>noo/()xe_t2 dt)2 = (/Oooe‘t2 dt)2

w/e‘tht—Q/ e—tht_2-ﬁ_ﬁwh(A)_/e‘”2dt—\/;
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(Substitution: VAt = u). Sei Ag > 0 fest und £ > 0 mit Ay > €.

8k _ )22 _\2 42
’W(e P
fir allet € R, A\ > e. daraus folgt, dak A(\) unendlich oft differenzierbar in A ist und
dafs
R (o) = / e (—g2)k gt
R
Es ist aber N 3 20)
0 0 ™ 2k)! k1
o) = awf\ff Vagmg A
(Induktion).
Zusatzaufgabe +4 Punkte

a) Beweisen Sie, dass (1 —t/ k)k < et fiir 0 < t < k, und benutzen Sie diese Ungleichung
und den Satz von Lebesgue um zu zeigen, dass

k
I(z) = lim (1-— %)k t*Lat.

k—00 0

b) Bestimmen Sie durch sukzessive partielle Integrationen die Gaufsche Darstellung der
Gammafunktion:

I'(z) = lim il
koo z(z 1) (w4 k)

¢) Berechnen Sie I'() unter Verwendung der Aufgabe 3b), und einer Substitution. Leiten
Sie mit Hilfe von b) fiir x = 1/2 die Wallissche Produktformel her:

.22 42 (2k)? m
lim ‘e =—.
koo 1-33-5  (2k—1)(2k+1) 2

Hinweis: Fiir die tibliche Herleitung siehe Skript S. 69 oder Kdénigsberger, Analysis I,
§11.5.

Losung:
Zu a): Wegen e* > 1+ z fiir alle z € R gilt die Ungleichung auch fiir z = —%.

¢ k

und e %1 ist auf [0, c0) integrierbar (siche Definition von der I-Funktion). Aukerdem
gilt

k—o00

k
t
lim <1 - k:) X[ka]t‘rfl =e 71 fiir alle t € [0, 00).



Damit impliziert der Satz iiber dominierte Konvergenz

k—o00 —00

0
Zu b):
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Zu c): Durch die Substitution #? = s in

> 1
/ e dt = \/27? folgt r () = /7.
0

R VEk! i 2WE-2-4---(2k)

lim (1 - ) t*dt = lim (1 - ) X[0,k] ()" Ldt = / e ' de = T(z).
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