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Übung 7
Berechnen Sie jeweils g∗(dω) und d(g∗ω) für

a) g : ❘2 → ❘2, (x, y) = g(s, t) = st, et), ω = xdy und

b) g : {(u, v) ∈ ❘2 | u2 + v2 < 1} → ❘3\{0} gegeben durch

(x, y, z) = g(u, v) =
(

u, v,
√

1− u2 − v2
)

ω =
xdy ∧ dz + ydz ∧ dy + zdz ∧ dy

(x2 + y2 + z2)
3

2

Lösung:
Zu a):

g∗(dω) = g∗ (d(xdy)) = g∗ (dx ∧ dy) = d(st) ∧ d(et) = (tds+ sdt) ∧ etdt

= tetds ∧ dt+ set dt ∧ dt
︸ ︷︷ ︸

=0

= tetds ∧ dt

d (g∗ω) = d
(
stdet

)
= d

(
stetdt

)
= tetds ∧ dt+ s

(
et + tet

)
dt ∧ dt
︸ ︷︷ ︸

=0

= tetds ∧ dt

Zu b): g∗(dω) ≡ d (g∗ω) ≡= 0, da beides 3-Formen auf 2 Mannigfaltigkeiten sind.

Übung 8
Sei X 6= ∅ ein vollständiger metrischer Raum. Eine Teilmenge A von X wird nirgends

dicht genannt, wenn der Abschluss keine nicht-leere offene Menge enthält. Eine Teilmenge
von X heißt mager, wenn sie eine abzählbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen
von X ist. Dann wird definiert

A := {A ⊂ X | A oder X\A ist mager } und

µ : A → ❘, µ(A) =

{

0, A mager,

1, X\A mager.

Zeigen Sie A ist eine σ-Algebra und µ ist ein Maß auf A.
Hinweis: Die Begriffe nirgends dicht und mager sind für die Klausur nicht relevant.

Lösung:
A ist eine σ-Algebra:

i) Zu zeigen X ∈ A: Da ∅ nirgends dicht und somit auch mager ist, gilt X\∅ mager
und somit ist X ∈ A.

ii) Zu zeigen A ∈ A ⇒ X\A ∈ A: A ∈ A impliziert A mager oder X\A mager. A mager
impliziert X\ (X\A) = A ist mager und X\A mager impliziert X\A ist selbst mager.
Also ist X\A oder X\ (X\A) mager und somit X\A ∈ A.
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iii) Zu zeigen (An)n∈◆ ⊂ A ⇒
⋃

n∈◆

An ∈ A: Sei (An)n∈◆ ⊂ A:

Fall 1: An mager ∀n ∈ ◆, das heißt An =
⋃

k∈◆

Bn

k
mit Bn

k
nirgends dicht. Dann folgt

A =
⋃

n∈◆

An =
⋃

n∈◆

⋃

k∈◆

Bn

k .

Diese geschachtelten abzählbaren Vereinigungen sind immer noch abzählbar (Argu-
ment wir bei der Abzählbarkeit von ◗) und damit ist A mager und somit A ∈ A.

Fall 2: ∃n0 mit X\An0
mager, das heißt X\An0

=
⋃

k∈◆

Bk mit Bk nirgends dicht für

alle k ∈ ◆.

X\A = X
∖ ⋃

n∈◆

An =
⋂

n∈◆

X\An =
⋂

n 6=n0

X\An ∩X\An0

=
⋂

n 6=n0

X\An

︸ ︷︷ ︸

=:Ã

∩
⋃

k∈◆

Bk =
⋃

k∈◆

Ã ∩Bk

Mit Bk ist aber auch Ã ∩Bk nirgends dicht, da Ã ∩Bk ⊂ Bk. Somit ist X\A mager
und A ∈ A.

µ ist ein Maß auf A:

i) Zu zeigen µ(∅) = 0: Klar, da die leere Menge nirgends dicht und somit mager ist.

ii) Zu zeigen µ ≥ 0: Klar, da µ nur die Werte 0 und 1 annimmt.

iii) Zu zeigen µ

(
∞⊔

n=1

)

=
∞∑

n=1

µ(An) :

Fall 1: An mager für alle n ∈ ◆. Dann ist
⊔

n∈◆

An mager (wie oben) und es folgt:

µ

(
∞⊔

n=1

)

= 0 =

∞∑

n=1

µ(An)
︸ ︷︷ ︸

=0

.

Fall 2: Es gibt ein n0 ∈ A mit X\An0
mager. Da die Vereinigung der An disjunkt

ist gilt An ⊂ X\An0
für alle n ∈ ◆\{n0} und somit sind all diese An mager.

Genauso wie oben folgt außerdem X\
⊔

n∈◆

An mager und

µ

(
⊔

n∈◆

An

)

= 1 =
∑

n 6=n0

µ(An)
︸ ︷︷ ︸

=1

+µ(An0
)

︸ ︷︷ ︸

=0

.
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