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Übung 1

a) Zeigen Sie, dass das Katenoid M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = cosh2(z)} eine
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 ist.

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ψ : R2 → M , ψ(v, u) = (coshu cos v, coshu sin v, u)
ein lokaler Diffeomorphismus ist. Finde eine möglichst große offene Menge U ⊂ R2, so
dass ψ|U : U →M eine Parametrisierung ist.

c) Zeigen Sie, das D := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 6 cosh2(z)} eine glatt berandete
Teilmenge von R3 ist, und lege auf M = ∂D die Randorientierung fest. Zeigen Sie,
dass ψ orientierungserhaltend ist.

d) Berechnen Sie die globale Darstellung der Volumenform ωm des Katenoids und die
lokale Darstellung bezüglich der Karte ψ−1 : ψ(U)→ U .

e) Berechnen Sie ψ∗(fωM ), wobei f : M → R, f(x, y) =
1

x2 + y2
·

f) Berechnen Sie
∫
M

1

x2 + y2
ωM .

Übung 2
Sei λ ∈ R und das Vektorfeld Vλ : R3 → R3 gegeben durch

Vλ(x, y, z) =
( λxz

1 + x2
+ y , x , log(1 + x2)− λz

)
.

a) Untersuchen Sie, für welche λ ∈ R die 1-Form ωVλ ∈ Ω1(R3) ein Potential besitzt,
und bestimmen Sie für diese λ ein Potential von ωVλ .

b) Berechnen Sie für die λ, für welche ωVλ ein Potential besitzt, das Kurvenintegral
∫
γ ω

Vλ

entlang der Kurve γ : [0; 1]→ R3, t 7→ (cos(8πt), (t− 1)2 − t− 1, 5).

Übung 3

a) Zeigen Sie, dass die Funktion x → ‖x‖−α2 genau dann über die Kugel BR(0) ⊂ Rn
integrierbar ist, wenn α < n. Berechnen Sie

∫
BR(0)

‖x‖−α2 dλn.

b) Sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge und µ : K −→ R eine beschränkte meßbare
Funktion. Zeigen Sie, dass das Integral∫

K

µ(x)

‖x− a‖α2
dλn

für jeden Punkt a ∈ Rn und jeden Exponenten α < n existiert.
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Übung 4
Bestimmen Sie den Flächeninhalt der Wendelfläche

W = {(r cos v, r sin v, v) : (v, r) ∈ [0, 4π]× (0, 2)} ,

und der Viviani-Fläche (Blatt 5).

Übung 5
Sei M =

{
(x, y.z) ∈ R3 : x2 + y2 = z, z 6 1

}
und sei ν das nach Innen (des Paraboloids)

zeigende Einheitsnormalenfeld. Betrachten Sie das Vektorfeld

X : R3 → R3, X(x, y, z) = (z, x, y).

Berechnen Sie auf zwei Arten das Integral∫
M
〈rotX, ν〉 dA .

Übung 6
Wiederholen Sie zum Thema Lebesgue- und Riemann-Integrierbarkeit noch einmal Serie
10 Aufgabe 1,2, Serie 11 Aufgabe 1, 2 und Serie 12 Aufgabe 1, 2, 3.

Übung 7
Berechnen Sie jeweils g∗(dω) und d(g∗ω) für

a) g : R2 → R2, (x, y) = g(s, t) = st, et), ω = xdy und

b) g : {(u, v) ∈ R2 | u2 + v2 < 1} → R3\{0} gegeben durch

(x, y, z) = g(u, v) =
(
u, v,

√
1− u2 − v2

)
ω =

xdy ∧ dz + ydz ∧ dy + zdz ∧ dy
(x2 + y2 + z2)
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Übung 8
Sei X 6= ∅ ein vollständiger metrischer Raum. Eine Teilmenge A von X wird nirgends
dicht genannt, wenn der Abschluss keine nicht-leere offene Menge enthält. Eine Teilmenge
von X heißt mager, wenn sie eine abzählbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen
von X ist. Dann wird definiert

A := {A ⊂ X | A oder X\A ist mager } und

µ : A → R, µ(A) =

{
0, A mager,
1, X\A mager.

Zeigen Sie A ist eine σ-Algebra und µ ist ein Maß auf A.
Hinweis: Die Begriffe nirgends dicht und mager sind für die Klausur nicht relevant.
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