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Serie 4 mit Musterlosungen

Aufgabe 1 4 Punkte

a) Seien M eine Untermannigfaltigkeit des RY und F : RN — R glatt. Sei f = F|us :
M — R. Zeigen Sie, dak grad f(x) die orthogonale Projektion von grad F'(x) auf T, M
ist.

b) Sei f: S? = R, f(z) = f(x1,72,73) = x3, die Hohenfunktion auf der Sphire S2.
Berechnen Sie grad f (z.B. mit Hilfe von a) ).

Losung:
Zu a): Es gilt df (x) = dF (z)|7,m. Sei P : R® — T, M die orthogonale Projektion. Fiir
alle v e T, M gilt

(P(gradF(x)), v) = (gradF(z), P(v)) velM (gradF(x), v)

=dF(x)-v=df(x)-v= (gradf(z), v).
also P(gradF(x)) = gradf(zx).
Zu b): Fiir F: R?® - R, F(x) = z3 gilt gradF(z) = e3. Fiir f = F|g2, 2 € S? bestimmt

man gradf(z) als die Projektion von e3 auf T, M = (R - x)*. Sei ¢ : R — S2 4(¢,0) =
(cos ¢ cos B, sin ¢ cos @, sin ). Wahle ¢, 0 mit x = (¢, 0). Eine ONB in T, M ist dann

8ad>( ) = ZZW’ 0) = (—sin ¢ cos b, cos ¢ cos d,0)
880(30) = a—¢(¢,0) = (—cos¢sinf, —sin ¢ cos b, cos 0)

Folglich
o\ 0 o\ 0 0
gradf(x) = <63, (9(;5> % + <€3, 80> % = COS 9% s

da <63, 8%) = 0und <63, %> = cos 6. Alternativ benutzt man die Formel aus der Vorlesung;:

1 of aof
COS298¢ ( )+7(¢> ) Q(m)

wobei f(¢,0) = (f 0 )(¢,6) = sin.

gradf(z) =

(¢7)¢



Aufgabe 2 4 Punkte
Es bezeichne pg : 8™\ {S} — R" die stereographische Projektion vom Siidpol aus.

a) Sei v € T,;S™, wobei x # S. Vergleichen Sie die Lange des Vektors v im Euklidischen
Vektorraum (75", ¢g,) mit der Lénge des Bildvektors dpg(z) - v im Euklidischen
Vektorraum (R”, (-, -)).

b) Seien v,w € T,S™, wobei x # S. Vergleichen Sie den Winkel zwischen v, w in (7,,5™, g,
mit dem Winkel zwischen den Bildvektoren dpg(x) - v, dps(z) - w in (R™, (-, -)).

Losung:
Zu a): Sei v € T, S™ und v : (—¢€,€) — S™ eine glatte Kurve mit 2 = v(0), v = +/(0).
d (n(t),-- ()

d
dps(ﬂﬁ) U= &(ps O’Y)(t)|t=0 =71 i 7n+1(75) |t:0

~ (70)(A + ¥041(0)) — 7i(0)77,41(0)
= 5 (1)
(1 +7+1(0)) 1<i<n
o (vlv"-’vn) Un+1
14z (1+l‘n+1)2<x17'”,xn)7
Wir benutzen (v,z) =0, (z,z) = 1 und erhalten
((v1y. e yvn), (U1, .o 0R)) ((V1y.e o yvn), (T1y ooy @) Vng1
< ps(l‘) v, ps(l’) U> (1+xn+1)2 (1+$n+1)3
N (1, xp), (21, ... ,xn))viﬂ
(1 +$n+1)4
_ (v,0) =iy o (v, @) — vn1 @) vng ({2, @) — 23 1) vap
(1 + 2p41)? (1 +2p41)? (14 2p41)?
_ () (=1 = 2pp1 + 22041 + 1 — @y1) vp gy _ ()
(1 +$n+1)2 (1 +xn+1)3 (1 +xn+1)2
d.h.
ldps () - vl = +=——lo] @)
z) v = ——|lv
Ps 1 +-’En+l

Die Lénge des Bildvektors von v ist also ein Vielfaches der Lange von v, wobei der
Proportionalitatsfaktor gegen Unendlich geht, wenn z gegen den Siidpol strebt.



Zu b): Analog zu (1) folgt

(ps (). dps(@) - 0) = g (v) ®)
Der Winkel Z(v,w) ist gegeben durch cos Z(v, w) = % Aus (2), (3) folgt
1
ﬁ@’w) v, W
cosLaps(e) 0 dw(a) ) = LEpE = il = o L0 0)

1+ zpp1 1+ xp4
Die stereographische Projektion ist also winkelerhaltend.
Aufgabe 3 4 Punkte

a) Es sei X : S2 = R3 das Vektorfeld X (z., v, 2) = (—y, x,0). Zeigen Sie, dak es keine
) Y Y, T, g ,
glatte Funktion f: S? — R gibt, so dak X = grad f.

b) Geben Sie den Gradienten einer Funktion f € C°°(S™) in der durch die stereographi-
sche Projektion gegebenen Karte (S™ \ {S},ps) an.

Losung:
Zu a): Angenommen, es existiert f € C*°(S?) mit gradf = X. Wir stellen gradf und X
in sphérischen Koordinaten dar:

1 O(fo 0 O(f o 0
gradf(xayaz):cosgew%(xvyaz)+w%($ayvz)

wobei (z,y, z) = ¥ (¢,0) und X = %(x,y, z). Durch Vergleich der Koeffizienten erhélt
man

1 o(fov) O(f o)
pu— 1 =
cos26  0¢ (9,6) ’ 00 0
Aus der 2. Identitat folgt durch partielles Differenzieren:
P(ow)
0¢p00
Dann ergibt die 1. Gleichung
P*(fo)) 9, o ,
0= 0000 %(COS 0) = 2cosfsinf



Zu b): Die Spalten der Jacobi-Matrix

( —4dyiy; 182 )
2 i T2 o
J 1(y) = a+yl?) Yl ) 1< j<n
Pg 4y1 4yn
(I+H[yl2)27 " A+yl?)?

entsprechen die kanonischen Basisvektoren
in dieser Karte:

0 0 4
i =\ 5 45 /=Y | ' d ] —
9 <ayi ayj> 0. i#7 wd gy =)

2\’ gy _ (1wl
d.h. (gij):<1+\|y||2) E,, (gj):<2 E,

2 " A(f o
= gradf(x) = (1+Hy” > Z PS g( )

8

wobei z = pg'(y).

Zusatzaufgabe +4 Punkte
Geben Sie die Koeflizienten der induzierten Riemannschen Metrik fiir die Wendelflache

M7 und das Katenoid M> in der durch die jeweilige Parametrisierung ¢ gegebenen Karte
an:

a) Wendelfliche M; := {w(u,v) := (ucosv,usinv,v) : u,v € R,u > 0}

b) Katenoid My = {9(u,v) := (coshucosv,coshusinv,u) : (u,v) € R?}.

Losung:
Zu a):
CoS v —usinv
% (u,v) = | sinw 4 (u,v) = U COS v
0 ov
0 1
1 0
(94,4 (u,v))icij<2 = < 0 14w )
Zu b):
sinh(u) cos v — cosh(u) sinw
a—w(u, v) = | sinh(u)sinv %(u, v) = cosh(u) cosv
ou ov
1 0
_( cosh?(u) 0
~ (gl,](uv U)) - < 0 cosh2(u) )



