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Aufgabe 1 4 Punkte

a) Seien M eine Untermannigfaltigkeit des RY und F : RN — R glatt. Sei f = F|us :
M — R. Zeigen Sie, dak grad f(x) die orthogonale Projektion von grad F'(x) auf T, M
ist.

b) Sei f: S? = R, f(x) = f(x1,72,23) = 3, die Hohenfunktion auf der Sphire S2.
Berechnen Sie grad f (z.B. mit Hilfe von a) ).

Aufgabe 2 4 Punkte
Es bezeichne pg : S™ \ {S} — R™ die stereographische Projektion vom Siidpol aus.

a) Sei v € T,,S™, wobei x # S. Vergleichen Sie die Lange des Vektors v im FEuklidischen
Vektorraum (75", g,) mit der Lénge des Bildvektors dpg(z) - v im Euklidischen
Vektorraum (R”, (-, -)).

b) Seien v, w € T, S™, wobei x # S. Vergleichen Sie den Winkel zwischen v, w in (7,,S™, g..)
mit dem Winkel zwischen den Bildvektoren dpg(z) - v, dpg(z) - w in (R™, (-, -)).
Aufgabe 3 4 Punkte

a) Bssei X : 82 — R? das Vektorfeld X (z,y, 2) = (—y,z,0). Zeigen Sie, dak es keine
glatte Funktion f : S2 — R gibt, so dak X = grad f.

b) Geben Sie den Gradienten einer Funktion f € C°°(S™) in der durch die stereographi-
sche Projektion gegebenen Karte (S™ \ {S},pg) an.

Zusatzaufgabe +4 Punkte
Geben Sie die Koeffizienten der induzierten Riemannschen Metrik fiir die Wendelfldche
M7 und das Katenoid M> in der durch die jeweilige Parametrisierung ¢ gegebenen Karte
an:

a) Wendelfliche M; := {¢(u,v) := (ucosv,usinv,v) : u,v € R,u >0}

b) Katenoid My = {t(u,v) := (coshucosv, coshusinv,u) : (u,v) € R*}.



