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Aufgabe 1 4 Punkte
a) Seien U C R"™ offen und f : U — R glatt. Zeigen Sie, dass
D ={(z,2n41) €U x Rlap41 — f(z) <0}

eine glatt berandete Teilmenge von M = U x R ist, und berechnen Sie das &ufiere
Einheitsnormalenfeld.

b) Sei
M={(z,y,2) eR®*|y*+22=2} und D ={(z,y,2) € M|2* +y*> <1},

Zeigen Sie, dass D eine glatt berandete Teilmenge von M ist, und berechne das dufsere
Einheitsnormalenfeld v. Berechne T{, , .)0D mit Hilfe einer Parametrisierung von 9D
und iiberpriifen Sie, ob v(z,y,2) LT, 0D .

Losung:
Zu a) Der Rand von D in U x R ist

OD = {(z, xp11) : Tny1 = f(2)}-

n+1

Die definierende Funktion ist o : U x R —
IR’; Q(xaxaﬁ-‘rl) = Tp+l — f(l?) mit J.Q(‘T) =

(—g—ggfl, cee —8‘%, 1) von Rang 1 fiir alle z. D
ist also glatt berandet und fiir (z,x,41) €
oD

. grad Q(xa xn-&-l)
V@ Tn) = o o 2nsn)]
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Zu b) Die definierende Funktion ist ¢ : M — R, o(z,y,2) = 2% + y?> — 1, wobei
do(z,y,2) : T(py. M — R ist durch v — (2 2y 0)-v gegeben. Aukerdem gilt
T(e )M = R(0,2y,2z) weil M ist Losungsmenge von y? 4 22 — 2 = 0. Sei (z,y,2) € 9D.
Dann gilt do(z,y,2) = 0 < (22,2y,0) = X\(0,2y,22) = r=2=0und 1 =y?> =2 . Es
gilt also do(z, y, z) # 0 fiir alle (z,y, z) € 0D und daher fiir alle (z,y, z) in einer Umgebung
von 0D (Stetigkeit von dp). Also ist D glatt berandet. Sei ¥ : Ry x (g — 7,0y +7) — M,
U(t,0) = (t,v/2cos0,+/2sinf) eine Parametrisierung von M, (z,y, z) = ¥(t,0). Dann ist




T(z,y,-)M erzeugt von

1 0 0
gt:%\f: 0], ;:(ZZJ: —2sinf | = [ -2
0 V2 cos b Y

Der Gradient von g ist nun die Projektion des Gradienten von (x,v,2) — 22 + y? auf
T(z,y,-)M (dabei brauchen wir eine Orthonormalbasis von T{,,, .y M):

st~ ((5)- (D)) () (3)) ()
(e () - (2)

1
grad o(x,y, 2) fiir (z,y,2) € dD.

\4x? + 29222

Alternativ, g11 = 1, go2 = 2, g12 = g21 = 0, (00 U)(¢,0) = t2 + cos? 0,

und v(z,y,2) =

0 1 . 0 1 0 2z
grad o(x,y, z) = 2ta + 5-40059(—51110)% =2z (8) + (—y2) (—yz) = <yy22> .

Eine Parametrisierung der Kurve 0D erhalten wir durch = cosf, y = sinf und
Einsetzen in y? 4 22 = 2. Es gibt zwei Losungen z = £1/2 — sin? §. Die Kurve 9D hat
in der Tat zwei Komponenten (je nachdem z > 0 oder z < 0) mit Parametriesierungen
Y 2 0 (cosf,sind, £v/2 —sin?0) = (z,y,2). Die Tangentialvektoren sind '() =
(—sinf, cosf, T2sinf cos (2 — sin? §)~1/2) = (—y, =, —%Ty) und

g o) = (02 ) (L)) a2+ 240 =0,

—y2z



Aufgabe 2 4 Punkte
Die Viviani—Flache D ist der Durchschnitt des Vollzylinders

(-5) = (5)}

mit der Sphire S% = { (z,y, 2) € R3|2? + 4% + 22 = R%?}. Finden Sie die reguliren und
singuldren Punkte von 0D und berechnen Sie das dufere Einheitsnormalenfeld.

ZZ{w%QEW

Losung:
Der Rand 0D ist die Vivianische Kurve, gegeben als Losungsmenge von:

flx,y,2)=a? +y? +22 - R2=0
Q(.T,y,Z):(.ﬁU—%)Z—FyZ_RTQ:xQ_Rx_i_yQ:O

s (f(z,y,2), 0(x,y, 2)):

2)
af af of
T = (235 375 > _ ( 2z 2y 22)
i 2c—R 2y O

Die Jacobi-Matrix der Abbildung (z,y,

Qu‘QvQ:
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Fiir y #£ 0 gilt det <2$2f R §z> = —2Ry # 0, also Rang Jr = 2, F ist Submersion und

F7H0)n{(z,y,2) € R :y # 0} ist eine Untermannigfaltigkeit von Dimension 1. Es gibt
drei Punkte (z,y, z) € 9D mit y = 0, némlich (R, 0,0) und (0,0, £+R). Um zu entscheiden,
welche der Punkte singulér sind und welche nicht, betrachten wir das Urbild von 0D in
spahrischen Koordinaten

P:(—mm) x [-Z,Z] 3 (¢,0) — (Rcospcosb, Rsinpcost, Rsin).

T y z

Weil 22 + 32 = Rz folgt R? cos? § = R? cos ¢ cosf. Dann ist cos@ = 0 und somit 0 = +3
oder cosf = cos p = 0 = £¢p. In jeder Umgebung von P~!(R,0,0) = (0,0) besteht das
Urbild aus den zwei gekreuzten Geraden 8 = ¢ und § = —p und ist somit weder ein
Graph iiber die ¢-Achse noch tiber die ¥-Achse. Damit ist das Urbild bei (0,0) keine
Untermannigfaltigkeit der R? und somit ist auch D keine Untermannigfaltigkeit bei
(R,0,0). Die anderen beiden Punkte sind regulér, denn ihre Umgebungen lassen sich mit
Hilfe von 6 = ¢ =t oder # = —p = —t parametrisieren:

(0,0,R) = P (%,
(0,0,—R) =P (3,—

) (0,m) >t (costcost,sintcost,sint)

ol oy

) (0,7m) >t (costcost,sintcost, —sint).



Aufgabe 3 4 Punkte
Sei V' ein R—Vektorraum, dim V' = n. Sei {e1,...,e,} eine Basis und w = ef A ... Aej.
Fiir v € V definiere vow € A" 1V* durch v_w(v1,...,vp_1) == w(v,v1,...,v,_1) (inneres
Produkt von w mit dem Vektor v, man schreibt auch i,w = v.w).

a) Der duale Vektor zu v € (V, (-,-)) ist definiert durch v*(u) = (v,u), u € V. Zeigen Sie,
dass

VA (i (e, Ao Aeh)) +iw (VA (€5, Ao NES)) = (v) el Al NE,

aq Qg
=[lv|?
fir alle £ = 0,...,n und geordneten Multiindizes o = (av, ..., ) € lN]g mit a1 <
oy < ... < k.
b) Nehmen wir an, dass {e,...,e,} Orthonormalbasis fiir ein Skalarprodukt ist. Zeigen

Sie, dass V — A'W* w > w® = (u,-), ein Isomorphismus ist, und es gilt
W' A (vow) = (u, v)w,

insbesondere w’ A (vaw) = ||v|*w.

Losung:
Zu a) Wir berpriifen die Aussage zuerst fiir Basisvektoren:

* _1\no+1 * > *
eano/\<( 1) eal/\.../\eano*/\.../\eaQ n=m = an
. * * =ey N...N€
€y N (e, (€5, Ao NE)) . . = Do
(-1) Com N oy N NEG N NeG, n=Qpy,, M
L0 sonst.
eoy N Neh, n=m¢a«a
ie, (€5 A (€5, Ao NES)) = (71”Oeam/\ezl/\.../\(ﬁyf;/\.../\egk n = Qn,, M ¢
0 sonst.

Addiert man beide Ergebnisse, so heben sich die zweiten Zeilen gerade auf und die ersten
beiden Zeilen ergénzen sich zu:

€y A (e, (€5, Ao N, )) Fie, (€ A (Ehy Ao NeES)) =€n Ao Neh,
Die Aussage folgt nun einfach aus der Linearitédt, denn sowohl das A-Produkt, als auch
die Einbettung ist linear.

Zu b) Ist w* = 0, dann auch 0 = w¥(u) = (u,u) = ||ul|?> und somit u = 0. Damit ist die
Abbildung u +— w" injektiv. Sie ist auch bijektiv, da dim V* = dim V.



Fir u= 3", ujej ist w* =377, ujej und

j=1
(vaw) Zu]ej /\Z D uger A ./\eAZ/\.../\e;"l

= Z Z S (= DR (DR e AL A€

7=1k=1
n

= Zukvke’{ Ao Ney = (u,v)w

k=1
Zusatzaufgabe +4 Punkte

Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit.

a) Seien A, B C M, wobei A abgeschlossen, B kompakt und AN B = (). Zeigen Sie, dass
es f € C*°(M) gibt mit kompaktem Tréger, so dass f|4 =0 und f|p = 1.

b) Sei f € C®(M,R¥). Zeigen Sie, dass eine offene Menge W > M in RN und F €
C>=(W,R*) existiert, so dass F|y; = f. Falls M abgeschlossen ist, zeigen Sie, dass
W = RY gewihlt werden kann.

Losung:
Zu a) Wir finden zunéchst eine relativ kompakte offene Teilmenge U C M mit ANU = 0,
B C U. Da A abgeschlossen ist, folgt

Vo € B3 U, offen, x € U,, U, N A = (.

U, kann als Bild einer Kugel in R™ durch eine Parametrisierung gewahlt werden, al-
so ist U, relativ kompakt (< U, kompakt), da Kugeln in R" relativ kompakt und
Parametrisierungen Homéomorphismen sind. Da B kompakt ist, gibt es endlich viele
Ugyy-o s Ugy : BCUp U...UUyg, =:U. Daraus folgt, dassU:inlU...UUTcp kompakt
ist und BC U, ANU = 0. Sei {p} eine Zerlegung der Eins untergeordnet zur offenen
Uberdeckung {U, M\ B} von M. Sei

f= Z pr = suppf CU Sngbg' supp f C U kompakt = supp f kompakt.
supp ¢ CU
Aufserdem ist A Nsupp f = 0 also f|4 = 0. Sei
g= Z vk = f4+g=1undg|p=0also flp=1.
supp ¢r CM\B




Zu b) Wir zeigen zunichst, dass f lokal fortgesetzt werden kann. Sei p € M und U ¢ RV
offen mit p € U wie in der Definition der Biigelbarkeit:

3% : U — V Diffeo. UNM = (VN {yp1=...=yn =0}).

iy 8% ey
W HEE e

Setze
N—m

fu:U=R, ful@)=f[2" | ®1(2),..., ®n(2),0,...,0

Dann ist fy € C*(U), fulm = f.
Sei nun U, eine Umgebung von p € M wie oben. Dann ist W = UpEM U, offen. Sei

fp == fu, und {¢}} eine Zerlegung der Eins untergeordnet zur Uberdeckung {U,} von W.
Setze fiyr = Pk JU, 1> Wobel supp ¢ C Up(). Damit ist fiy € C>(W), da die Summe
lokal endlich ist. Fiir x € M folgt

fw (@) =" (@) fu,, (@) =D ep@)f(2) = f(2), da > () = 1.

Uew

SUppY; A

Ist M nicht abgeschlossen, konnen wir im Allgemeinen nicht alle f fortsetzen. Sei zum
Beispiel M = (0,00) x {0} C R* und f: M — R, f(2,0) = 1 Dann kann f nur in eine
solche Umgebung fortgesetzt werden:

Ist M abgeschlossen, so ist {U,, R¥\M} offene Uberdeckung von RY. Sei {4} eine dazu
untergeordnete Zerlegung der Eins. Definiere

FRN=RE F= Y wifu+ Y, kO

supp ¢ CUp(x) supp pr CRN\M



Damit ist f € C°(RN,R¥) und f|p; = f (wie oben). Der Unterschied ist, dass f fiir alle
x € RY definiert werden kann.
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