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Prof. Dr. George Marinescu/Dr. Frank Lapp / M.Sc. Hendrik Herrmann
Serie 6 mit Musterlosungen

Aufgabe 1 8 Punkte
Seien a,b, ¢ € R3.

a) Zeigen Sie:
ax (bxc)=(a,c)b— (a,b)c (Grassmann-Identitét)

ax(bxe)+bx(ecxa)+ex(axb)=0 (Jacobi-Identitét)

b) Bezeichne mit (a,b, c) die 3 x 3- Matrix mit Spalten a, b, c.
Zeigen Sie: det(a,b,c) = (a X b,¢).

c¢) Zeigen Sie die folgende Verschérfung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

(a,b)® + lla > b][* = [|a]]*[|b]|*.

d) Sei 6, der Winkel zwischen a und b, gegeben durch

@ﬁ))
04, = arccos ( .
[[all o]

Zeigen Sie, dass [|a x b|| = [|a|| ||b]| sin 6, und dass, falls a,b linear unabhéngig sind,
lla x b|| die Flache des Parallelogramms ist, das in der Ebene Ra + Rb von a und b
aufgespannt wird.

e) Seien a,b linear unabhingig und p,q € R3. Sei
E(p;a,b) :=p+Ra+ Rb

die 2-dimensionale affine Ebene durch p, die parallel zu Ra + Rb ist. Zeigen Sie, dass
der Abstand des Punkts g von E(p;a,b) ist

[(a x b,q —p)|

d(Q7 E) = ||CL % b”

f) Seien a, b, ¢ linear unabhéngig. Definiere das Volumen des Parallelotops P(a, b, ¢) als
das Produkt der Grundfléche von P(a,b,c) in der Ebene Ra + Rb mit der Hohe durch
c. Zeigen Sie, dass

vol P(a,b,c) = |(a x b,c)| = |det(a,b, c)|.



Losung:
Zuerst leiten wir die eventuell schon bekannte Formel fiir Vektoren aus R3 her:

er ar by
axb=det | e as by
e3 az b3

Entw. 1. Spalt
TP o) - (agbs — asba) — eg - (arbs — agby) + e - (a1by — aghy)

a2b3 - a3b2
= | agb; — a1bs
a162 — a2b1
Zu a)
bacs — bzco az(bica — bacy) — as(bscr — bics)
a X (b X C) =a X b361 — b163 = a3(6203 — bgcg) — ax (blcg — bQCl)
bica — bacy ai(bsci — bics) — aa(bacsz — bsca)

(a2C2 + a303)b1 — (a2b2 + a3bg)C1 +arbic; —aibia
(agcs + arcr)ba — (agbs + a1by)ca + agbacy — agbaca
(a101 + CLQCQ)bg — (a1b1 — agbg)C?, + asbscs — agbscs

= (a,c)b — {(a,b)c

ax(bxe)+bx(cxa)+cx(axb)=
2 (a,c)b — (a,b)c + (b,a)c — (b,c)a + (c,b)a — (c,a)b (=)

Zu b)

er ar b
(a xb,c)= <det es as by ,c>
e3 az b3

Entw. 1. Spalt
" = patte <€1 . (a2b3 — agbg) — €9 (albg — agbl) + €3 - (a1b2 — agbl), ci1é1 + C2€9 + 6363>

= c1 - (a2bg — azba) — ¢ - (a1b3 — asby) + c3 - (a1by — azby) = det(a, b, ¢)
Zu c)

|a % b||? = (agbs — azba)?® + (azby — a1b3)® + (a1by — aghy)?
= a3b3 + a2b3 — 2asbrazbs + a3b? + a2b3 — 2a1biazbs + atbs + adb? — 2a1biasby
= af(by + 03) + a3 (b + b3) + a3 (b + b3)
— (a1b1(az2bz + azbs) + azba(ai1by + asbs) + agbs(a1by + azba))
+ a%b% —ai1bia1b; + a%bg — agsboagby + a%bg — agbsagbs
= af (b} + b3 + b3) + a3 (b3 + b3 + b3) + a3 (b3 + b3 + b3)



— (albl(albl + agby + a31)3) + azbg(alb1 + agby + a3b3) + a3b3(a1b1 + asby + agbg))

= lal?[IblI* ~ (a, b)

Zu d) Da
< ok
lel1[oll
liegt 6,5 zwischen 0 und 27, was geometrisch sinnvoll ist. Damit ist sinf,; € [0,1].
Weiterhin folgt direkt aus der Definition (a, b) = ||al|||b]| cos 8, und somit

c) .
la > bl* = [lal*[[b]]* = (a,0)* = llal*[[b]|* (1 — cos® ) = llall*|[b]]* sin® bay

sin 6, >0 .
<27 ||all[[b] sin O

Nur wenn a und b linear unabhéngig sind spannen

sie ein Parallelogramm auf. Nach der Definition des A~~~ /
Sinus ist Hohe des Parallelogramms auf der Seite a b ’
gegeben durch h = ||b]|sinf,; und die Flache des h /
Parallelogramms F ist Oup /

F=h-all = la]|[b] sinap-
Zu e) Der Vektor a x b steht senkrecht auf a und b:

q
axb
{(a x b,a) D det(a,b,a) =0, -l q/qll
(@ x b,b) 2 det(a,b,b) = 0 A
A2
Damit ist n = ﬁ ein Normalenvektor der Ebene P E(p; a, b)
E(p;a,b). Dann folgt
d(QvE) — cosa = ‘<n7q_p>| :‘<n7q_p>| "Hq—pH
la — Inllllg =2l llg—pl

& d(g, E)=n,q—p)| = ‘<

axb q_p>‘_ [{a X b,q —p)|
’ la > b

la b

Zu f) Die Hohe h. durch c ist gegeben durch

o | x bye—0)|
he = d(0,¢) 2 WX 0 — Dl
00 =

Die Grundflache ist das von a und b aufgespannte
Parallelogramm des Fliche nach d) |la x b|| ist. Damit
ergibt sich -

[{a x b,c—0)|

b)
||CLXb” :|<axb,c—0>|:\det(a,b,c)|

vol P(a,b,c) = |la x b|| -



Aufgabe 2 4 Punkte

a) Sei w = fdx + gdy € Q' (R?) eine geschlossene 1-Form auf R?. Bestimmen Sie die
Losungsmenge der Gleichung do = w, wobei o € C*°(IR?).

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung dnp = y dx A dy, wobei n € Q'(RR?).
c) Sei w e Q(R2\ {0}) die 1-Form

zdy —ydr
x2+y2 :

Beweisen Sie, daf w geschlossen aber nicht exakt auf R?\ {0} ist. Geben Sie eine
(moglichst groke) offene Teilmenge U C R? \ {0} an, auf der w exakt ist.

Losung:
Zu a) Es gilt
Oa oo
d — _— = —
o =w = o f, ay g (%)
Durch Integration
Oa v
Ge@) = Fla) ~ ale) = [ 1t +a(0.9) (1)
Oa 4
9y By = 9(@,y) ~ alz,y) = 9@ t)dt+ a(z,0) (2)
Substituiere (2) mit y =0 in (1) liefert:
@ y
ae) = [ ftdt+ [ g0.0d+a(0,0). )
0 0
Aber « erfiillt (x) genau dann, wenn
_ af _ 9y
do =02 =5 (%%)

Durch Differentiation in (3) folgt sofort g—g‘ = f(z,y) und

oa _ [70f [
3y /O 3y (t,y)dt +g(0,y) = N (t,y) +9(0,9)
=g(z,y) —9(0,9) + 9(0,y) = g(x,y).
Die Loésungsmenge ist:
x y
{a € C®(R?) : a(z,y) = / f(t,a:)dt—i—/ g(0,t)dt +C,C € R}
0 0



Alternativ kann man die Formel aus der Vorlesung zum Beweis des Poincaré-Lemmas
benutzen.

Zu b): Die notwendige Bedingung: 0 = d(ydx A dy) = dy A dz A dy = 0 ist erfiillt. Sei
n = fdx + gdy mit dn = ydz A dy also

09 _0f _ 99 _0f _
(% a—y)dyc/\dy—ydaz/\dy<:>>am 5?J_y

o h(y):=g(0, r 0
= g(x,y) =/ %(t,y)dwg(O,y) = y)/ <y+af(t,y)> dt + h(y)
0o 0r 0 Yy

a X
=ty O/f(t,y)dtJrH(y) ; ()

wobei H eine beliebige Stammfunktion von hA(y) = ¢(0,y) ist. Wéhlen wir andererseits f

und H beliebig so rechnet man schnell nach, dass % — % =y, wenn g wie in (%) gebildet
wird.

Somit ist die Losungsmenge

{f dx + <xy—|—(§; </0z f(t,y) dt—l—H(y)>) dy: feC®R?), Hc C"O(R)}

_ {;; (/Ox ft,y) dt+H(y)> da + <xy+aay (/0 f(t.y) dt+H(y)>> dy

cfeC®(R?), Hc COO(]R)}

x
= {d </ f(t,y) dt+H(y)> +aydy: f e C°R?), H ¢ COO(]R)}
0
= {da +zydy:a€ COO(RQ)}
Diese Integration kann man sich so sparen: Wéhle eine offensichtliche Speziallésung:
f=0,g = xy also n = zydy. Sei n; eine andere Losung. Dann d(n — n;) = 0. Das
Poincaré-Lemma ~» 3 o € C°(R?) mit da = — 11 ~ die Losungsmenge ist

{zy dy +da:a € C®(R?)}.

Zu c) Sei arg : R2\ {(z,0) | z > 0} — (0,27) der Hauptzweig des Argumentes:



Y (xy)
P arccot% ,y >0
. arg(r,y) =0 = ¢ m+arctanZ ,z <0
7r+arccot§ ,y < 0.
: dRY dRY
X X \ xr
Dann gilt
—yd d
darg(x,y):%:w auf R\ {(z,0) | 2> 0}.
T Y

Nehmen wir an, es existiert ein f € C*°(R?\{0}) mit df = w. Dann gilt
df =darg = d(f—arg)=0 = f—arg=C¢€R aufR* {(z,0) |z >0}
= arg=f+C

Damit giibe es eine stetige Fortsetzung von arg auf R?\{0}, was bekanntermafen nicht
der Fall ist. %

Zusatzaufgabe -+4 Punkte
Das Mébiusband M C R3 ist definiert als Bild der Funktion

f:(=1,1) xR — R3, f(t,9) = (2cos¢9+tcosgcosﬁ,Qsinﬁ—i—tcosgsinﬁ,tsing) )

Zeigen Sie, dafs M nicht orientierbar ist.
Losung:
Angenommen M wiére orientierbar. Sei w eine nirgends verschwindende 2-Form auf M.

Da f : (=1,1) x R — M ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist f * w eine nirgends
verschwindende 2-Form auf (—1,1) x R und

frw=At0)dt Nd0 mit A(t,0)#0 firalle (¢,60) € (—1,1) x R.
Da (—1,1) x R zusammenhéngend ist, gilt A(¢,0) > 0 fiir alle (¢,0) oder \(¢,6) < 0O fiir
(t,0).

Das bedeutet, df(t,0) ist entweder orientierungserhaltend fiir alle (¢, 0)

(1)

oder orientierungsumkehrend fiir alle (¢, 0).



Dazu berechnen wir

df (1, 0) = cosgcoszﬁl cosgsinﬁ sing
’ —sinﬁ—%singcosﬁ—i—tcosgsinﬁ 2(:0319—%sin%siné‘—i—tcosgcosﬁl tcosg

Fiir die Punkte (0,0), (0,27) gilt £(0,0) = f(0,27) = (2,0,0).

son-(3 39

bildet die positiv-orientierte Basis

((3)-(2)) von T = 2 ((8) | (g)) -

und
-1 0 0 L 0
df(0,27) = bildet dieselbe Basisin [ — | 0], |2 ab.
0 2 0 0 0

Da nach (1) die Abbildung entweder orientierungserhaltend oder -umkehrend ist miiss-

ten die beiden Basen gleich orientiert sein. Das ist ein Widerspruch, denn die Basi-

-1 0

stransformationsmatrix zwischen diesen Basen ist ( ) mit Determinante —1 < 0.
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Alternativer Beweis: Sei T': (—1,1) x R — (=1,1) x R, T(¢,0) = (—t,0 + 27) Dann
gilt

foT=f = f=Tf = fu=Tfw LY Ta=a
Sei av = A(t,0)dt A df. Dann ist
a=Ta=N—t,0+2m)d(—t) Nd(0 + 27) = —A(—t,0 + 2m)dt A df

und A(¢,0) = —A(—t,0 + 27). Der Zwischenwertsatz impliziert, dass ein (to,60y) €
[(¢,0), (—t,0 + 27)] existiert mit A(tp,6p) = 0. 4



